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Aus dem Vorworte zur erſten Auflage. 


Bei der Bearbeitung dieſes Lehrbuches nahm ich beſonders 
auf deſſen Gebrauch beim Selbftftudium Rückſicht, was ich als 
Entſchuldigung für die Ausführlichkeit einiger Beweiſe und bie 
häufige Verweiſung auf vorhergegangene Site anzuführen für 
nöthig erachte. 

In den beiden erften Abjchnitten, melde ‚von den einfachften 

Gebilden, der geraden Linie und den Winkeln handeln, befolgte 
ich durchgängig die genetijche Methode, da nach meiner Anficht 
diefelde auf der erften Stufe des geometrijchen Unterrichtes vor 
allen anderen Methoden den Vorzug, verdient. Mit Leichtigkeit 
faffen die Schüler” die Erzeugung der Gebilde durch Bewegung, fie 
nehmen an ber Bildung derjelben gleichfam ſelbſt THeil und prägen 
deshalb auch um fo Teichter die Hier vorkommenden ErHärungen 
und Definitionen ihrem Gebächtniffe ein. Die Erzeugung eines 
Winkels durch Bewegung verdient jehon darum den Vorzug, weil 
nur auf diefe Weile der Schüler zu einem Maren Begriffe von 
negativen Winkeln, von Winkeln, welche größer als 2, 3 oder 4 R 
find, gefangen Tann, und von deſſen richtiger Auffaffung doch 
weſentlich jpäter das Verſtändniß der Trigonometrie und Poly— 
gonometrie abhängt. 
. Auch bei der Definition der Parallellimien ging ich von der 
Bewegung aus und glaube die Theorie derſelben vollſtändiger 
succhgeführt zu haben, als dies in den meiſten neueren Lehrbüchern 
zeſchehen iſt. Daß ich hieran das Weſentlichſte über convergirende 
nd divergirende Gerade angereiht habe, wird wohl nicht ungern 
eſehen werben. 


427120 





Vorwort zur erſten Auflage, 


ı dem. dritten Abſchnitte, welcher von ben ebenen Figuren 
(gemeinen handelt, Habe ich nur in Kürze der Bieljeite 
it, da diefe, außer der Art ihrer Entftehung, alle Cigen- 
a mit den Vieleden gemein Haben. Auf die Lehre von 
zinkeln in ben gerablinigen Figuren, welche den Inhalt des 
Abſchnitts bildet, folgt im fünften Abſchnitte die Congruenz 
reis und Vielede. An diefe habe ich dann alle Säge an- 
‚ welche fich unmittelbar aus den Congruenzfägen, ober ben 
Hefe begründeten Säten, beweifen laſſen. Der jechfte Abſchnitt 
: bie Lehre von ber Gleichheit und der Berechnung ber edigen 
n. 
ichdem ich als Eingang zur zweiten Hauptabtheilung im 
en Abſchnitte von dem DVerhältniffe der ebenen Figuren 
upt gefprochen, und hier den allgemeinen Beweis für bie 
mung der gerablinigen Figuren geliefert Habe, behandelte ich 
pre von der Aehnlichfeit der Drei» und Vielede und reihte 
ſämmtliche Säge, welche ſich mit Hilfe der Aehnlichkeits— 
ntwideln laſſen. Den Schluß des Abfchnittes bildet die 
uchung des Verhältniffes der ähnlichen Figuren ihrer Aus- 
ig nach, 
er achte Abjchnitt umfaßt endlich die Lehre von ben vegel- 
ın Vielecken und die Berechnung des Kreifes. 
n das Buch für höhere Bürgerſchulen und techniſche An— 
möglichft brauchbar einzurichten, habe ich jedem Abjchnitte 
eihhaltige Sammlung von Aufgaben über die betreffenden 
beigefügt. Dieſelben beftehen theils in Lehrfägen, wozu bie 
je aufzufinden find, theil® in Conftructions- und Bered)- 
aufgaben. — Die Andeutungen zur Auflöfung, fowie bie 
ate habe ich in einem bejonderen Heftchen unter dem Titel: 
ng zu dem Lehrbuche dev ebenen Geometrie” erſcheinen laſſen 
effen Gebrauch für ven Lehrer und Beim Selbſtſtudium 
mt. 


arlsruhe, im April 1857. 
©. Spitz. 
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Aus dem vorworte zur zweiten Auflage. 


Die zweite Auflage wurde durch einige Lehrſätze und Zufäge, 
insbejondere aber durch Einſchaltung mehrer Aufgaben ermeitert. 

Um dem von verjebiedenen Seiten an mich ergangenen Wunfche 
nachzukommen, bei einer neuen Auflage diejenigen Süße kenntlich 
zu machen, welche ohne Störung des Zuſammenhanges übergangen 
werden können, babe ich jolchen, ſowie den darauf beruhenden 
Aufgaben das Zeichen O vorgefekt. Das Zeichen F vor einer 
Aufgabe deutet an, daß zur Löſung derſelben die Kenntniß der 
Lehre von den quabratiichen Gleichungen erforderlich iſt. 


Carlsruhe, im October 1861. 


C. Spitz. 
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Vorwort zur dritten Auflage. 


orliegende dritte, wegen Einführung an vielen Lehr 
auf Die doppelte Anzahl von Exemplaren erhöhte Auflage 
buches unterfcheidet fich von den früheren Auflagen ins- 
durch die Hinzufügung der zwei legten Abjchnitte. 

ämlic) dem jegigen Stande der Wiſſenſchaft möglichft 
zu tragen, Habe ich in dem neunten und zehnten 
e diejenigen Säge und Aufgaben über die Doppel— 
tiffe und die Involution zujammengeftellt, welche 
g an jeder größeren Anftalt nothwendig mit in den zu 
en Kehrftoff der ebenen Geometrie aufgenommen werden 


e harmonifhen Verhältniſſe nur einen fpecielfen 
anharmonijchen ausmachen, fo wurden alle Sätze 
armouijche Theilung, welde in den früheren Auf» 
Gelegenheit der Aehnlichfeit der Figuren abgehandelt 
wen, dem neunten Abſchnitte eingeveiht. 

dem erwähnten Zuwachſe bat diefe neue Auflage noch 
ve Verbefferungen und insbejondere eine beveutende Ver⸗ 
ver Uebungsaufgaben erhalten. 

eim Unterrichte diefe neue Auflage neben der zeiten 
zu können, habe ich die nen Hinzugefommenen Aufgaben 
Buchftaben a, b, c, ...., die den betreffenden Nummern, 
en fie eingefchaltet wurben, beigejegt find, kenntlich ge— 
ie Reſultate, jowie_ bie etwa notwendigen Andeutungen 
ung der Aufgaben enthält ein vom Lehrbuche getrennt 
© Anhang. . . 

rüher, jo wurde auch in der vorliegenden Auflage ſämmt⸗ 
hnitten, Erklärungen, Sägen und Aufgaben, welche ohne 
8 Zujammenhanges überjchlagen werben können, das 
) vorangefegt. Hierdurch ift e8 ermöglicht, jelbft bei 
hr elementaren Unterrihte oder bei allzubeſchränkter 
hl von vorliegendem Lehrbuche Gebrauch zu machen. 


zruhe, im Februar 1865. 
C. Spitz. 








Vorwort zur vierten Auflage. 


Den raſchen Abſatz von 5000 Exemplaren des gez 

Lehrbuches darf ich wohl als einen Beweis für deſſt 

barkeit anjehen. Ich hielt e8 darum auch nicht fü 
wejentliche Aenverungen beim Erſcheinen diefer neu 
vorzunehmen. Um jedoch den Inhalt des fechiten Abſe 

3. Auflage zwedmäßiger zu gruppiven, wurde berjelbi 
Abſchnitte vertheilt. Ebenjo hat die Anordnung der Sä 

der Aehnlichkeit handelnden Abjchnittes eine Heine Aenderu 

Die Anzahl der Aufgaben wurde beträchtlich vergrö 


Carlsruhe, im Februar 1869. 
©. 


Vorwort zur fünften Auflage. 





Diefe neue. Auflage hat in dem Abjchnitte über bie 
der ‚Figuren eine Heine Abänderung erfahren, indem 
Stande der Wiffenfchaft Rechnung tragend, dieſem Ab 
zuerft von Gergonne gegebene Definition der Aehnlichkeit 
gelegt habe. Damit befriedige ich auch zugleich vielfa« 
gerichtete Wünſche. 

Die Aufgaben wurden um einige vermehrt und 
Berechnungen nach dem neuen Maßſhſteme umgearbeitı 


Carlsruhe, im Auguſt 1872. 


C. 


A 


Vorwort zur ſechſten Auflage. 


'inigen Verbefferungen und einer Vermehrung der Auf- 
gegenwärtige Auflage feine wejentliche Abänderung 


och die neueften Unterfuchungen Bolyai's nicht ganz 
igt zu laſſen, habe ich gleichzeitig mit vorliegender Auf- 
ftchen als Veigabe dazu unter dem Titel: „Die erften 
Dreiede und die Parallelen“ veröffentlicht. Durch eine 
cwort zu dem Heftchen näher angegebene Subftitution 
3 diefer Beigabe ftatt ber betreffenden Säge im Lehr⸗ 
dem Lehrer auf einfache Weife ermöglicht, die Theorie 
len nach Bolyai's Grunbfägen zu unterrichten. Die 
Stellen des Lehrbuches jelbft abzuändern, hielt ich bei 
Verbreitung deſſelben und’ bei der Verſchiedenheit ber 
ezüglich der Aufnahme der neuen Lehre in den erſten 
dicht für rathſam. 


ruhe, im November 1874. 


C. Syik. 
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Einleitung. 


Bon den geometrifgen Größen, im Allgemeinen. 


8.1. 

1) Ein von allen Seiten begrenzter Raum heißt Kö 
Berüdfichtigt man dabei den biefen Raum  erfüllenden 
(Materie), jo wird derjelbe ein phyfiicher Körper gen 
ſieht man dagegen von der vaumerfüllenden Materie ak 
betrachtet den Raum bloß in Hinficht feiner Ausdehnung 
Form, jo nennt man diefen einen geometrijchen Körper. 

2) An jevem Körper laſſen fich drei Dimenfionen (Abmeſſu 
unterſcheiden, nämlich: die Länge, die Breite oder Did 
die Höhe ober Tiefe. 

Ein geometrifcher Körper karıt wicht durch unſere Sinne 
genommen werden und alle Gegenftände, wie Modelle u. dgl, wel 
Unterftügung des geometrifhen Unterrichts zu Hilfe gezogen werde 
phyſiſche Körper und Haben nur den Zweck, einen geometr 
Körper zu verſinulichen. 

Der geometrifhe Körper hat mit dem phyſiſchen nur di 
der Begrenzung (Form, Geftalt) ud die Ausdehnung ( 
gemein. 

3) Die Grenzen der Körper werden Flächen genannt. 
Fläche Hat nur zwei Dimenfionen, nämlich Länge und Bi 

4) Die Grenzen der Flächen heißen Linien. Die Lin 
nur eine Dimenfion, die Länge, 

Syip, Lehrbuch der ebenen Geometrie. 6. Aufl. 1 


2 Einleitung. 


5) Die Grenzen der Linien nennt man Punkte. Der Punkt 
hat gar keine Ausdehnung. 
Eine Linie kann man ſich demnach nicht aus Punkten zuſammengeſetzt 
denken, wohl aber kann man in einer Xinie überall Punkte annehmen. 


Um mehre Punkte von einander zu unterjcheiden, bezeichnet man fie 
mit verfchiedenen großen oder fleinen Buchftaben. 


Laſſen fi Linien und Punkte in der Wirklichkeit darſtellen? Was find 
alle mit Kreide oder Bleiftift gemachten Zeichen ? 


8. 2. 


1) Denft man fi einen Punkt in Bewegung, fo ift fein 
Weg eine Linie. Werden der Bewegung Grenzen geſetzt, jo 
entjteht eine begrenzte Linie, im anderen Falle aber eine un- 
begrenzte. | 

2) Die Grenzen einer begrenzten Linie werden, um jie von 
anderen in ihr liegenden Punkten zu unterjcheiven, deren End- 
punkte genannt. Iſt nur einer diejer beiden Punkte befannt, 
io Heißt die Linie eine halbbegrenzte und jener Punkt deren 
Anfangspunft. 

3) Fällt jeder beliebige Theil einer Linie, wenn 
er mit zwei beliebigen Bunften irgendwo und auf 
irgend welche Weife auf diefelbe gelegt gedacht wird, 
überall mit ihr zujammen, fo jagt man die Linie fei 
gerade (Fig. 1). 

Jeder Theil einer geraden Linie iſt alfo wieder gerade. 


Fig. 1. 4) Eine Linie, bei welcher 

7 Mn fein Theil, wie klein er auch 
8:9. 2. ſein mag, gerade ift, heißt 

rn _ N eine krumme (Big. 2), 
| Fig. 3. eine aus geraden Linien zu⸗ 


jammengejegte Linie, welche 

N" im Ganzen nicht gerade 
| it, eine gebrodene 

Sig. 4. (Fig. 3), und eine aus ge- 


raden und frummen Linien 
beſtehende Linie eine ge— 


mijchte Linie (Fig. 4). 








Bon dem geoimetrifchen Größen im Allgememeıt. 3 


5) Eine begrenzte gerade Linie nennt man auch) Strede und 
eine unbegrenzte furzhin eine Gerade. 

Ein in einer Geraden angenommener Punkt theilt diejelbe in 
zwei halbbegrenzte gerade Linien. Eine halbbegrenzte ge 
rade Linie heißt auch Strahl. 

6) Durch einen Puntt laſſen fich unendlich) viele Gerade ge⸗ 
zogen denken. 

Der Inbegriff aller Geraden, welche durch einen und ven- 
jelben Punkt in ‚einerlei Ebene denkbar find, heißt Strahlen- 
büjchel und jener Punkt ver Mittelpunkt bejjelben. . 

7) Wird eine Strede jo über einen, oder zugleich über beide 
Endpunkte hinaus vergrößert, daß die Zunahme mit der urfprüng- 
lichen Strede eine gerade Linie bildet, jo jagt man die Strede 
jei verlängert worden und nennt den Zuwachs jelbft die VBer- 
längerung der Strecke. 

Bon der Verlängerung einer Geraden kann feine Rede fein. und man 


hat fich, wenn von einer Beraden überhaupt gefprodyen wird, diefe immer 
ohne Ende, d. i. ohne beftinmte Grenzen zu denken. | 


8. 5. 

1) Rann fih ein Punkt von jedem beliebigen Punkte einer 
Fläche aus in diefer überall bin jo bewegen, daß jein Weg 
eine Gerade ift, fo wird die Fläche eine ebene Fläche oder 
furzhin eine Ebene genannt; eine krumme Fläche Dagegen 
heißt ſie, wenn kein Theil derſelben, ſo klein er auch ſein mag, 
eine ebene Fläche iſt. 

2) Eine Fläche kann im Allgemeinen als der Weg einer Linie 
angeſehen werden. Nur wenn ſich die Linie in ſich ſelbſt bewegen 
kann, iſt es möglich, daß der Weg wieder eine Linie werde. 

3) Man unterſcheidet begrenzte und unbegrenzte Flächen. 
Eine unbegrenzte Fläche wird durch eine unbegrenzte Linie in 
zwei halbbegrenzte Flächen getheilt. 

4) Eine überall begrenzte Fläche heißt Figur; eine überall 
begrenzte Ebene erhält den beſonderen Namen ebene Figur. 


8. 4. 


1) Man unterſcheidet eckige und runde Korper. Eckig 
heißt ein Körper, wenn er nur von Ebenen begrenzt iſt, rund 
1* 
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dagegen, wenn ſeine Begrenzungsflächen theilweile eben und 
frumm, oder nur frumm find. 

- 2) Der Raum, durch deffen Begrenzung der Körper entfteht, 
kann im Allgemeinen als der Weg einer Fläche angejehen werben. 
Nur wenn fi die Fläche im ſich jelbit bewegen kann, ift es 
möglich, daß der Weg wieder eine Fläche werde. 


8. 5. 

Linien, Flächen und Körper heißen im Allgemeinen geome⸗ 
triſche oder Raumgrößen. Die Unterſuchung der Eigen⸗ 
ſchaften derſelben in Bezug auf Größe, Form und gegenſeitige 
Lage iſt Gegenſtand der Geometrie. 

Dieſe zerfällt zunächſt: 

1) in ebene Geometrie (Planimetrie) oder im bie dere 
von den in einer Ebene befindlichen Raumgrößen; 

2) in förperliche Geometrie (Stereometrie) oder in bie 
Lehre von den nicht auf eine Ebene bejchränkten Raumgrößen. 








vene Geometrie. 


Erfter Abſchnitt. 


ven Linie und der Beftimmung der Lage 
einer Ebene. 


: Linie überhaupt und die Lage einer Ebene. 
5.) a und b irgend zwei Punkte einer. Geraden 





3. jede andere Gerade, Big. 5. 
zunkte mit ihr gemein» a —— 
ill mit ihr zuſammenfallen. Wir drücken dieſes 
Säge aus: 


ei Gerade zwei Punkte mit, einander 
y .baben, fo fallen fie überall zu— 


ei Bunkte fann man ſich nur eine Ge— 
yenfen; oder 

fte beftimmen die Lage einer Geraden. 
abe, welde durch zwei in einer Ebene 
te gebt, muß ganz in dieſe Ebene 
7 dem Begriffe der Ebene ($. 3. 1.) muß man 
iven Punkte fo nad) dem anderen und darüber 
ten Können, daß jein Weg eine gerade Linie ift. 





| 
| 
| 


6 Erſter Abjehnitt. 


Nehmen wir nun an, es Könnte ein Theil der Geraden, welche 
durch die zwei Punkte geht, außerhalb der Ebene liegen, jo hätte 
man zwei gerade Linien, weldhe zwei Bunfte mit einander gemein» 
ſchaftlich Haben, ohne überall zufammenzufallen, was nach obigem 
Sage 1. a. unmöglich iſt. Es kann jomit fein Theil der Geraden 
außerhalb jener Ebene Liegen, 


3) Haben zwei Gerade nur einen Punft gemeinschaftlich, 

Pins 3. B. den Punkt p (Big. 6), jo jagt man 

Big. die beiden Geraden [meiden einander und 

| nennt diefen Punkt den Durchſchnitts⸗ 
punkt der Geraden. 

Die Lage zweier einander ſchneidenden 

Geraden ift beftimmt, wenn außer dem 

Durchſchnittspunkte von jeder berjelben noch 
ein Punkt befannt ift. 


4) Haben zwei Ebenen drei nicht in einer Gera- 
den liegende Punkte gemeinſchaftlich, jo fallen beide 
überall zufammen; denn da jede der Geraden, welche durch 
zwei diejer Punkte geht, und aljo auch jede andere Gerade, welche 
man fi) durch einen beliebigen Punkt in der einen Ebene jo ge- 
zogen denkt, daß fie zwei jener Geraden im zwei verſchiedenen 
Punkten fehneivet, nach 2) zugleich in beide Ebenen fallen muß, 
jo ift fein Punkt der einen Ebene denkbar, welcher außerhald der 
anderen Ebene läge. 


Hieraus folgern wir ummittelbar die Säge: 
a) «) Durch drei nicht in einer Geraden liegende, 
Punkte, ober 
4) durch eine Gerade und einen außerhalb der- 
jelben liegenden Punkt, ober 
y) dur zwei einander jchneidende Gerade 
fann man ji nur eine Ebene gelegt denken. 
b) «) Drei nit in einer Geraden liegende Buntte, 
ober 
pP) eine Gerade und ein außerhalb derjelben 
liegender Punkt, oder 
y) zwei einander jchneidende Gerade 
bejtimmen die Lage einer Ebene. 
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5) Eine Gerade bezeichnet man entweder durch zwei Buche 
jtaben, welche man an zwei verjchiedene Punkte derjelben fest und 
unmittelbar nach einander ausjpricht, oder auch, wenn nicht leicht 
eine Verwechslung möglich ift, nur durd einen Buchſtaben. 
Sp iſt z. 2. die erfte der Geraden Fig. 7 durch ab, Die ziweite 
aber durch c bezeichnet. Fig. 7. 

In manchen Fällen bedient man fich 
zur Bezeichnung von Xinien auch der 
Zahlen, um dadurch zugleich ihre Auf- 
einanderfolge anzudeuten. — —— —— 

6) Durch die Reihenfolge, in welcher man die zwei eine 
Gerade bezeichnenden Buchſtaben ausſpricht, kann man zugleich 
die Richtung beſtimmen, nach welcher man ſich die Bewegung 
des Punktes bei Erzeugung der Linie gedacht hat. Die umge- 
fehrte Reihenfolge derſelben Buchſtaben würde in diefem Falle 
bie entgegengejette Richtung ausdrücken. 

Anmerkung So theilt ein in einer Geraden angenommener Punkt 
diefelbe in zwei Strahlen von entgegengefetter Richtung und um— 
gelehrt ergänzen zwei Strahlen mit gemeinfchaftlihen Anfangspuntte 
aber entgegengefetster Richtung einander zu einer Geraden. 

7) Denkt man fich einen Punkt in Bewegung, fo ift jein Weg 
entweder eine gerade ober eine krumme Linie, je nachdem ver 
Bunkt die anfänglich angenommene Richtung ftets beibehält oder 
diejelbe fortwährend ändert. 





8. 7. Aufgaben zur Uebung. 


1) Wenn man durch je zwei von a) 3, b) 4, c) 5, d) 6 und 
ff. bis k) 12 Punkten, von melden nie drei in gerader Linie 
liegen, Gerade legt, fo erhält man deren für jeden der angeführten 
Tälle wie viel? 

2) Wie viel Gerade laffen fi überhaupt unter der in 1) gemachten 
Borausfegung durch eine beftimmte Anzahl z. B. durch n Punkte 
gelegt denfen ? 

Drüdet das Nefultat in Worten aus! 

3) Nimmt man in einer Geraden einen Punkt an, jo erhält man 
zwei Strahlen, bei zmei Punkten eine Strede und vier Strahlen; 
mie ſtellt fi) das Reſultat heraus bei a) drei, b) vier, c) fünf ꝛc. 
bis f) acht in der Geraden angenommenen Bunlten? 





2 





Erſter Abſ quitt. 


N Wenn man überhaupt eine Anzahl z. B. n Punkte in einer Ge⸗ 
raben annimmt, wie viel Streden und Strahlen erhält man dann? 


5) Es find a) 3, b) 4 Punkte gegeben, wovon feine drei in gerader 
Linie liegen, man fol für jeden ver beiden Fälle die Punkte 
durch Strecken zu allen möglichen gebrodyenen Linien verbinden. 


9) Wie viel gebrochene Linien erhält man überhaupt für n ver- 
fhiedene Punkte, unter der in 5) gemadhten VBorausfegung ? 


8. 8. Die begrenzte Gerade (Strede). 


1) Nimmt man irgend eine Strede als befannt an und ver- 
gleicht diefe mit einer anderen in der Weife, daß man unterfucht, 
wie oft fie darin enthalten ijt, jo nennt man folche Vergleichung 
das Mefjen dieſer Strede. Die ale bekannt angenommene Strede 
heißt die Einheit (Xängeneinbeit), die Zahl, welche angibt, wie 
oft die Längeneinheit in der zu mefjenden Strede enthalten: ift, 
die Maßzahl, und die befannte Maßzahl die Länge (Größe) 
der zu mefjenden Strede. - | 

Nennen wir 3. B. die bekannte Strecke Mieter und ijt diefelbe in einer 
anderen Ztrede s al enthalten, fo heißt Die Zahl 8 die Maßzahl und 

5 Meter die Yänge der Strede. Ä 

2) Denkt man fi) zwei Streden mit zwei ihrer Endpunfte 
aufeinander gelegt und es fallen auch die zwei anderen Endpunfte 
zujammen, jo jagt man, beide Streden deden einander. 

3) Zwei Streden, welche fo aufeinander gelegt gevacht werben 
fönnen, daß fie einander deden, haben die gleiche Länge ober 
find, wie man fi) kurz auszudrüden pflegt, einander gleich. 

4) Umgekehrt kann man ich gleiche Streden immer jo auf 
einander gelegt denken, daß fie einander decken. 

5) Nimmt man in einer Strede oder in deren Verlängerung 
einen Punkt an, jo werden die Entfernungen diefes Punktes von 
ben beiden Endpunkten der Strede Abjchnitte ver Stredle genannt. 
| dig. 8. So wird z. DB. Die 
— Strecke ab (Fig. 8) durch 
den Punft c in die beiden Abfchnitte ac und ch, dagegen durch 
den Punkt d in die Abjchnitte ad und db getheilt 


Zieht man hierbei die Entftehungsweife oder die Richtung 


der Strede in Betracht und nimmt 3.2. die durch die Bewegung 





! | 
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jen b Hin erzeugte Strede ab als pojitiv an, 
fort, daß in dieſem Falle die beiden Abjchnitte 
Ice die Strede ab durch den Punkt c getheilt 
ofitin angejehen werben müfjen, während von 
ten ad und db, im welche ver Punkt d bie 
der erfte ad als pofitin, der andere db aber 
unehmen ift (8. 6, 6.). 

ichtigung der betreffenden Nichtungszeichen gilt 
ver Satz: 

e ift. gleich der algebraifhen Summe 
hnitte, in welche fie Dur irgend einen 
t wird. 

nachfolgenden Unterfuchungen nicht ausdrücklich 
merkt ift, jo wird bei denſelben auf bie Rich» 
ılgebraifhen Werth der dabei vorlommen⸗ 
ne Nücficht genommen, jo daß aljo ſolche nur 
ıbfoluten Längen zur Sprache Tommen. 

1) Irgend zwei gerade Linien kann man ſich immer 

‚legt denken, daß fie zufammenfallen (8. 6. 1. a), 
: Streden fo, daß fie einander deden. 
: der Gleichheit it =, das der Ungleichheit <. 
er fo zwifchen die zwei ungleichen Größen gefchrieben, 
ug nad der größeren von beiden gerichtet ift. So 
B, die Größe A fei größer als die Größe B. 


8.9 Maßſhſtem. 


nad) einer von ber Natur gebotenen unver» 
ngeneinheit ſuchend, verfiel man gegen Ende 
hunderts in Frankreich auf ven Gebanfen, als 
ion unferer Erde anzunehmen. Man bejtimmte 
e Länge eines Erbmeribians, nahm den vierzig- 
deffelben als Längeneinheit an, und nannte bieje 


veden von geringerer Ausbehnung meffen zu 
eſe Einheit in gleiche Theile getheilt u. ſ. f.; fo 
e franzöfifche oder metriſche Maßſyſtem, 
in Deutſchland allgemein eingeführt ift. 





Erſter Abſchnitt. 






Die Eintheilung dieſes Syſtems läßt ſich aus folgendem 
Schema leicht erkennen:*). 

1 Meter = 1 Meter (m.) 10 Meter = 1 Delameter (Dm.) 

4 = = 1 Dezinteter dm.) 100 = == 1 Seftometer (Hm.) 
1t5 = = 1 Zentimeter (zm.) 1000 = = 1 Kilometer (Km.) 
1055 = 1 Millimeter (mm) 10000 - = 1 Müriameter (Mm.) 
B: Der Eintheilung nach ift diejes Syftem aljo ein zehnthei— 
J liges oder Decimalſyſtem. 
Ei. Anmerkungen. 1) Eine Entfernung von 7500m heißt eine Meile (M.) 
5 2. Bei Berechnungen werden wir uns immer dev Decimalbrüde be- 
J dienen und zwar in der Weiſe, daß wir die Anzahl der Meter an bie 
J Stelle der Ganzen ſetzen. So iſt z. B. Sm 4dm 7em gum — 8,473m; 
42m 5mm — 42, 005m; 3m 2zm Amm — 3, 024m; 6dm Zmm — 0, 602m; 
7em Smm — (,078m;-5dm Smm — 0,508m; 9Hm gPm 7m 9gäm 32m — 
987,95m, 


8. 10. Maßſtäbe. 


Xrägt man die Einheit mit ihren Unterabtheilungen ein ober 
mehre Male auf ein Lineal von Holz oder Metall, jo erhält man 


EB einen Maßſtab. ‘Da man aber bie Längeneinheit entweder in 
J ihrer wirklichen Länge, oder verjüngt auftragen kann, ſo hat man 
BE. natürliche und verjü üngte Maßſtäbe zu unterjcheiven. Lebtere 
J kommen beſonders dann in Anwendung, wenn Längen, welche in 


J der Natur abgemeſſen wurden, zu Papier gebracht werden ſollen. 
Solche verjüngte Maßſtäbe kann man ſich, je nach der Größe 
> des Raumes, den eine Zeichnung einnehmen Toll, felbft ver: 


©. ° fertigen, indem man eine Linie als Einheit annimmt und hieraus 
E .  - die Unterabtheilungen beftimmt. 

J— | Anmerkung. Die weitere Ausführung diefe3 Gegenftandes tann zwar 
X erſt ſpäter vorgenommen werden, aber dennoch halte ich es für ſehr zweck— 





mäßig, bier ſchon von Seiten des Lehrers die Schüler mit dem Gebrauche 
5 des verjüngten Maßſtabes bekannt zu machen und ſie häufige Meßübungen 
vornehmen zu laſſen. 


J $. 11. Aufgaben zur Uebung. 

E: 1) Eine Strede zu zeichnen, welche einer gegebenen gleich ift. 

Be 2) Eine Strede a) um bie eigene, b) um die döppelte, 9 um bie 
B: drreifache Länge zu vergrößern. 

J—— *) Die abgekürzte Bezeichnungsweiſe der Maße iſt den in Berlin unter 
ge. dem 4. Nov. 1871 gefaßten Beſchlüſſen der Abgeordneten-Verſammlung des 
A Verbandes deutſcher Architekten- und Ingenieur-Vereine entnommen. 
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U die Summe von a) zwei, b) drei, c) vier gegebenen 
als eine Strede darftellen. 

terfchieb zweier gegebenen Streden zu zeichnen. 

gebene gebrochene Linie in eine Strede zu verwandeln. 
itreden zu zeichnen, von melden die eine a) das Dop- 
das Dreifache, c) der vierte Theil, d) der fünfte Theil 
wen iſt. 

treden zu zeichnen, von melden bie eine a) 3, b) }, 
1%, 6) Zr ber anderen ift. 





Zweiter Abfchnitt. 
Bon den Winkeln 
1. Die Winkel überhaupt. 
8. 12. Entftchung und Bezeichnung der Wintel. 


) Denkt man ſich von zwei zufammenfallenden und ſich in 
Anfangspunkten a (Fig. 9) dedenden Strahlen den einen 


Fig. 9. um diejen Punkt ſtets in gleichem Sinne 
; und in einerlei Ebene in irgend eine 

andere Lage z. B. ac gedreht, jo nennt 

. man die Größe der jevesmaligen Dres 


hung den von beiden Strahlen ab und 
® ac gebilveten Wintel. Die Strahlen 
beißen Schenkel und ihr gemeinfchaftliher Anfangspunft 
td Scheitel oder Spige des Winkels genannt. 
) Aus der Art der Erzeugung geht hervor, daß die Größe 
Winkels von der Länge der Schenkel unabhängig ift und 
ih nur durch die Größe der Drehung bes erzeugenben 
hles bebingt wird, 
) Um einen Winfel zu bezeichnen, jege man entweder an 
d einen Punkt eines jeven Schenkel und an den Scheitel 
Buchftaben und jchreibe oder leſe dieje drei Buchſtaben in 
Beife, daß der am Scheitel ftehende in die Mitte kommt; 
man gebe nur den am Scheitel ftehenden Buchftaben an. 
letzterer Bezeihnungsart darf jedoch nur dann Gebrauch ge- 
t werben, wenn feine Verwechslung möglich ift. 
Anmerkungen. 1) Statt des Wortes „Winkel“ werden wir uns in 
© Zolge Häufig des Zeichens _Y bevienen. Der Winkel in Fig. 9 
ire alfo bezeichnet durch _Y cab oder A bac oder auch durch I a 
2) Weitere Bezeichnungsarten eines Winkels beftehen darin, daß man 
iſchen die zwei an den Schenteln ftehenden Buchſtaben ein Komma, oder 
ex dieſelben das Zeichen A fest: alfo I b,e over Be. 
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4) Sollen zwei Winkel Hinfihtlich ihrer Größe miteinander 
verglichen werben, jo benfe man fich diefelben jo auf einander 
gelegt, daß beide Scheitel und ein Schenkel des einen mit 
einem Schenkel des anderen zujammenfalfen und die Winkel auf 
diejelbe Seite des gemeinjchaftlichen Schenkels zu liegen fommen. 
Fallen dann die beiden anderen Schenkel auch zujammen, jo find 
die Winkel einander gleich, im anderen Falle ift derjenige der 
kleinere, welcher ganz innerhalb des anderen Winkels fällt. 

5) Aus 4) folgt umgekehrt, daß wenn man fich zwei gleiche 
Winkel jo auf einander gelegt denkt, daß die Scheitel und zwei 
Schenkel zujammenfallen, auch bie beiden anderen Schentel zu- 
jammenfalfen müfjen. 

6) Da der Strahl ab (Fig. 9) auf zweierlei Weiſe durch 
Drehung um a in die Lage ac kommen Tann, je nachdem man 
ſich dieſe nämlich nach der einen oder der anderen Seite hin 
vorgenommen denkt, jo beftimmen zwei von einem gemeinfchaft- 
lichen Anfangspunkt ausgehende Strahlen wie ab und ac eigent⸗ 
fh zwei Winkel. Iſt jedoch in der Folge von einem Winkel 
die Rebe, jo hat man darunter immer den Meineren jener beiden 
zu verſtehen. 

7) Erzeugt ein Strahl durch Drehung den Winkel cab 
(Fig. 10) und dann durch fortgeſetzte . 

Drefung den Winkel dac, jo ift das I lo. 
Refultat der Drehung in Bezug auf ab 

baffelbe, als wenn fi der Strahl von 

ab aus ftetig nach ad gebreht,. aljo 

den Winfel dab erzeugt Hätte, ober der 

Winfel dab. ift ‚gleich der Summe der 

Winkel cab und dac, ober 

A dab = 5% cab + 2 dac. 

Angenommen aber, der Strahl Habe fih von ab aus zuerft 
nad ad-und dann in entgegengefeßtem: Sinne wieber zurück nach 
ac gebreht, alfo zuerft den I bad und dan ben X dac er» 
zeugt, fo ift die wirkliche Größe der Drehung nur durch die Lage 
des Strahles ac bedingt und der A bac ift alſo der Unterſchied 
der Winfel bad und dac ober 


A bao = A bad — A dac. 
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Man erjieht bieraus, was man unter Addition und Sub⸗ 
traction von Winfeln zu verftehen hat und wie man fich bei con- 
jtruftiver Ausführung diefer Operationen die Winkel an und im 
einander gelegt denfen muß. | 

8) Betrachtet man die in einem beftimmten Drebungsfinne 
erzeugten Winfel ald pojitine, jo Hat man in Bezug auf dieſe, 
nad dem Begriffe der entgegengejeßten Größen, offenbar alle in 
entgegengejeßtem Drehungsfinne erzeugten Winkel als negative 
anzufehen. 


8. 15. Benennung der Winfel. 


1) Dreht fih ein Strahl ab (Fig. 10) zuerft nach ac und 
dann in entgegengejettem Sinne wieder zurüd in feine anfäng- 
fiche Lage, fo beißt der hierdurch erzeugte Winkel Nullwintel, 
Der Nullwinkel ift alfo die Differenz zweier gleichen Winkel, oder 
wenn wir nach $. 12. 8, die in entgegengejeßtem Drehungsfinne 
erzeugten Winkel als entgegengefjegte bezeichnen, diejelben alſo 
in Hinficht ihrer Entjtehung als pofitiv und negativ untere 
jcheiden, auch gleich der Summe zweier gleichen entgegenge- 
jegten Winkel. | | | 

Jeder Strahl ftellt einen Nullwinkel dar. 

2) Denkt man fich die Drehung des Strables ab (Fig. 11) 
. um a fo Jange fortgefegt, bis derjelbe in 
| Sig. 11. eine ſolche Lage ac gelommen ijt, daß 
e a 5 diefe mit der anfänglichen eine Gerade 
ausmacht, jo nennt man den hierdurch erzeugten Winkel einen 
flachen over geftredten Winkel. — Ein Winkel, ver Feiner 
ift als ein flacher, Heißt ein bohler oder concaver und wenn 

er größer ift, ein erhbabener oder converer Winkel. 

3) Einen Winkel, welcher durch eine ganze Umdrehung eines 
Strables erzeugt wird, nennt man einen vollen Winkel, 

4) ever hohle Winkel wird durch einen erhabenen zu 
einem vollen ergänit. 

5) Flache Winkel kann man fi immer jo auf einander 
gelegt venfen, daß ihre Schenkel zufammenfallen. Somit find 
nach 8. 12, 4. alle flachen Winkel einander gleich. 
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6) Zwei flache Winkel ergänzen einander zu einem vollen 
Winkel und jeder flache Winkel iſt daher die Hälfte eines 
vollen Winkels. 


Anmerk. Wenn in der Folge von einem Winkel kurzhin die Rede 
iſt, fo Hat man darunter ſtets einen con caven zu verſtehen. 


7) Berlängert man einen Schen- Sig, 12, 


tel be (Fig. 12) eines Winkels abe a 
über den Scheitel b, jo entſtehen 2 
zwei Winfel abc und abd, welche Va 
zufammen einen flachen Winfel dbe / 


ausmachen und von welchen jeder / 
ver Nebenwintel oder das Sup- 


plement des anderen genannt wird. 2 ⸗ 
8) Iſt ein Winkel ſeinem Neben⸗ Fig. 18. 
winfel gleich, wie in Big. 13 a 


A abe = A abd, jo heißt jeder 
derjelben ein rechter Winkel. 

Alle rechten Winkel jind, 
als Hälften von flachen Winkeln, 
einander gleich. e Lt 4 

9) Ein Winkel, der kleiner ift als ein rechter, heißt ein 
jpiger (J abe in Fig. 12), und wenn er größer ift, ein 
ſtumpfer Winfel (J abd in Fig. 12). Stumpfe und fpige 
Winkel heißen im Allgemeinen auch fchiefe Winfel. 


Anmerkung Zur Abfürzung werden wir in der Folge einen rechten 
Winkel häufig durch den Buchftaben R bezeichnen. 


10) Bilden zwei Strahlen einen rechten Winfel mit einander, 


. jo fagt man der eine ftehe auf dem anderen ſenkrecht, per- 


pendilulär oder normal. 


Anmerlungen 1) Für da8 Wort „ſenkrecht“ gebraucht man das 
Zeihen |. 

2) Senkrechte und lothrechte (vertifale) Linien find wohl von ein= 
ander zu unterjcheiden. Kine Gerade kann auf jeder beliebigen anderen 
Geraden ſenkrecht ftehen, Tothrecht aber ift fie nur in dem fpeciellen 
Falle, wenn ihre Lage zugleich die Bahn eines freifallenden Körpers 
andeutet. — Eine Gerade, welche auf einer lothrechten Linie fentrecht 
jtebt, heißt wagrecht oder horizontal, Gebrauch des Senkels, der 
Setzlatte. — Libelle, Kanalwage. 
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11) Verlängert man beide Schenkel eines Wink 
(Fig. 14) über den Scheitel, jo jchließen bie Verlän 
Fig. 14. einen neuen Winkel dbf ein 
der Scheitelwinkel des 
heißt. Wenn ſich alfo zwe 
durchjchneiden, jo entſtehen 
zwei Paar Scheitelwinkel. 
12) Wird eine Gerade rs 
von zwei in einerlei Ebene 
Geraden mn und pq in; 
fchiedenen Punkten durchſchnitten, jo entftehen acht Wink 
jenigen vier derjelben, welche innerhalb ber beiden Ger 
dig. 15. und pq liegen, 
von dieſen auf di 
Geraden rs 
Strede ac zum 
ſchaftlichen Schen 
wie Ab, Le, . 
% h, werben 
die anderen dage 
I 44 - 
5 k äußere Winfel genannt. 

se zwei Winkel, welche verſchiedene Scheitel haben, 
einerlei Seite der durchſchneidenden britten Geraden r 
beißen Gegenwinfel, Tiegen fie dagegen auf verſchi 
Seiten, fo nennt man fie Wechjelwintel. — Man 5 
wieder innere und äußere Gegenwinfel und W 
winfel zu unterjcheiben. 

Zivei Gegenwintel, wovon der eine ein äußerer, bei 
ein innerer ift, heißen zufammen auch correjpondirende 
z. B. Im II, Ik gu. 

In Fig. 15 find alfo: 

A a und d, A k und f äußere Gegenwintel, 

A b und c, ZI humd g innere Gegemminkel, 

A a und ec, A bumd du f. w. corvefpondirende Wintel, 

Ha und S, I k und d äußere Wechſelwinkel, 

— b und g, 5. h um. c innere Wechſelwinkel, 

Ja und g, I b une fu. ſ. w. je ein innerer u. äußerer We 
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$. 14. Meffung der Wintel. 


1) Um einen Winfel nach beitimmten Maße angeben zu 
fönnen, hat man ven rechten Winkel in’ 90 gleiche Theile getheilt 
und einen folchen Theil, Winkelgrad oder kurzhin Grad ger 
nannt, al8 Einheit des Winkelmaßes angenommen. 

Den Grad theilt man in 60 gleiche Theile (Minuten) und 
die Minute in 60 Secunden. 

Zur Unterſuchung, wie oft die Winkeleinheit mit ihren Unter⸗ 
abtheilungen in dem zu beſtimmenden Winkel enthalten iſt, be- 
bient man fich eines beſonderen Injtrumentes, Winkelmeſſer 
oder Transporteur genannt. 

Anmerkungen. 1) Obdgleid von der Einrichtung des Winkelmeſſers 
erſt ſpäter die Rede ſein kann, ſo iſt es doch rathſam die Schüler ſchon 
jetzt mit dem Gebrauche deſſelben bekannt zu machen und ſie fleißig im 
Meſſen gegebener Winkel, ſowie im Auftragen ſolcher, zu üben. 

2) Als Abkürzung gebraucht man für Grad, Minnte und Secunde be— 
züglich die Zeichen ©, “ und ſetzt dieſe rechts oben am die betreffende Zahl. 

2) Außer dem oben angeführten. fechzigtheiligen oder 
Seragefimalfpftem ift auch noch das Hunderttheilige 
oder Centeſimalſyſtem gebräuchlich, bei welchem der rechte 
Winkel in 100 Grade, der Grad in 100 Minuten ꝛc. getbeilt 


wird. Wir werben nachfolgend, wenn nicht das Gegentheil be- 


merkt ift, nur das Sexageſimalſyſtem anwenden. 

3) Ein ſpitzer Winkel hat nach 8. 13. 9.) immer weniger 
ein ftumpfer immer mehr als 90 Grad; der flache Winkel 
beträgt 180 und ber volle 360 Grad. 


8. 15. Aufgaben zur Uebung. 
A) Eonitructionen.*) 
1) In wie viel Bunkten können fid) a) drei, b) vier, c) fünf, 
d) ſechs, e) m gerade Linien höchſtens fchneiden ? 
| Führet die Zeihnung für die vier erften Fälle aus! 


*) Conftruftionsaufgaben find Aufgaben, deren Löſung nur mittelft 
Zirkel umd Lineal bewerkitelligt wird; geſchieht dieſelbe durch arith- 
metifche Operationen, fo Heißt die Aufgabe eine Berehnungsaufgabe, 
Die Auflöſung ſelbſt ift hiernach entweder eine geometriſche oder eine 
algebraifche. Eine dritte Auflöfungsart, die analytifche, bejteht in der 
Anwendung der algebraifchen Lehren auf die Geometrie. Man nimmt nämlich 
zuerft die Aufldfung algebraifch vor und ftellt dann das gefundene Re— 
fultat na geometrifchen Sägen dar. 

Spitz, Lehrbuch der ebenen Geometrie. 6. Aufl. 2 
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2) Fünf Strahlen. und eine Gerade ab (Fig. 16) treffen einander in 
Sig. 16. einem Punkte p, welder Winkel 

" drüdt aus: 
a) die Summe der A apc und 


ep 

b) die Summe der I apd, 
dpf und fpg? 

e) die Summe der A ape, 
cpf, fpg, und gpb? 

d) den Unterfchied der I apf 
und apd? 

e) das Reſultat von: A ape 4 

A epf — A dyot + I dpg — I we? 

3) Die Summe welcher Winkel gibt: a) den A apf, b) den 
A aph, e) den flachen I apb? 

4) Wenn in Figur 16 alle Winkel einander gleich ſind, welcher 
Winkel ift dann a) 4 apb, b) 4 I apd, co) $ Zapf, 
3 A apt, e) 4 aps, 1 3 I ape. 

5) Zeichnet die verſchiedenen Winkel, welche brei. von einem Punkte 
ausgehende Strahlen mit einander bilden können. und ſchreibet 
das Nefultat für jeden einzelnen Fall nieber. 

6) Führet das Nänlihe für zwei Strahlen und eine Gerade aus, 
die fih in einem Punkte treffen. 

7) Conſtruire die verſchiedenen Winkel, welche gebildet werden können, 
wenn ſich zu je zweien ſchneiden: 

a) drei Gerade a) in einem Punkte, 4) in 3 Punkten, 
b)vietr = MW) = : =: 9 =-4 = 


B) Berechnungen. 


1) Wie groß iſt die Summe zweier Winkel a) von 580 48° 54" 
und 112° 40° 48°, b) von 799 86“ und 65° 59° 24? 

2) Welder Winkel ergänzt einen anderen a) von 36° 25‘, b) von 
279 24° 45 zu einem R? 

3) Um wie viel übertrifft ein Winkel von 164% 18° 24” einen 
anderen von 48° 46° 32" an Größe? 

4) Ein Winfel mißt 150% 18° 14, wie viel beträgt ein amberer 
a) 6 mal, b) 8 mal, c) 54 mal fo großer? 

5) Bon weldiem Winfel bilvet ein anderer von 15° 18° 14” a) das 
Dreifache, b) das Fünffahe? " 

6) Zwei Winkel, von denen der eine dreimal fo groß ift als der 
andere, betragen zufammen 138° 84' 20°; wie groß ift jeder? 








“1 - sm —-—- 
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I. Die Winkel im Befonderen. 


8. 16. Lehrſatz *). 


Jeder Winkel beträgt mit ſeinem Nebenwinkel zu— 
ſammen 2R. 
Vorausſetzung. (Fig. 17.) 
abe fei der Nebenwinkel von dig. 17. 
A abd, 
Behauptung. fo ift 
A abe + I abd = 2%. 
Beweis. Nah 8. 13. 7) ift 
5 abe + 5 abd = dem flachen 
Winkel dbe, und diefer beträgt nach d e 
8. 13. 8) 2%; folglich iſt auch: 
A abe + I abd = 28. 


Zufäge*), 


1) Zu gleiden Winfeln gehören gleiche Neben» 
winkel. | 

2) Einem fpigen Winkel entſpricht als Neben- 
winkel ein ftumpfer, und umgefehrt. | 

3) It ein Winkel feinem Nebenwintel gleich, fo 
ijt jeder der beiden Winkel ein rechter. 


*) Der Lehrfat iſt eine ausgefprodhene Behauptung, deren Wahrheit erſt 
durch andere, ſchon feſtgeſtellte Wahrheiten begründet werden muß. Die Ab⸗ 


leitung der Nichtigkeit des im Lehrſatze Behaupteten heißt Beweis. 


Ein vollftändiger Beweis befteßt: 

a) aus der Boransfetung oder dem Angenommenen; 

A) aus der Behauptung, Ausfage; 

y) au3 dem eigentlihen Beweife. 

Wird durd) einen Beweis die Richtigkeit der Ausfage aus fhon als wahr 
ertannten Sägen, ohne Rückſicht auf das Gegentheil der Ausfage, im Zu=- 
jammenbange dargethan, fo heißt der Beweis ein Directer; wird aber ge= 
zeigt, daß das Gegentheil des Behaupteten mit dem Angenommenen oder mit 
anderen ſchon als richtig erkannten Sätzen im Widerſpruche ſteht, und daß 
alſo die aufgeftellte Ausfage die richtige fein muß, fo ift der Beweis ein in- 
directer oder apagogifcher Beweis, 

**) Unter Zufat verfteht man eine Behauptung, deren Richtigkeit une 
mittelbar aus dem vorhergehenden Lehrjate gefolgert werden kann. 

2 * 
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4) Alle Winkel, welde auf einerlei Seite 
Geraden liegen und ihren gemeinjhaftlihen € 
tel in ihr haben, wie 5. B. die Wintel in Fig. 16, 
zujammen 2 R. 

5) Die Summe aller Winfel um einen 9 
herum beträgt 4 R. 


. 8 17. Lehrſatz. 


Jeder Winkel ift jeinem Scheitelwintel gleich 
. VBorausſ. (Fig. 18). I d 
Big. 18. der Scheitelwintel des I abe, 

Behauptg. jo ift J abe = £ 
Beweis. Nach 8. 16 Hat ma 

abe + I cbf = 2R. 

und I dbf + I chf = 2%, 
aljo Zabe+ Zcebf= Zdbf-+. 
oder, wenn man auf beiden Seite 

I. ebf ſubtrahirt, 

Aufgabe. Veweiſet ebenfo, daß 3 Se Fr hr, 


8.18. Erklärung. 


1) Sind mn und pq (Fig. 19) zwei in einer Ebene fi 
Gerade, welche eine beliebige dritte Gerade re in zwei verſchi 
Fig. 19. Punkten a und b 

ſchneiden, und man der 

die Gerade mn mit dem ' 

a läng8 der Geraden re 

b fo hinbewegt, daß 

Drehung um a ausgejc 

bleibt, jo wird biefelbe, 

a nach b gefommen ift 

weber bie Gerade pq i 

jem Punkte ſchnei den 

mit ihr zujammenfallen. Iſt legteres der Tall, ſ 
man die beiden Geraden mn und pq jeien parallel 
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Hlaufend; die Art der gedachten Bewegung der Geraden 
gegen pq heißt Parallelbewegung. 

) Sind demnach zwei Gerade mn und pq parallel und 
denkt fich die eine in Parallelbewegung gegen die andere 
ewegt, jo müffen beide. jedenfalls einmal zufammenfallen. 
Anmerkung. Um anzudenten, daß zivei Gerade parallel feien, 
dient man fi) des Zeichens //. Obiger Fall wäre alfo bezeichnet durch 
2// pa 


8.19. Lehrſatz. - 


Dur einen Punkt außerhalb einer Geraden läßt 
zu dieſer nur eine Parallele ziehen. 

Borausf. (Fig. 20) ab fei 
derade, p der Punkt. 
Behauptg. jo ift nur eine 
» p gehenve Gerade cd // ab. 
Beweis. Denkt man fic die 
ide ab gegen p in Parallel- 
zung fortbewegt, jo muß fie, 
: irgend ein Punkt derſelben 
p gefommen ift, mit ver 
» p gehenden Parallele zu- 
ıenfalfen. Wäre demnach 
cv cd noch eine zweite durch p gehende Parallele fg zu ab 
ich, jo müßte die Gerade ab zugleich mit dieſen zwei ſich 
» fopneibenden Geraden zufammenfallen, was unmöglich ift. 
x cd ift daher feine weitere buch p gehende Parallele zu 
enlbar. 


Fig. 20. 


Zufag. 
jwei Gerade, welche einander ſchneiden, können 
t zugleih mit einer dritten Geraden parallel 
8.20. Lehrſatz. 


Zwei Gerade, welche zugleih einer dritten pa— 
lel jind, find aud unter einander parallel. 
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Vorausſ. (Fig. 21). Wenn ab // fg und ed // fg, 
Behauptg. jo ift aud) ab // cd. 

Fig. 21. Beweis. Denkt man fih 
die Gerade ab in Parallelbe- 
wegung gegen fg, jo muß fie, 
da ab // fg, einmal mit fg 
zufammenfällen (8. 18. 2), 
und wenn nun beide Gerade 
zugleich die Paralfelbewegung 
fortfegen, fo müffen auch beide 
zugleih einmal mit cd zu- 
fammenfalten, weil fg // cd ift. 
Es fällt fomit die in Parallel» 

bewegung fortjchreitende Gerade ab einmal mit cd zufammen und 
ift daher diefer Geraden parallel. 


8. 21. Lehrſatz. 


Wird von zwei parallelen Geraden die eine durch 
eine dritte Gerade geſchnitten, jo ſchneidet dieſe auch 
die andere*). 

Fig. 22. Vorausſ. (Fig. 22). Es jei 
ab // ed und fg ſchneide ab, 

Behauptg. fo ſchneidet fg 
auch cd. 

Beweis. Denkt man ſich ab 
in Paralfelbewegung längs der Ge» 
raden fg mit dem Punkte p gegen cd 
fortfchreitend, fo müffen ab und cd, 
da fie parallel find, einmal zuſam⸗ 
menfallen. Die Gerade ab hat aber 
überall mit ber Geraden fg nureinen 

Punkt p gemeinſchaftlich, alfo au, wenn ab in die Lage cd 
gefommen iſt. Es muß daher cd von fg gejchnitten werben 
(6. 6. 3). 


*) Bergl. die Anmerkung zu $. 2. 7. 
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8.22. Lehrſatz. 
i Gerade, welde parallel jind, ſchneiden 
er nie, 
ausfegung. (Big. 21). Es jei ab // fe, 
auptg. fo trifft ab nie mit fg zujammen. 
veis. Nehmen wir an, es würben fi ab und fg in 
inem Punkte begegnen und es wäre cd eine dritte, zu 
n beiden paralfele Gerade, jo müßte dieſe nach 8. 20 
sallel zur anderen fein, und man hätte alsbann zwei 
ſchneidende Gerade, welche mit einer britten parallel wären, 
Widerfpruche mit dem Zufage zu 8. 19 ſteht. Die 
iaralfelen Tönnen jomit einander nie treffen. 


8.23. Lehrſatz 
:i Gerade, welde einander ſchneiden, können 
arallel fein. 
eis. Wären die beiden Geraden paralfel,. fo könnten 
8. 22 einander nie ſchneiden, was mit der Borausjegung 
rſpruche ſtünde. 


8.4. Lehrſatz. 
i Gerade, welche 
arallel ſind, müſſen dig. 23. 
er ſchneiden. 
ausſ. (Big. 23). ab jei 
fg, 
auptg. jo fehneiden ab 
einander. 
veid. Man denke ſich 
gend einen Punkt p ber 
fg zu ab eine // cd ger 
o wird cd, folglich nad 
uch ab von fg geſchnitten. 


8.2. Lehrſatz. 


i Gerade, welde einander nie begegnen, jind' 
el. 
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Beweis. Wären die Geraden nicht parallel, fo müßt 
nach $. 24 einander ſchneiden. Da diefes aber mit der Anı 
im Wiverjpruche ftünde, jo müffen fie paralfel fein. 

Anmerkung. Wenn zwei Gerade nicht in einerlei Ebene Liege 
einander nie fehneiden, fo fagt man fie Freuzen einander. 


8%. Lehrſätze. 
Werben zwei parallele Gerade von einer dr 
Geraden durchſchnitten, fo find: 
1) je zwei correfpondirende Wintel, und 
2) @) je zwei äußere, 2) je zwei innere Wer 
wintel 
einander glei. 
3) a) je zwei äußere, 4) je zwei innere & 
winkel, und 
4) je ein äußerer und ein innerer Wechſelw 
zuſammen — 2 N. 
Vorausſetzung (Fig. 24). ra durchſchneide die // mn uı 
1. Behauptung. 
Aa- Fig. 24. 
Beweis. Bewegt ſich 
mn / / gegen pq, fo müſſen, 
wenn der Scheitel a nach 
e gelommen iſt, nad 
8. 18. 2) die Schenkel 
der beiden Aa und c 
zufamenfallen, folglich nad) 
8. 12. 2) die Wintel a u. 
© einander gleich feirt. 





2. Behptg. ©) Ja=lt A) Ab= 
Beweis. Da Ja Ze (nad,1) Zb= 
und Ae= Lt (nd 9.17) Id- 
fo ift auch Za=3tf und ZIb= 


3. Behauptung. 
Sat N Ab+Le 
Beweis. JatZb=ER (8. 16) 
nad 1) aber Jb=%d un 
folglich: Zatfzde2R m "Fb+ZFc= 
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4. Behauptung Ja+Ag—2R 
Beweis. &it Ja+gJd=2R (nad 3, a) 
und Jd= 8 (nad) $. 17) 


folglich auch Jar Jg=2N, 


8.27. Lehrſatz. 


Werden zwei Gerade von einer dritten durch— 
ſchnitten und ift ein Baar correjpondirende Winkel 
einander gleich, fo find jene j 
Geraden parallel. Big. 2. 

Vorausſ. (Fig 25). Es ſei | 
5 mar.—  pbr, 

Behptg. fo ift mn // pq. 

Beweis. Wäre mn nicht // pq, 
fondern z. B. mn // xy, jo hätte 
man nad) 8. 26. 1): 


A war = A xbr. 
Nach der Vorausfegung ift aber I mar =  pbr; 
alfo wäre für dieſen Fall I ır = 2 pbr, 
mas unmöglih iſt. Folglich Tann feine andere Gerade als 
pq // ma fein. 





Zufäge 

1) Sind die correfpondirenden Wintel einander 
nicht glei, jo können aud die Geraden mn und pq 
nit parallel fein. 

Denn wäre dieſes der Tall, fo müßten jene Winkel, gegen 
die Vorausfegung, einander gleich fein. 

2) Da. mar — A nab, fo folgt, daß auch die Ge- 
raben mn und pq nit parallel fein können, went 
A nab nigt = A pbr ift, d. h. wenn zwei innere 
Wechſelwinkel einander nicht glei jind. 

3) Sind die inneren oder äußeren Wecjelwintel 
einander gleich, fo jind die zwei Geraden parallel. 
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8.38. Lehrſatz. 


Zieht man von irgend einem Punkte aus mit ben 
Schenkeln eines gegebenen Winkels in gleihem oder 
entgegengefegtem Sinne parallele Strahlen, jo 
fließen dieje einen Winkel ein, welcher vem gegebenen 
gleich iſt. 

Big. 26. 3. 


Fig. 26. 4. 


Vorausſ. (Fig. 26 @ und 4). Wenn pd // ba und pf 
II be, 
Behauptg. fo iſt dpf = I abe. 
Beweis. Schneidet pd den Schentel be in g, fo ift 
A dpf = I pgb 
und A peb= I abe, 
folglich auch 4% dpf = I abe. 





8. B a. Lehrſatz. 


Sind zwei Schenkel zweier gleichen Winkel pa— 
rallel, ſo ſind auch die beiden anderen Schenkel 
parallel. 

Beweis. It; B. (Fig. 26 @ und 4) A abe — I dpf 
und be // pf, jo hat man: 

Idpf — I pgb, 
alfo ift auch abe — pᷣeb⸗ 
folglich nach-8. 27. uf.3 9 ab/dE 
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8.29. Lehrſatz. 

Zwei Gerade, welde auf Big. 27. 
einer dritten Geraden ſenk— f 
recht ftehen, jind parallel, | 

Vorausſ. (Fig. 27). ab und | 
cd feien _|_ fg, | 

Behauptg. jo ift ab // cd. | 

Beweis. Da Jabf= Aedt 
— R, jo ift nah 8. 27 ud” ® 

ab // cd. 











8. 30. Lehrſatz. 

Wenn von zwei parallelen Geraden die eine auf 
einer dritten Geraden ſenkrecht fteht, jo fteht auch 
die andere auf dieſer ſenkrecht. 

Vorausſ. (Fig. 27). ab fei // cd und I fg, 

Behauptg. jo it aud cd _I_ fg, 

Beweis. Nah 8. 26. 1) iſt A abf — A cdf 


und nach der Vorausſetzung A abf ⸗ R 
alſo auch ceot ⸗ R 
d. h. es ſteht ed! fg. 


8. 31. Lehrſatz. 
Bon einem Punkte außerhalb einer Geraden läßt 
ſich auf dieje nur eine Senkrechte errichten. 


Borausi. (Fig. 28). Es ftehe Fig. 26. 
ab !_cd, 

Behauptg. jo kann micht auch 
af ! cd jein. 


Beweis. Wäre au af | cd, 
dann müßte nach 8. 29 ab // af jein, 
was nach $. 23 unmöglich ift. Co läßt 
ſich die Unmöglichkeit für jede andere 
von a ausgehende Gerade beweijen. 

8. 31a. Erklärung. 

Der Fußpunkt des von einem außerhalb einer Geraden liegenden 
Bunkte aus auf diefelbe gefällten Perpendilels Heißt auch die Pros 
jection jenes Punktes auf der betreffenden Geraden und die 
Senkrechte jelbft die Projicirende. 
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8. 32. Lehrſatz. 
In einem Punkte einer Geraden läßt jid 
nur eine Senfredte errichten. 

Fig. 2. Borausf. (Fi 

ſtehe ab I df, 
Behauptg. jo 
auch cb _I_ df jein. 
Beweis. Wär 
jo müßte I chf = 
(als N), was unmögli 
ab gibt e8 aljo fein 
b auf di ſenkrecht ſteh 


OS. 33. Lehrſatz. 
Werden zwei beliebige Gerade von ein 
durchſchnitten, jo ift bie Summe der zwe 
Gegenwintel auf der Seite der Durchſchr 
Fig. 30. auf welder der äuf 
Paares correfp. Win 
als der innere ift, in 
ner, und wo er Heinı 
mer größer als zwei! 
Vorausjegung (F 
fi $f> a um 
I), 
Behauptung fit Ja+Jb< 28 
und Ze+g34>M. 
Beweis. Nah 8. 16 ift 
AfAb⸗2Rund Jg+ 
nach der Vorausſ. aber Z>Za, 
aljo auch Zar Zb<2R. u. Jr 


oO 8. 34. Erklärung. 
Werden zwei Gerade von einer dritten durchſchn 
die Summe der inneren Gegenwinkel kleiner ober 


*) Aus $. 16 folgt nämlich unmittelbar, daß wenn f > 
fein muß. 
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man die Linien jeien auf dieſer Seite der Durch 
bezüglich convergent ober dinergent. 


O 8.35. Lehrſatz. 
zwei Gerade von einer dritten durchſchnit— 
n und fie auf einer Seite diejer Linie con- 
jo Divergiren fie auf der anderen Seite. 
%. (3.30) Es fei JatIb<M, 





ptung. fo iſt IFt+gJ4>M. 

. Da ZJa+rg3p<H 

16, ZI ZI-M, 
31>3% 

ich $. 17 44>%a 

ener I°+Ja=M, 
A 


eraden divergiren auf dieſer Seite. 


O 8. 36. Lehrſatz. 
n zwei Gerade von einer dritten geſchnitten, 
fie einander auf der Seite, auf welder fie 
1, nie ſchneiden. 
8. (Fig. 31.) Wenn 
5. med + 2 cdn > 2, 
ptg. fo. ſchneiden cm und dn einander auf biejer 


8 Da A med + edn > 2% 
Ja + md 2% 
00T La <Z edn. 

nan ſich daher ben I a Fig. 31. 

8. 12. 4) angegebenen 

5 cdn gelegt denkt, jo 

hentel am innerhalb ber 

8 A cdn nad) dp fallen 

ach 8. 27 ift aber dann 

und da nach $. 22 cm 
nder nie ſchneiden können, 

3 um jo weniger bei den 

a und dn der Fall fein. 
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Zufäge 
3 obigem Satze geht ferner hervor: 
Die beiden Geraden müſſen auf der Seite, auf welcher fie 
rgiren, einander ſchneiden; denn würben fie auch auf.diefer 
inander nicht jehneiden, fo müßten qn und rm nad) 8. 25 
Tel, alfo A med + ZI edn = 2% jein (8. 26. 3. 4), 
gen die Vorausfegung wäre. 
Zwei nicht parallele Gerade, welche von einer dritten in 
rihiedenen Punkten gejchnitten werben, find immer auf 
ite diefer Linie convergent, auf welcher fie einander ſchnei— 
denn wären fie auf biefer Seite parallel ober divergent, 
ten fie einander nicht ſchneiden. 


8. 37. Aufgaben zur Hebung. 
A. Lehrſätze. 

reifet folgende Säge: 
Halbirungslinien eines Winkels und feines Nebenwinkels 
n ſenkrecht auf einander. 
ın zwei Wintel einen gemeinfdaftlihen Schenkel und Scheitel 
m und zufammen 2 betragen, fo bilden die zwei anderen 
enlel eine Gerade. 
tet man im Scheitel eines Winkels Perpendikel auf die 
nel deſſelben, fo bilden dieſe einen Winkel mit einander, 
jer a) dem Nebenwinkel des gegebenen gleich ift, wenn beide 
sendifel nad) außen oder innen gezogen find, und ber b) dem 
benen Winkel felbft gleich ift, wenn der eine Perpendilel nad) 
n, der andere aber nad) innen fällt. 
Srrichtet man auf jede von zwei nicht parallelen Geraden Perpen- 
‚ fo ſchneiden diefe einander nad) hinreichender Verlängerung. 


B. Berehnungen. 

Nebenwintel eines Winkels von 

164° 36°; b) 114° 8° 57°; c) 46° 383° zu finden. 
x ber vier Winkel, welde durch zwei einander ſchneidende 
ide gebildet werben, beträgt 1430 38° 14°; wie groß ift 
der drei übrigen ? 

zwei Nebenwinfeln beträgt der eine das Doppelte des an= 
1, wie groß ift jeder? 

a in ig. 24 mn // pq und I a = 134° 28° 45" ift, 
groß find dann die 7 anderen Winkel? 





Dritter Abſchnitt. 


Bon den ebenen Figuren im Allgemeinen. 


8. 38. Erllärung. 


Eine ebene Figur, deren -Begrenzungslinien alle gerade find, 
wird geradlinig, wenn fie alle krumm find frummlinig, 
und wenn fie theils gerade, theils krumm ſind, gemiſchtlinig 
genannt. 


8. 39. Entſtehung des Vielecks und Vielſeits. 


1) Wenn man in einer Ebene eine beliebige Anzahl, z. B. 
n Punkte annimmt und die Ordnung ihrer Aufeinanderfolge jo 
bejtimmt, daß nie drei nacheinanderfolgende in gerader Linie 
fiegen und nun jeden Punkt mit dem nächitfolgenden und ven 
legten wieder mit dem erjten durch Streden verbindet, fo entjteht 
eine gerablinige Figur, welche man ned oder, ohne Rückſicht auf 
die Zahl der Punkte, allgemein Vieleck over Polygon nennt. 
Se nachdem nun n = 3, 4, 5 u. ſ. w. ift, erhält das Vieled 
den befonderen Namen Dreied, Viereck, Fünfeck u. |. w. 

Da .aber die Aufeinanderfolge der gegebenen Punkte auf 
mannigfaltige Weiſe gewählt werden fan, fo gibt e8 auch für 
jede Anzahl von Punkten verfchievene, diejer Anzahl entiprechenve 
Bielede. 

Sind z. B. 1, 2, 3, 4 die. vier gegebenen Punkte durch 
deren Verbindung ein Viereck erzeugt werben foll, jo find in 


ie drei in Fig. 32 anges 
Vierecke möglich; jede 
in anderer Drbnung 
vorgenommene Verbin⸗ 
dung der Punkte ftimmt 
mit einer der hier ger 
gebenen überein. 
Nimmt man nun 
drei Punkte an, — 
und fo viel müſſen es 
wenigften® fein, wenn 
durch ihre Verbindung 
eine geradlinige Figur 
erzeugt werben fol, — 
jo entfteht, man mag 
die Reihenfolge der 
ajjelbe Dreied. Sind 
h der Wahl der Reihen⸗ 
nfede erzeugt werben. 
‚ 4 und 5, jo kann bie 
m: 
13425 
13524 
14235 
14325 


[fo auf, daß ihre gegen- 
hret die Gonftruftion der 


am der 5 Punkte gefchieht am 


6 Bunkte gegeben find? 

nfte möglich? 

teten Punkte eine Anzahl 
beftimmen deren Auf- 

ander kommende ein und 

> nie zwei auf einander» 
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folgende parallel find, jo entjteht, wenn man jede verjelben 
burch die zunächſt folgende und die erjte durch die legte begrenzt, 
eine Figur, welche, zum Unterjchiede des obenerwähnten n eds, 
njeit, over ohne- Rüdficht auf die Anzahl der Geraden, Biel- 
ſeit beißt. 

Je nachdem wieder n = 3, 4, 5 u. j. w. ift, entjteht ein 
Drei⸗, Bier-, Fünffeit u. j. w. 

3) Sieht man von der Entitehungsweije des neds und n seits 
ab und berüdfichtigt nur die fertigen Gebilde, fo ift far, daß 
beide in ihren allgemeinen igenjchaften übereinftimmen. Wir 
werben darum in der Folge unjeren Betrachtungen nur Vielecke 
zu Grunde legen, wenn nicht ausdrüdlich das Gegentheil bemerft 
fein ſollte. | 

4) Die einzelnen Punkte, durch deren Verbindung ein Vieleck 
entftebt, beißen die Eckpunkte, jede Strede, welche zwei auf- 
einander folgende Eckpunkte verbindet, wird Seite, jede von 
irgend zwei anderen Eckpunkten begrenzte Strede Diagonale 
und jede Gerade, welche zwei oder mehre Seiten, oder auch deren 
Berlängerungen jchneivet, Transverfale des betreffenden Diel- 
ecks genannt. 

Ale Seiten eines Polygons zujammen bilden deſſen Um⸗ 
fang. 

5) Jede von irgend einem Punkte aus nach einem Punkte des 
Umfanges gezogene Strecke heißt ein Vector des betreffenden 
Polygons für jenen Punkt. 

6) Hat man die Aufeinanderfolge der Echpunlte eines Viel⸗ 
ecks feſtgeſetzt und denkt ſich alsdann jede Seite deſſelben um 
den Eckpunkt, welchen ſie mit der nächſtfolgenden Seite ge— 
meinſchaftlich hat, in einerlei Sinne ſo lange gedreht, bis ſie 
mit dieſer zuſammenfällt, ſo beſtimmt die Größe dieſer Drehung 
jeweils den von zwei unmittelbar aufeinander folgenden Seiten 
gebildeten Winkel des Polygons. Setzt man hierauf von dieſer 
Lage aus die Drehung in demſelben Sinne und um denſelben 
Eckpunkt fort, bis jede Seite ihrer anfänglichen Lage entgegen⸗ 
geſetzt iſt, mit dieſer alſo eine Gerade bildet, ſo erhält man in 
der Größe dieſer zweiten Drehung den zum betreffenden Polygon⸗ 
winkel gehörigen oder an der betreffenden Ecke liegenden Au ßen⸗ 
winkel. 

Spitz, Lehrbuch der ebenen Geometrie. 6. Aufl. 3 


Abſchnitt. 


ebiges Sechseck vor, in welchem 
die an den Ecken ſtehenden 
Zahlen die Aufeinanderfolge 
derjelben angeben und man 
nimmt, behufs der Polygon- 
und Außenwinfel - Erzeugung, 
die Drehung der Seiten in 
dem durch die Pfeile - ange» 
deuteten Sinne vor, jo erhält 
man bie durch ununterbrochene 
Bogen bezeichneten Winkel als 
die Vieleckswinkel, währen 
die durch geftrichelte Bogen 
kenntlich gemachten Winfel 
die entſprechenden Außenwinkel 


concaven 
converen 


itſpricht. 


ißer den unmittelbar aufeinander⸗ 
andere einander ohne vorherige 
wir ein gemeines und ein 
tel hat, ein hohlwinkliges 


jedem Polygonwintel 


hlwinkligen Vieleds erhält man 
tliche Seiten in dem durch bie 
‚dingten Sinne verlängert. Die 
intel find alsdann zugleich die 


zeugt, wird ein Polygonwinkel 

zu 2 R ober 6 RM ergänzt, 

cav oder conver ift. 

zinkel eines Vieleds unter ein- 
regelmäßig (tegulär), im 

vregulär). 

‚egelmäßigen Vielecks find, als 

inander gleich. (8. 16. Zuſ. 1.) 
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Polygon zu bezeichnen, ſchreibt man an deſſen 
ı oder Zahlen und gibt dieſe in aufeinander 
g am, oder, wenn nicht leicht ein Irrthum ent- 
hieht die Bezeichnung auch nur durch einen 
durch eine Diagonale. 

verjchiedenen Formen, welche ein Vieleck von 
tzahl je nach der Wahl der Aufeinanderfolge der 
en fann, ift für uns nur die des gemeinen 
ichtigfeit. Wenn darum in den folgenben Unter 
ielecke dieſen nicht ausdrücklich bejondere Eigen- 
werben, jo hat man ftets nur gemeine in 
i. 


40. Benennung der Dreiede. 
; bie Dreiede ein: Big. 34: 
Kängenverhält- 
nter einander in: Big. 35. 
e (Big. 34), 
Tige (Big. 35), 
ige (dig. 36), 
ch bezüglich alle [ 
ir zwei, ober 
n eines. Dreieds 
id. —ñ N⸗ 
Winkel in: 
ge (Big. 36), 
je (Fig. 34 und 


lige Dreiecke 


lich ein Dreied 
(Z a), drei 
nen ftumpfen 
nthält. 
einander gleichen 
nes gleichſchenkli⸗ 
3. 35) heißen die Schenkel, die dritte Seite 
3* 





36 Dritter Abſchnitt. 


(a) wird die Grundlinie und der ihr gegenüberliegende Ed- 
punkt die Spite oder der Scheitel des Dreiedd genannt. 

3) Die dem rechten Winkel eines vechtwinfligen Dreiecks 
gegenüberliegende Seite nennt man Hypotenuſe und bie beiden 
anderen Seiten Katheten. 

4) Dezeichnet man irgend eine der drei Seiten eines Dreieds 
als Grundlinie, jo veriteht man unter der zugehörigen Höhe 
die von der gegenüberliegenden Spite auf diefe Seite oder deren 
Verlängerung gefällte Senkrechte. 


Anmerkung. Zur Bezeichnung des Wortes „Dreieck“ werden wir 
ung häufig de3 Zeichens: A bedienen, 


Aufgabe. | 
Zeichnet verfchiedene Dreiede, nehmet jede Seite derfelben al8 Grund» 
\ linie an umd beftimmt die zugehörige Höhe. 


8. 41. Benennung der Vierede. 
1) Ein Biered, in welchem je zwei gegenüberliegende Seiten 
dig. 38. parallel laufen, beißt Baral- 
lelogramm (abde Fig. 38), 
wenn nur zwei Seiten parallel 
find, Baralleltrapez (Fig. 
39) und wenn fein Paar von 
4 Y Parallelen darin vorkommt, 
Fig. 39. Trapez (Big. 40). 


5 ⸗ Ein Paralleltrapez, bei welchem die 
zwei nicht parallelen Seiten (ad und 
be Fig. 39) einander gleich find, wird 

⸗ Antiparallelogramm genannt. 
5 2) Stehen zwei angrenzende Sei⸗ 


ten eines Parallelogramms ſenkrecht 
auf einander, jo heißt daſſelbe recht— 


winflig, im anderen Falle ſchief⸗ 
| winflig; find Die zwei  anlie- 
genden Seiten eines rechtwinkligen 
Parallelogramms einander gleich, 
\/ jo wird e8 Quadrat (Fig 41), 


eo 





wenn fie ungleihb find, Rechteck 
(Fig. 42) genannt. Ein fchiefwinfliges 
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bei Big. Fig. 42. 
egenbe [ 
gleich 
nbus 
3 Big. 43. 
dide 
(Sig. 


Nanche 
capez / 


ezoid, 





8. 42. Der Kreis, 

ın ſich eine Strecke cb (Fig. 44) um den einen, 
menen Enbpunft c in einer und berjelben Ebene 
Sinne gedreht, Fig. 44. 
die anfängliche 
t der Weg ber 
veißfläche ober 
8 und der Weg 
punftes b ber- 
eislinie, bie 
wf den Kreis, 

oder Peri- 
Ein Theil der 

kob, heißt 
der als feit an⸗ 
t.c, um welchen die Drehung ſtattfand, Centrum 
inkt, und eine buch ihn und bie Peripherie be- 
ie ac, Halbmejjer over Radius. Eine Strede, 
d einem innerhalb oder außerhalb des Kreiſes 
p ober p' aus nach der Peripherie geht, wie pk 
Vektor, und wenn fie irgend zwei Punkte ver 
tet, wie gh, Sehne (Chorde) genannt. Geht 
den Mittelpunft, ift fie alfo gleich dem boppelten 
heißt fie Durchmefjer oder Diameter (ab). 
Mittelpunkt gehende Gerade wird Centrale, 


Dritter Abſchnitt. 


ngerte Sehne, Selante (gl) und eine & 
Peripherie nır einen Punkt gemeinjchaftl 
» berührt, Tangente over Berüßren 
ın Kreifes genannt. 
18 ber Art der Entftehung folgt, daß alle 
jer deffelben Kreiſes unter einander gleich ſ 
kt, deſſen Abftand vom Mittelpuntte EI 
ils der Radius ift, bezüglich innerhalb ı 
Peripherie liegt. 
de Sehne theilt den Kreis in zwei Theile 
:t over Segment (z. B. gmh) heißt; 
durch zwei Radien in zwei Theile, jo nen 
Heil Ausjchnitt oder Sektor (z. B.« 
1 Radien ſenkrecht auf einander, fo heißt 
Viertelskreis oder Quadrant. 
der von zwei Radien gebildete Winkel hei 
ober Centriwinfel (J ack), der von zwei ji in 
berie treffenden Sehnen eingefchlofiene Winkel Umfangs- 
tipheriewinfel (£ abh) und der von einer Sehne 
im Endpunkte derjelben gezogenen Tangente gebilvete 
Berührungswinkel (A hbd). Sowohl von einem 
ilel als einem Peripheriewintel fagt man, er ftehe auf 
ıgen, welcher zwiſchen den betreffenden Schenfeln Liegt. 
ı ziwei Sehnen einander innerhalb eines Kreijes, fo wird 
vier dadurch entftandenen Winkel Sehnenwinkel 
der durch zwei einander außerhalb eines Kreijes treffenbe 
gebilvete Winkel Heißt Sekanten winkel. 
vei Kreife, welhe von einem Punkte, als gemeinjchaft 
ittelpuuft aus, bejchrieben find, heißen concentrijche, 
e Mittelpunfte nicht zuſammen, fo werben fie excen- 
enannt. Die zwifchen zwei concentrijchen Kreifen liegende 
nnt man concentrijhen Ring und ein durch Ver— 
‚ Zweier Radien des Heinen Kreiſes begrenztes Stüd 
eoncentrifhes Ningftüd. 
n Vieleck, bei welchem ſämmtliche Edpuntte in bie 
» eines Kreijes fallen, Heißt ein Kreisvieled. Ye nach 
Hl der Eden des Vielecks unterſcheidet man Kreisvierecke, 
de, u. ſ. w. 
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8. Aufgaben zur Uebung. 


talen laſſen ſich ziehen: 

nem Edpuntte aus, 8) überhaupt, 

, b) im 5ed, c) im 6ed, d) im ned; 
(he Figuren ſich ein Dreieck zerlegen läßt: 
ine, 

wei Transverfalen. 

ſchiedenen Fälle find zu ennfeuie. 

ichen Bälle der Zerlegung eines Parallelogranıms: 
‚ A) in vier Figuren, 

ine Transverfale, 

wei Trandverfalen. 


Vierter Abfchnitt. 


‚en Winkeln in den gerablinigen Figuren. 


8. 44. Lehrſatz. 


fg. 45. Der Außenwintel ei 
Dreieds ift gleich 
Summe ber beiden 
neren gegenüberliegen 
Winkel. 
Behauptung (Fig. 





Denkt man 


Parallele cf zu ba gezogen, fo iſt: 
A acf — I a ($. 26. 2. 4) 





Zu ſätze. 
Außenwinkel eines Dreiecks iſt imı 
einer der beiden inneren gegenüberlieg 
l. 

Summe zweier Winkel eines Dreiecks iſt gleich 
des dritten Winkels. . 


mon 


Bon den Winfeln im dem gera’ 


88. Lehrfi 

Die drei Winfeleines Drei» 
eds betragen zujammen 2 R. 

Behauptung. (Fig. 46). 
$23+%3b+3e= 2% 

Beweis. Verlängert man eine 
Seite des Dreieds, z. B. be, jo ift 
nah &.4.Ja+Jb=%4 
alfo wenn man auf beiden Seiten ven 


IJ2+%b+. 
ober da nach 8. 16 Jd4-+: 
auch JZ2+3b+. 

Zuſätze. 


1) Zwei Winkel eines Dreiecks fin‘ 
als 2R. 

2) Durch zwei Winkel eines Dre 
dritte beſtimmt. Sind alfo zwei Wink 
einander gleich, jo find auch die brit 
einander gleich. 

3) Ein Dreied kann nie mehr als 
jtumpfen Winkel enthalten, die beiden 
Winlel. 

4) Die Summe der zwei jpigen $ 
Dreieds ift immer — R, und wenn ; 
zufammen einen vechten Winkel ausmac 
ebenfalls ein vechter. 

5) Ift in einem Dreied ein Win 
beiben anderen Wintel, jo ift jener Wir 
aljo rechtwinklig. 

6) Da ſich jedes gemeine Viereck 
zwei Dreiede zerlegen läßt, fo ift bie 
jolchen nach obigem Lehrſatze — 2 . 2 

8. 46. Lehrſo 

Die Summe aller Wintel e 


gons beträgt Doppelt jo vielR ı 
hat, weniger 4 R. 





— — 
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Behauptung. Die Summe ber Winfel eines neds = 
2nR — AN. . 

Beweis 1. Theilt man das Polygon durch Diagonaler 
welche einander nur in den Eckpunkten des Polygons unmittelba 
ſchneiden, in Dreiede, jo bildet jede folgende mit der zunäch 
vorhergehenden Diggonale und einer Polygonjeite ein Dreied un 
es wird alfo vom zweiten bis zum vorlegten Dreiede durch je ein 
Diagonale und eine Seite ein Dreieck gebildet. Im erften um 
legten Dreieck aber bilden zwei Seiten und eine Diagonale ei: 
Dreied und im Ganzen wird alſo das ned in (n — 2) Dreied 
zerlegt; nach 8. 45. ift aber die Summe aller Winkel berjelbeı 
=(n — 2) . 2ä — 20% — 4R und fomit auch die Winfel 
jumme des ned — 20 — AR. 

Deweis 2. Nimmt man im Innern des neds einen Punt 
jo an, daß von ihm aus nach den Eden Streden gezogen werbei 
tönnen, welche ganz innerhalb des Polygons fallen, jo wird daſ 
jelbe in n Dreiede zerlegt, deren Winkelſumme nah $. 45. = 
Z0R ift. Zieht man hiervon die Summe der Winkel um jeneı 
Punkt herum ab (vergl. 8. 16. Zuf. 5.), fo bleibt für die Summ 
der Winkel des neds noch 2nR — IR. 

Sollte fich, converer Winkel wegen, im Innern des Polygon: 
kein Punkt angeben laſſen, von dem aus man nach den Esfpunfter 
Streden ziehen fan, welche ganz in die Figur fallen, fo zerleg 
man das Polygon dur Diagonalen in andere Polygone, welcher 
dieſe Eigenjhaft zukommt und beftimme num die Winkelſumm 
eines jeden dieſer MHeineren Polygone. Dur Addition‘ bieje 
Summen ergibt fi alsdann wieder die Richtigkeit des vorſtehenden 
Lehrſatzes. 


Zuſatz. 

Da bei einem regelmäßigen Vielecke alle Winkel einande 
gleich find, jo findet man die Größe eines ſolchen Winkels, wenn 
man bie nach vorftehendem Paragraphen gefundene Winkelſumm 
durch die Seitenzahl dividirt. 

Beiſpiel. Wie groß iſt jeder Winkel im regelmäßigen 24eck von de: 
in obigem Lehrſatze bezeichneten Eigenſchaft? 
Aufl. Summe aller Winkl = 2. HR — AR — MR, allı 


die Größe eines einzelnen = Er = 14 R — 165% 





en Winkeln im den geraplinigen Figuren. 48 


8. 47. Lehrſatz. 

Die Summe aller Außenwintel eines gemeinen 
hohlwinkligen Polygons beträgt AN. 

Beweis J. An jever Ede bildet der Außenwinfel mit dem 
anliegenden Polhgonwinkel zujammen 2R., im ned ift daher 
die Summe aller Außen- und Polygonwintel . — 2n, 
bie ber letzteren allein ijt aber nach 8. 46. 
alſo bleibt noch für die Summe der Außenwinkel 

Fig. 47. 





Beweis. 2. (Fig. 47). 
Bieht man von irgend einem 
Punkte aus im Sinne. der 
Verlängerungen parallele 
Strahlen” zu allen Seiten, 
jo ift nad} 8. 28. 
J.-{a, 
Ib=%3b, 
IJe=-%0 
u. ſ. w. 
alſo auch 
Aa4 Ab Ae . Au A JcC +... 
oder nach 8. 16. Zuſ. 5. 
A 31-M 
Anmerkung. Es bedarf wohl taum der Erwähnung, daß vorſtehende 
Sätze nicht auf beliebige Bielecke ausgedehnt werden dürfen, 








8. 48. Aufgaben zur Uebung. 
A. Lehrfäge. 


1) Fält man von einem innerhalb der Schenkel eines Winkels an- 
genommenen Punkte aus Perpendikel auf diefelben, fo ergänzt der 
durch fie gebildete Winkel den gegebenen zu 2R. 

2) Fällt man von einem außerhalb der Schenkel eines Winkels und 
deſſen Scheitelwinfel® angenommenen Punkte aus Berpenbitel auf 
die Schenkel oder deren Berlängerungen, fo ift der von ihnen 
eingeſchloſſene Winkel glei) dem gegebenen. 

3) Stehen die Seiten eines Dreieds oder deren Verlängerungen auf 
den Seiten oder deren Verlängerungen eines anderen paarweiſe 
ſenkrecht, fo find die Winfel beider Dreiede beziehungsweife ein 
ander gleich. 


44 Vierter Abfchnitt. 


B. Berechnungen. 


1). Wie groß ift der Außenwinkel eines Dreiecks, wenn die beiden 
inneren gegenüberliegenvden betragen: 

a) 54% 48° und 76° 36°; b) 250 58° 54“ und 47° 57° 46"; 
c) 36% 38° 39 und 78° 54 42°; d) 76% 48° und 90° 57°? 

2) Wie groß ift der dritte Winkel eineg Dreieds, wenn die beiden 
anderen meſſen: 

a) 54% 46° und 42%, b) 67° 24° und 45° 88°; c) 47° 36° 
15° und 110° 48° 550; d) 12° 56° und 114° 48°? 

3) Die Winkel eines Dreiecks verhalten ſich zu einander a) wie 1:2:3; 
b) wie 2:83:55; c) wie 12 : 13 : 15; wie groß ift in ven 
drei Fällen jeder derfelben ? 

3a) Von den drei Winkeln a, b, c eines Dreieds ift A b um 
12° 20° größer ald I a und I c um 5° 43° Meiner als 
A bz wie groß iſt jeder? 

3b) Die Summe zweier Winkel eines Dreiecks beträgt 1749 48° 24, 
die Differenz derfelben Winkel 48% 24° 50"; wie groß find bie 
drei Winkel des Dreiecks? 

3c) Drei Winkel eines Vierecks betragen 125% 48° 32, 1270 58° 
45° und 85° 37° 27; wie groß ift der vierte Winkel? 

4) Die Winkel eines Vierecks "verhalten fi) zu einander wie 2:3:4:7; 
wie groß find dieſelben? 

5) Wie groß ift jeder Winkel a) im vegelmäßigen Scheck; b) im 
regelmäßigen Achteck? 

6) In welchem regelmäßigen Polngone bat jeder Winkel a) 150°; 
b) 168° .45'? 





„ pur: 


Fünfter Abſchuitt. 


Bon der Congruenz der Figuren. 


8. 49. Erflärung: 


1) Stimmen zwei Raumgrößen in Bezug auf die fie bildenden 
Elemente vollfommen mit einander überein, unterfcheiden fich Die- 
jelben aljo nur Hinfichtlich des Ortes, an welchem fie fich be- 
finden, jo jagt man die beiden Raumgrößen fein congruent. 

2) Eongruente Raumgrößen lafjen fich daher immer jo auf 
einander gelegt denken, daß fie vollfommen zufammenfallen d. h. 
einander deden. Umgekehrt werden Raumgrößen congruent 
jein, wenn man nachweijen Tann, daß fie bei richtigem Aufeinander- 
legen einander decken müffen. 

3) Sind zwei Raumgrößen congruent, jo find in beiden 
alle gleichliegenvden oder bomologen d. h. die bei einer 
Dedung zujammenfallenden Elemente einander gleich. Hat man 
irgend zwei gleichnamige Elemente in zwei congruenten Raumgrößen 
als gleichliegend erfannt, fo laſſen fich hieraus Leicht alle übrigen 
gleichliegenden Elemente beſtimmen. 

4) Rafjen ſich zwei Naumgrößen auf beliebige Weife fo in 
Theile zerlegen, daß die Theile der einen einzeln congruent find 
den Theilen der anderen, fo beißen jene Raumgrößen inhalts- 
gleich oder kurzhin gleich. 

5) Während alfo gleiche Raumgrößen . gleiche Theile des 
Naumes erfüllen oder gleiche Ausdehnung haben, findet bei 
eongruenten NRaumgrößen außer der Gleichheit der Ausbehnung 
auch noch Mebereinftimmung der Form ftatt. 








Fünfter Abſchuitt. 


tt des Wortes congruent bedienen wir uns des 
So heißt z. B. A ABC 2A abe, es ſei das 
3C congruent dem Dreieck abe. 


rtung. Hinſichtlich der Lage fan man bei zwei congruenten 
Ben zwei Fälle unterfcheiden. Entweder folgen nämlich die in 
zehn einander gleichen Elemente in gleihem, oder in ent— 
:fegtem Sinne aufeinander. 

ten Falle nennt man die gegenfeitige Lage beider Figuren eine 
ftimmende, im zweiten eine ſymmetriſche. 

ongrwente ebene Raumgröfen von übereinftinmender Lage 
irch bloßes Verſchieben der einen in der ihnen gemeinfchaftlichen 
r Decung gebracht werbei, zwei ſymmet riſche dagegen auf 
e nur erſt danu, nachdem man die eine derfelben um eine Seite 
gedreht hat, bis fie wieder in die urſprüngliche gemeinſchaftliche 
ommen ift. Dan fagt in diefem Falle and die zwei Figuren 
imetriſch gleich ftatt congruent, 

erden jedoch auf diefe Unterfheidung feine Rücſicht nehmen, 
le ebenen Raumgrößen von der in 2, bezeichneten Eigenfchaft 
went anſehen, gleichgiltig ob die einander gleichen Elemente in 
rer in entgegengefegtem Sinne aufeinanderfolgen. 





uenz der Dreiecke und die ſich hieraus ergebenden 
Eigenſchaften derſelben. 


8. 50. Lehrſatz. 
Dreiecke find congruent, wenn zwei Seiten 
von ihnen eingejchlojjene Winkel des einen, 
‚weien Seiten und dem bon dieſen einge- 


n Winkel des anderen gleich fink. 
Fig. 48. 


isſetzung. (Fig. 48.) Es fi AB=ab, AU=ac 
— a, 
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Behauptung ſo iſt AABC A abe. 

Beweis. Denkt man fi das A \ abe io auf va8 A ABU 
gelegt, daß a auf A und c auf C zu liegen kommt, aljo ac die 
Seite AC dedt, fo muß auch, wil LJA= I a, ab die 
Seite AB (f. 8. 12. 5) und fomit auch be die Seite BC (8. 6. 
1.) deden. Beide Dreiede deden aljo einander und find cen- 
gruent. | 


Zufäße. 

1) Ein Dreied ijt vollflommen beftimmt, wenn 
man zwei Seiten und den von ihnen eingefhloffenen 
Winkel dejjelben fennt. 

.2) Rechtwinklige Dreiecke ſind congruent, went. 
die Katheten des einen einzeln den Katheten des an⸗ 
deren gleich ſind. 


8. 51. Lehrſatz. 


Zwei Dreiecke ſind congruent, wenn eine Seite 
und die beiden anliegenden Winkel des einen einzeln 
gleich ſind einer Seite und den beiden anliegenden 
Winkeln des anderen Dreiecks. 

Vorausſetzung. (Fig. 48.) Es ſei AU = ac, ZA 
=IJ/J,.J430=-% 0 

Behauptung ſo iſt O ABO Q A abe. 

Beweis Denkt man ſich das A abe ſo auf das A ABC 
gelegt, daß Punft a auf A und c auf O Fällt, fo müſſen auch) 
ab und AB, ebenjo cb und CB (8. 12, 5.), alfo auch die beiven 
Punkte b und B zufammenfallen. Beide Dreiecke deden einander 
und find demnach congruent. 


Zuſätze. 
1) Ein Dreieck iſt vollkommen beſtimmt, wenn 


man eine Seite und die zwei anliegenden Winkel 


deſſelben fennt. 

2) Zwei Dreiede find congruent, wenn eine Seite 
und zwei Winkel des einen einzeln gleich find einer 
Seite und zweien gleichliegenden Winleln des an- 
deren Dreieds ($. 45). 


m 


48 Fünfter Abſchuitt. 


8) Zwei rechtwinklige Dreiede jind congruent: 
a) wenn die Hhpotenuje und ein anliegender 
Winkel; ” 
b) wenn eine Kathete und ein gleichliegender 
ſpitzer Winkel 
einzeln genommen einander gleich find. 
8. 52. Lehrſatz. 
In jedem gleichſchenkligen Dreiede find die zwei 
an ber Grundlinie liegenden Winkel einander gleich. 
Borausſ. (Big. 49.) Es fei ab — be, 
Fig. a0. Behptg. ſo iſt Ja- Le 
Beweis. Denkt man ſich durch 
den Winkel b an ber Spike eine Gerade 
bd fo gezogen, daß I abd = A ebd 
wird, jo hat man: 


ab = be, 
A abd = 2 cbd, 
bd = bd, 


aljo nad) $. 50 A abd mA ch, 
folglich auch ZJı=Je 
Anmerkung. Diefer Say läßt ſich auch fo ausdrüden: 
Sind in einem Dreiede zwei Seiten einander gleid, fo 
find aud die diefen Seiten gegemüberliegenden Wintel 
einander gleid. 


Zuſätze. 

1) Aus der Congruenz der beiden Dreiecke abd und cbd 
folgt ferner: J 
ad — de und A bda = A bde = R (vergl. 8. 16. Zuſ. 3.). 
dv. 5: Wenn man in einem gleichfhenkligen Dreiede 
den Winkel an der Spike halbirt, jo geht die Hal- 
birungslinie durch den Mittelpunkt der Grunblinie, 
und fteht ſenkrecht auf ihr. 

2) Sind die drei Seiten gleich, alfo ab = be = ac, jo ift 
a ga=Jc=Jbdh.: 

In jedem gleicpfeitigen Dreiede jind die brei 
Wintel einander glei, 
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3) Jeder Winkel eines gleijeitigen Dreiecks ift 
—— 


4) Zwei gleichſchenkllige Dreiecke find congruent, wenn zwei 
entſprechende Seiten und zwei gleichliegende Winkel einzeln ge⸗ 
nommen einander gleich ſind. 

5) Die zwei an ber Grundlinie eines gleichſchenkligen Dreieds 
liegenden Winkel find immer jpite. (Vergl.$. 52. und 8. 45. Zuf. 1.) 


8. 53. Lehrſatz. , 


Zwei Dreiede find congruent, wenn die drei Sei— 
ten des einen einzeln genommen den drei Seiten des 
anderen gleich find, 

Borausjegung. (Fig. 50.) Es ji AB= ab, BC=be 
und AC = ac, 

Behauptung. fo it AABC 2A abe. 


Sig. 50, 


Beweis. Denkt man fi das A abe fo an das A ABC 
gelegt, daß Punkt a auf A, c auf C und b nad) irgend einem 
Buntte b’ in ber Ebene des A ABC, aljo ab nad Ab‘ und 
eb nach Cb‘ fällt, und endlich Bb‘ gezogen, fo ift: 

1) AB — Ab’ (benn beide find — ab), alſo nad) $. 52. 

X ABb' = ZAbB...... (a 
4 


Syip, Lehrbuch der ehenen Geometrie. 6 Aufl, 


50 
Ebenfo ift 


Fünfter Abſchnitt. 


2) BC = Cb' (benn beide — be), 


daher auch 


% CBb' = & ChB...... (8 


Durch Addition von (@ und (2 erhält man 
& ABb' A CBb’ — * AbB + % CB, 


oder 


3) X ABC = 5 AbiC, 
Aus 1), 2) und 3) folgt nach $. 50. 


ober da 
auch 


AABCS2A AbiC, 
AAbC 2 A abe, 
A ABO M A abe. 


Zuſätze. 


1) Ein Dreieck iſt durch die drei Seiten volffommen 


beſtimmt. 


2) Gleichſchenklige Dreiecke ind eongruent, ‚wenn in beiben 
ein Schenkel und die Grundlinie einzeln. genommen gleich find. 

3) Gleichſeitige Dreiecke find congruent, wenn eine Seite des 
einen einer Seite des anderem gleich ift. 


8.54. Lehrſatz. 


Wenn in einem Dreiede zwei Winkel einander 
gleich find, fo jind auch die ihnen gegenüberliegenden 
Seiten einander gleich. 


Fig. 51. 


Vorausſ. (Big 51) & fü Ja 
=JIJı 
Behauptg. fo ift be — ba. 
Beweis. Denkt man fi ben dritten 
— b dur) eine Gerade bd halbirt, jo ift: 
bd — ba, 
A cbd = I abd 
und nach 8. 45. Zuf. 2. A bde — A bda, 


“folglich na 8. 51. : A cbd @ A abd, 


alſo au be — ba. 


Bujäge 


1) Sind in einem Dreiede zwei Winkel einander 
gleich, fo ift daſſelbe gleihfhentlig. 
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einem Dreiede bie drei Winkel einan- 
fo ift daſſelbe gleichfeitig. 


8. 55. Lehrſatz. 


" Berbindet man im einem gleihfchenkligen Dreiede 
den Mittelpuntt der Grundlinie mit der Spige, jo 
balbirt die Verbindungslinie den Winkel an der 
Spige und fteht ſenkrecht auf der Grundlinie. 

Borausf. (Fig. 52.) Es fei ab Fig. 52. 

— be und ad — de, 

Behauptg. fo ift 
bd | ac und abd = ebd. 

Beweis. Da ab — be 

ö ö ad = de 
wong. Ja=JIı 
jo ift nad 8. 50. A abd A chd, 
alſo auch A abd — A chbd 
und 3 bda = A bde — R. ($. 16. Zuſ. 3.) 

d. h. 08 fteßt bd _|_ ac. 
Anmerfung. Die Congruenz. der beiden Dreiede.abd und cbd läßt 
ſich auch nach dem Sate $. 53. beweiſen. Führet diefen Beweis aus! 


8. 56. Lehrſatz. 


Der von der Spitze eines gleichſchenkligen Drei- 
eds aus auf die Grundlinie gefällte Perpendikel (die 
Höhe) Halbirt die Grundlinie und den Wintel an der 
Spike 

Borausjegung. (Big. 52). Es ji ab — be um 
ba |. ac, 

Behauptung. fo ift ad — de und I abd = A ebd. 


Beweis, Da. . ab = be 
und Ji=%JL 
fo iſt nach 8. 51 uf. 3. a) Aabd no A ebd; 
folglich" ad = de 
umd. A abd — A ebd. 


4* 


Fünfter Abfchnitt. 
8. 57. Lehrſatz. 


htet man in irgend einem Bunfte einer 
uf dieſe die Senkrechte und zieht von ei 
in Punkte der letzteren aus nad gleich 
en Seiten vom Fußpunkte auf der Ger: 
n Punkten Streden, jo find dieje eina 


Big. 53. Vorausſ. (Fig. 53.) 
ji fd | mn und da — ( 
Behauptg. fo it ca= 

Beweis, \ 
Weil da—db, 
cd=.cd, 
A eda=J 
fo ift na 8.50 A acd A 

folglich ca=ch 

Huſätze. 

richtet man in der Mitte einer Strecke 
Senkrechte, jo ſind je zwei Verbindu 
nes Punktes der letzteren mit den Endpun 
:de einander gleich. " 
amt man umgefehrt an, es fei ca — ch, fo 
= db; denn es ift A eoda — A edb — 


!. A cad — I ebd, 

345. auch A acd = A bed 

nach $. 50, oder $.51.A cad 2 A chd, 
. da — db, 


8 58. Lehrſatz. 
zwei Seiten eines Dreieds ungleich, jo I 
Fia. 54, der größeren von be 
auch eingrößerer Wi 
gegenüber. 
Vorausſ. (Fig. 54. 
fei be > ab,. 


Behauptg. fo ift 
A bac > % bea 
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Beweis. Macht man bd — ba und zießt ad, fo iſt 


nad 8. 52. A bad = X bda 
und nad) $. 44. Zuf. 1. A bda > Y bea, 
folglich auch A bad > I bca 
und um fo mehr A bac >  bea. 
Zuſatz. 
größten _.,, . J größte A 
Der Heinften Seite eines Dreiecks liegt der Heinfte Wintel 
gegenüber. j 


8.59. Lehrſatz. 


Sind zweiWinfel eines Dreieds ungleich, fo Liegt 
dem größeren von beiden auch die größere Seite 
gegenüber. 

Voraus. (Big. 55.) 

Es fei A bac> L bea, 

Behauptung. fo ift 
be > ba. b 

Beweis. Denkt mar 
fih I bad — % bea 
gemacht und A dac durch 
af halbirt, fo ift 

A baf— bad + I daf 
= I bea + 2 fac 
und nad) $. 44. A bfa = I bea + % fac 


folglich - A baf = I bfa, 
fomit nad) $. 54. bf —= ba, 
alfo be > ba. 


Anmerkung. Der. Beweis diefes Satzes läßt fi) auch indirect 
auf folgende Art führen: 

Wäre be — ba, fo müßte nad) $. 52. A bac —  bea, und 
wäre be < ba, dann müßte nad) $. 58. A bac <  bea fein, was 
aber in beiden Fällen mit der Vorausſetzung im Widerfpruche flünde. 

- Da alfo be weder = noch <-ba fein kann, ſo muf notwendig be > " 
ba fein, 


Fünfter Abſchnitt. 


Zu ſatz. 
rechtwinkligen Dreiecke iſt die Hypotenuſe u 
pfwinkligen die dem ſtumpfen Winkel gege 
zende Seite die größte, 


8. 60. Lehrſatz. 


i Dreiede find congruent, wenn zwei Sei: 
ıen zweien Seiten des anderen und bie | 
n diejer Seiten gegenüberliegenden Wintel 
einander gleich find. . 
Fig. 56. Voraus. (dig. 
Es ſei AB=ab, BC= 
wm A— A a, a 
BC > AB, 
Behptg. ſo iſt AA] 
2 A abe, 
Beweis. Denkt n 
fid A abe fo mf i 
& ABC gelegt, daß ab 
Seite AB dedt, ſo n 
auch ae mit der Seite ı 
zuſammenfallen (weil I 
). Würde nun be etwa nad Be‘ fallen, dann w 


Be’ — be = BC, 
$. 52 & BeC = 3 BOA, 
nach $. 44. Zuf. 1. £ BeC > 3 BAC, 


5 BCA > I BAC, 
$. 58. unmöglich ijt, da bes Vorausſetzung zufo 

\B ift, 

» läßt ſich beweifen, daß be nicht nach Be“ fal 

ie Seiten be und BC müffen demnach aufeinanberfaf 

Dreiecke einander beden, folglich congruent jein. 


Zuſã tze. 
n Dreied ift alſo beſtimmt, wenn man zu 
und ben ber größeren von beiden gegenübe 
n Winkel kennt. 
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r Winkel befannt, welcher der Heineren von 
zmüberliegt, jo ift das Dreied unbeftimmt, 
inen zwei Dreiecke gibt, welche der Bedingung 
venperugsen 
2) Zwei rechtwinklige Dreiede find congruent, 
wenn bie Hypotenufe und eine Kathete des einen einzeln 
der Hypotenuſe und einer Kathete des anderen gleich 
find. 


8. 61. Lehrſatz. 
Die Summe zweier Seiten eines Dreieds ift 
immer größer als die dritte Fig. 51. 
Seite. 
Behptg. (8ig.57.)ab-+-be>ac. 
Beweis. Verlängert man ab, 
macht bd — be und zieht de, jo ift 
A bed — A bie (8. 52.), 
alſo aeb + bed > .7 bde, 
oder aed A bde; 
folglich im A ade nach 8. 59, 
ad > ac 
oder da ad. — ab + be, 
auch ab + be > ac. 
Anmerkung Dan kann den Beweis auch dadurd) führen, daß 
man von b aus den Perpendifel auf ac füllt und num $. 59. in An—⸗ 
wendung bringt. 


Zuſätze. 
1) Eine Seite eines Polygons iſt immer kleiner als 
die Summe ber übrigen Seiten. 
So ilt.z B. (Big. 58) ab Hot ed + df > af, 
denn zieht man die Diagonalen ac und ad, fo ift 


ab + be > ac 
und ac + cd > ad, 
folglich um jo mehr ab + be + cd > ad 
und ba auch ad + df > af, 


fo ift wieder um fo mehr 
ab+be +cd+df> af, 


Fünfter Abſchnitt. 


2) Da man jede krumme Linie 
als eine aus unendlich vielen 
Streden beſtehende gebrochene 
Linie anfehen kann, jo ift auch 
jede krumme Linie zwiſchen zwei 
Punkten größer als die Verbin 
dungsſtrecke diefer Punkte. 

3) Die Strede, welde zivei 
Punkte verbindet, beſtimmt alfo 
deren kürzeſte Entfernung, ober: 
ie Gerade bejtimmt den fürzeften Weg von einem 
‘te zu einem anderen. 


8. 62. Lehrſatz. 
rrichtet man im Mittelpunkte einer Strede ben 
Perpendifel anf diefe, fo ift 
jeder Punkt, welder außer- 
| halb des Perpendikels Tiegt, 
von den Endpunktender Strecke 
ungleich weit entfernt. 
Vorausſ. (Fig. 50.) Es ſei 
fa = fb und df | ab, 
Behptg. jo ift ca nicht = ch, 
eweiß: Nach $. 61. it cd + db > ch 


Sig. 58. 


ach 8. 57, db — da, 
» auch cd + da > ch, 
ca> ch. 

Zuſätze. 


Die durch den Mittelpunkt einer Strecke gehende 
rechte enthält jeden Punkt, der von den End— 
en jener Strecke gleich weit entfernt iſt. 

Eine geometrifche Größe, in welcher jeder Punkt, mit Aus- 
Wer anderen Bunte, die fich noch angeben laſſen, einer ver- 
ı Bedingung entjprict, nennt mar den biefer Bedingung 
chenden geometrifchen Ort over kurzhin den Ort. So 
v3 B. nah obigem Satze die eine Strede halbirende 
chte der geometrifche Ort für bie gleiche Entfernung von den, 
nopunften der Strede, und bie Peripherie eines Kreifes 
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mmte Entfernung eines Punktes von einem 


2, welche man im Halbirungspunfte der 
yichenkligen Dreiecks auf dieſe errichtet, geht 
dreiecks. 

m Halbirungspunkte einer Seite eines Drei⸗ 
Perpenditel eine ber beiden anderen Seiten, 
eſchnittene die größere. 


8.63. Lehrſatz. 
einen innerhalb eines Dreieds an- 
ft mit den zwei Edpunkten einer 
yift die Summe diejer Berbindungs- 
ner als Die Summe derzmwei anderen 


60.) p jei ein dig. 60. 
N abe, 

o iſt 

’ + pe. 

igert man cp 


sfr 8.61. 


Hdp+be>ap + dp + pe 
-db +be > ap + pe 

ad + db — ab, 

ab + be > ap + pc. 


Zufäge 
it ſich folgendermaßen allgemeiner ausprüden: 
v einer Strede af (Fig. 61.) zwei hohl- 
inien abedf und aghf, vor welden bie 
» anderen liegt, jo ift die äußere immer 


man die einzelnen Streden ber inneren ges 
sichem Sinne bis zu ber Äußeren Linienver- 
nach 8. 61. Zuf. 1: 


er 





FR 
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58 Fünfter Abſchnitt. 


Fig. 61. ab + bk > ag + gk, 
gk +ke + cm> gh + hm, 
hm + md + df > hf, 

woraus fih durch Addition ergibt: 
ab+be+ed+df>ag 
+ gh -+ hf. 
2) Ton zwei hohlwinkligen Poly⸗ 
gonen, von welchen das eine ganz 
innerhalb des anderen liegt, Hat das äußere ſtets einen größeren 
Umfang. . 

3) Sieht man eine frumme Linie als eine aus“ unendlich 
Heinen Streden gebilvete gebrochene Linie an, fo folgt aus Vor— 
ftehendem, daß von zwei über eine Strede als gemeinjchaftliche 
Sehne gezeichneten Kreisbogen, welche beide Heiner find als die 
halbe Peripherie des entjprechenden Kreijes, der mit dem Heineren 
Radius gezeichnete Bogen der größere jein muß. 

Fig. 61 a. Denn ijt ab (Sig. 6la.) die gemein« 
ſchaftliche Sehne und find c- und e die 

beiden Mittelpunfte, fo ift nach $. 61. 

ac <ac + cc" 

oder ac < ac + cd — cl, 

al ae — ed <ad— cd, 
d. h. der mit dem größeren Radius bes 
ſchriebene Bogen fällt ganz innerhalb des 
mit dem fleineven gezeichneten Bogens, 
woraus ſich unmittelbar die Nichtigkeit 
der ausgejprochenen Behauptung . ergibt. 


8. 64. Lehrſatz. 

Die Senkrechte ift von 
allen Streden, welde man 
von einem Punkte aus nad 
einer Geraden ziehen kann, 
die fürzefte, 

Vorauss. (Fig. 62.) Steht 
ab I cd, 

Behauptung. fo ift 

ab < af, oder. < ag ıc. 





on 
- 
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Die Richtigleit diejer Behauptung ergibt ſich unmittelbar aus 
dem Zuſatze zu $. 59. | 


| Zufaß, | 
Die Sentrechte beitimmt den Abftand ober die Ent» 
fernung eines Punktes von einer Geraden, 


8. 65. Lehrſatz. 


Zieht man von einem außerhalb einer Geraden 
liegenden Punkte aus Streden nach derfelben, jo wer- 
den dieſe um fo größer, je weiter ihre Durchſchnitts— 
punkte mit der Geraden von der Projection jenes 
Punktes auf ihr entfernt find. 

Borausfegung. (Big. 62.) Iſt ab_| cd und be > bf, 


Behauptung. fo ift ag > af. 
Beweis, Macht man bf = bh und zieht ah, 
jo iſt nah 8. 62. Zuſ. ah af, 
alſo nach 8. 52. A ahg = A afh. 
Aber nah $. 44. Zuſ. 1. iſt afh > A agh, 
folglich auch A ahg > IL agh, 
ſomit endlich nach $. 59. ag > ah 
oder 482 ar. 
Anmerkung. Die Nichtigkeit ergibt ſich au aus $. 62. Zuf. 4. 
Zuſätze. 


1) Obige Sätze, in Verbindung mit 8. 57, führen zu fol⸗ 
gendem Schlufie: 

Bon einem Punkte außerhalb einer Geraden fann 
man nad diefer immer nur je zwei gleiche Streden 


ziehen, weldeauf verfhiedenen Seiten des von jenem 


Punkte aus auf die Gerade gefällten Berpendilels 
liegen müffen. 
2) Rimmt man umgelehrt an, es ſei (Fig. 62.) ag > ah, 
jo ift auch bg — bh; denn nad) $. 58. ift alsdann 
AA ahg > 5% agh, 
aloe R— A ahbg <R— Z agh 
oder " A bah < .,2%. bag, 


60 Fünfter Abſchnitt. 
Denkt man fi nun  bah nach baf getragen, fo ift 
nah 8. 51 A abf 2 .A.abh, 
alfo bf = bh 
und fomit bg > bh. 


Anmerkung. Der Beweis ergibt ſich auch leicht indirect aus obigem 
Sehrfate. ” 


8. 66. Lehrſatz 


Sind in zwei Dreieden zwei Seiten des einen ein— 
jeln gleich zweien Seiten des anderen, bie von ihnen 
eingeſchloſſenen Winfel aber im beiden ungleich, jo 
jind auch bie dritten Seiten ungleid, und zwar liegt 
dem größeren Winkel die größere Seite gegenüber. 

Boransf. (Fig. 63.) In den zwei A A ABC und abe 
fi AB= ab, AC= ac der JA> La 

Behauptung. fo iit BC > be. 

Beweis. Denkt man fih dns Dreied abe fo auf das Drei» 
et ABC gelegt, daß ac die Seite AC dedt, jo kann Punkt b 
dreierlei Lagen annehmen, 

1. Fall. (Sig. 63. 4.) b falle in die Seite BC nad. b‘, fo 
ift offenbar BC > b’C over > be, 


Fig. 63. 


2. Fall. b-falle innerhalb des A ABC (Fig. 63. 4.) nach 
b“, jo ift nach $. 63. Fa 
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B-+ BC> Ab“ + biC, - 
ober da ‘AB = Ab“ — ab, 
auch BC bC ober > be. 
3) Fall. b falle außerhalb des A ABC nach b““ Si. 637.) 
jo iſt nach $. 61: 
AF-+FB>AB 


und > Fb" + FC > b“C 

aljo au AF+ Fb“ > FB-+ FC > AB-+b“C, 

oder da AF + Fb — Ab 

und FB-+ FC= BO, 

auch Ab“ + BC > AB-+ b“C; 

aber B Ab" — AB {weil beide = ab), 
daher auch BC > b"C 

oder weil “ b“C —= be, 

auch U BC > be. 


8.67. Lehrſatz. . 
Sind in zwei Dreieden zwei Seiten deseinen ein— 


zeln gleich zweien Seiten des anderen. die dritten aber 
ungleich, jo Liegt ber größeren. von biefen auch ber . 


größere Winkel gegenüber. 


Fig. 64. 


Vorausſetzung. fig. 64) Im den zwei AA ABC 
und abe fi’ AB-— ab, AC = ac, aber .BC > be, 
Behauptung pi A A A a. 
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Beweis. Lege A abe jo an A ABC, daß a auf A, 
e auf C und b nad irgend einem Punkte b’ der Ebene des 
A ABC zu liegen lommt, ziehe Bb', fo ift nach der Voraus: 


jegung 
BC>bC 
alfo nah 8.58. A BbC > 3 b’BC. 
Macht man nun A Bbd—= I bBd 
und zieht die Strede Ad, fo fat man: 
AB — Ab‘ 
Ad = Ad 
Bd — b’d 
jomit nah $. 53: A ABd on A Abid; 
demnach ift auch 
A BAd = A bAd 
alſo Bad - dao A bAd — 3 dAC 
oder ABAO 3 bAC 
‚oder auch ZA>%a 
Anmerkung. Die Nichtigleit des vorftehenden Satzes ergibt fih 
auch indirect aus dem vorhergehenden auf folgende Weiſe: 
Wäre I A— 48, fo wären die AA ABC und abe congruent, 
was im Widerfpruche mit der Borausfegung ftünde, und wäre I A 
<a, fo. müßte nad) $. 66. auf) BO < be fein, was ebenfalls 
ver Vorausſetzung widerſprechen würde. 
Da alfo A A weder dem I a gleich noch Meiner als diefer fein 
tann, fo muß offenbar I A > Aa fein. 


8. 68. Anwendung der vorhergehenden Säge zur Löſung 
einiger Gonftructionsaufgaben. 


Fig. 65. 
1. Aufgabe. 

Die drei Geiten eines Dreieds 
find gegeben, daffelbe zu zeichnen. 

Auflöf. Es fein a, b und c 
(Fig. 65) die drei Seiten. Beſchreibe 
von dem einen Endpunkte der Seite a 
aus mit b den Bogen 1 und von dem 
anderen Endpunkte aus mit d dem 
Bogen 2, jo beitimmt der Durch⸗ 
ſchnittspunlt beider. Bogen den dritten 
Eckpunkt. 


m 


Von der Congruenz der 


Die Richtigkeit ergibt fih aus g. E 
Ne amertung. Damit ein Dreieck geb 
—— iten zuſammen immer 
den 


2. Aufgabi 

Bon einem gleichichenkligen Dreie 
Tinie ‚und einen der Schenkel, man foll 

Auflöſ. Iſt a (Fig. 65.) die Gi 
tel, fo verfahre man wie in vorhergeh 
ftatt e nochmals b in: Zirkel, um be 

Anmerkung. Bu Möglichkeit der 2 
als die ie Hälfte von ai. 
3. Aufgabı 

Die Seite eines gleichjeitigen Di 
du conſtruiten. 

Auflöf. Iſt a die gegebene St 
ver Auflöfung der 1. Aufgabe, indem 
als auch Bogen zwei mit der Zirkelöfl 

4 Aufgab 

Von einem außerhalb einer Gera 
den Perpendikel auf diefelbe zu fällen. 

Auflöſ. Iſt p (Big. 66.) der 
Punkt und ab die Gerade, fo be- 
fereibe man von p aus einen Bo⸗ 
gen 1, der ab im zwei Punkten c 
und d ſchneidet und von diejen Punk— 
ten aus mit beliebiger, aber gleicher 
Birfeföffnung. die Bogen 2 und 3, jo 
ift die Verbindungsſtrede des Punktes 
p mit dem Durchſchnittspunlte m die⸗ 
jer Bogen vie verlangte Senkrechte. 

Beweis. : Zieht. ; man _ die 
Streden- pe, pd, me und md, 
fo it: 

pe = pdı 

5 “mc = md 

und .. . pa= pm 
folglich na 6,53. :A pem 2 pdn 
demnach A pm = dpn 


m Nt e 
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Da alſo pm den A epd im gleichichenkfigen A epd f 
jo fteht nach $. 52. Auf. 1. 
pm | ab, 
Anmerkung. Anftatt die Bogen 2 und 3 unterhalb ab 
reiben, hätte man auch zwei folder oberhalb. zeichnen „könne 
3. 2.4 und 5. 
Führet diefe Conftruction wie and, den zugehörigen Verweis auf 


5. Aufgabe. 

Man joll eine gegebene Strede durch eine Senkrechte ha 
Auflöfung Es ſei (ig. 67.) ab die gegebene € 
Beſchreibe von a und b aus mit beliebiger, aber gleicher , 
Fig. 67. B Öffnung die Bogen 1 u 
ebenjo die Bogen 3 und 
verbinde bie Durchſchnitteẽ 
der beiden Bogenpaare bın 
jo iſt dieſes die zu fi 

Senkrechte. 

Beweis, Verbinde die 
ec und d mit a und b und 
den Beweis genau wie be 
hergehender Aufgabe. 

Anmerkung. Auch hier 

züglich der Bogen 3 u. 4. 

vorigen Aufgabe gemachte Ben 


6. Aufgabe 
In einem gegebenen Punkte: einer Geraden den Perp 
auf dieſe zu evrichten. 
Kia. 68. Auflöſ. ab (Big. 68.) 
Gerade, p der Punkt. Man 
"bon p ang rechts und Finke ı 
die gleichen Stüde pe und | 
beihreibe von e und d au 
beliebiger, aber gleicher Zirkel 
die Bogen 1 und 2, fo ift bi 
bindungsſtrede mp des Durchſe 
punktes m mit p bie zu ſi 
Senkrechte. 
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»pt man md und me, fo iſt: 
md = me, . 
pd= pe 
mp = mp, 
N mpd 2 mpe, 
md — I mpe — R. . 16. auf. 3.) 


7. Aufgabe. 


n Winkel a (Big. 69) in einem gegebenen 
erabe Linie cd anzutragen. 
Man bejchreibe Fig. 69. 
aber gleicher 
a und p aus 
2, made hk 
— 157 00 sn p aus durch k 
einen Strahl, fo ift 


ZJkpfhh=-%. 
Beweis. Zieht man gf und 
kh, fo ift 
af = ph 
ag = pk 
und fg = hk, 
folglich nah 8.53 A afg 2 A phk, 
alſo AkKph — A a 
8 Auf gabe. 
Einen gegebenen Winkel zu Fig. 70. 
halbiren. 


Auflöſung. It I abe 
(Sig. 70) der gegebene, jo be 
ſchreibe man vom Scheitel b aus 
mit beliebiger Zirfelöffnung ven 
Bogen ac, dann von a und c 
aus mit gleichen Halbmeſſern 
die Bogen 2 und 3, jo ift ba bie zu juchende Halbirungslinie. 


Spig, Lehrbuch der ebenen Geometrie. 6. Aufl. 5 
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Beweis; Verbindet man d mit a und c, fo ift ' 


ab = ch,. 

ad cd 
und bd = bd, 
alfo A aba 2 A chd, 
ee ge zn = 


Anmerkung. Durch fortgeſebtes Halbiren Läßt ſich ein Winkel in 
4, 8, 16 ꝛc. gleiche Theile theilen. 


9. Aufgabe 
Im Endpunkte einer Strede auf dieſe den Perpendilel zu 
conftruiren, ohne die Strede zu verlängern. 

Big. TI. Auflöfung. (Big. 71) ab fei bie 
gegebene Strede, b der Endpunkt. Bejchreibe 
über irgend einem Stüd be, von biefem 
Endpunkte an genommen, ein gleichſchenkliges 
A cdb, verlängere cd um df = cd, fo 
ift fb die zu juchende Senkrechte. 

Beweis. Nach 8.52 ift 


A feb = 4 dbe 
ud DZ eb- I dbf, 
alſo au A feb- A efb ⸗ Zdbe-+ A dbf 
eder A feb 4 A efb ⸗A be; 
folglich nach 8. 45 Zuſ. 5 ZSfe=Rdhfb_| ab, 


10, Aufgabe. 

Sig. 72. Einen rechten Winkel in drei gleiche 
| Theile zu teilen. 
Auflöſung. ($ig. 72.) X abe 

jei ein rechter. Beſchreibe mit ber 
liebiger Zirkelöffnung zwifchen den 
Schenteln den Bogen ac, ſchlage be 


nad cd und ab nad af, fo find 


bd und bf die Theillinien. 
wu. lc, fo ift A bed gleichſeitig, alſo 
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ie IR 52. Zu. 3) 


und I abd — R, 

ebenfo folgt für 4% fbe= % 

alfo iſt auch Id J. 
11. Aufgabe 


Durch einen gegebenen, außerhalb einer Geraden Yieg 
Punkt die Parallele zu diefer zu ziehen. 

Auflöſung 1. (Fig. 73.) ab ſei Fig. 73. 
die gegebene Gerade, p der Punft. 
Bälle von p aus (nach d. 4. Aufg.) 
den Perpendilel pc auf ab und errichte 
dann fg | pe in p, fo ift nah __ 
8.29 fg /j ab. a 

Auflöfung 2. .Ziehe pc unter einem beliebigen Win 
ab und made peb = A fpe (7. Aufg.), fo ift fg 
(vergl. 8. 27. Zuf. 3). 

" Auflöfung 3. Am ſchnellſten gelangt man durd ein ı 
niſches Verfahren mittelft zweier Linenle, wovon das ein 
Form eines vechtwinkligen Dreieds Kat, auf folgende 
zum Ziele: 

Man Tege irgend eine Seite des rechtwinkligen Dreiecks 
Linie ab. an und fehiebe daſſelbe alsdann mit einer ber 
anderen Seiten an dem zweiten Lineale jo Yange Bin, bis 1 
ab gelegene Seite durch den Punkt p geht, dann ift die an 
Seite Hingezogene Linie parallel zu ab., Warum? 

Wie Können mittelft diefer Vorrichtung die Aufgaben 4 ı 
gelöft werben? 





8. 69. Aufgaben zur Hebung. 
A. Lehrſätze. 

1) Der Außenwintel eines gleichfchenkligen Dreieds, weldı 
Grundlinie gegenüberliegt, ift doppelt fo groß als ein $ 
an biefer. 

5* 





68 Fünfter Abſchnitt. 


2) Halbirt man den Außenwinkel an der Spike eines gleichſe 
ligen Dreiecks, fo ift die Halbirungslinie parallel zur Grund! 

3) Wenn man durd) die Spitze eines gleichſchenkligen Dreiedt 
Parallele zur Grundlinie zieht, ſo halbirt diefe den Außenn 
daſelbſt. 

4) Exrichtet man von den Endpunkten der Grundlinie eines g 
ſchenkligen Dreieds aus Perpendikel auf die Schenkel, oder I 
DVerlängerungen, fo find: 

a) biefe Perpenbifel einander glei; 
b) ihre Sußpuntte gleihweit von der Spite entfernt. 

4a) DieBerbindungäftreden der Endpunkte der Grundlinie eines g 
ſchenkligen Dreieds mit ven Mittelpunften der gegenüberliege 
Seiten find einander gleich. 

4b) Die von einer Ede eines Dreied® aus auf bie gegenüberlieg 
Seite gefällte Senkrechte ift Heiner als die halbe Summe 
beiden anliegenden Dreiedfeiten. 

40) Die Halbirungslinie eines Winkels im Dreied theilt die g 
überliegente Seite in zwei Abfchnitte, von. welchen jeder H 
ift als die anliegende Dreiedfeite. 

5) Halbirt man einen Winkel und errichtet in irgend einem Pı 
der Halbirungslinie auf diefe eine Senkrechte, fo ſchneidet die 
bei gehöriger Verlängerung auf den Schenteln des Wintels, 
Scheitel an geredinet, gleiche Stüde ab. 

50) Die Halbirungslinie eines Winkels ift der geometrifche Ort ı 
Punktes, welder von den beiden Winkelſchenkeln gleichen Abftant 

6) Zieht man -von irgend einem Punkte im Innern eines Dri 
aus Streden nad) den drei Edpunften deſſelben, fo ift die Su 
diefer Streden Kleiner als der Umfang, aber größer alt 
halbe Umfang des Dreieds. 

7) Die drei Halbirungslinien der Winkel eines Dreieds ſchneiden 
ander in einem Bunlte, der gleid; weit non den brei Seiten entfern 

8) Errichtet man in den Mittelpunften der brei Seiten eines Dre 
Perpendikel auf diefelben, fo ſchneiden dieſe einander in ei 
Bunkte. 

9) Jede Seite eines Dreieds ift größer als der Unterſchied 
beiden anderen Seiten.» 

10) Sind in zwei rechtwinkligen Dreieden die Hypotenufen g) 
zwei der ſpitzen Winkel aber ungleich, fo Liegt dem gröf 
diefer Wintel aud) eine größere Seite gegenüber. 


B. Conſtructionen. 


1) Einen gegebenen Winkel zu verdoppeln. 
2) In einer der Lage nach gegebenen Geraden einen Bunt zu 
ſtimmen, der von zwei- außerhalb. berfelben liegenden Bur 
> gleich weit entfernt ift. 
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3) Eine Gerade und zwei Punkte außerhalb derſelben find gegeben, 
man foll in jener einen ſolchen Punkt finden, daß die Ver— 
bindungsftreden deſſelben mit den zwei gegebenen Punkten gleiche 
Winkel mit der Geraden bilden. 

4) Die Halbirungslinie des Winkels zu finden, ben zwei nahezu 
parallel laufende Gerade mit einander bilven. 

5) Zwiſchen den zwei Seiten eines Dreied® mit ber dritten Seite 
eine parallele Strede fo zu ziehen, daß dieſe gleich wird ber 
Summe ber zwei an der britten Seite liegenden Abſchnitte. 

6) Bon einem gegebenen Punkte in der Seite eines Dreiecks aus 
eine Strede nach einer anderen Seite fo zu ziehen, daß bie 
Summe der zwei an ber britten Seite liegenden Abfchnitte gleich 
jener von den zwei anderen Dreiedfeiten begrenzten Strede wird. 

6a) In dem einen Schenkel eines gegebenen Winkels ift ein Punkt 
gegeben; man fol in vemfelben Schenkel einen zweiten Punkt 
beftimmen, der von dem erſten Punkte und dem anderen Winfel- 
ſchenkel gleihweit entfernt ift. 

7) Außerhalb eines gegebenen Winkels befindet fid ein Bunkt, man 
fol von biefem aus eine Strede nad dem einen Winkelfchentel 
fo ziehen, daß fie. durch den anderen Schenkel Halbirt wird. 

7a) Zwei parallele Gerade und ein Punkt find gegeben; man foll 
ein gleichſchenkliges Dreiet fo conftruixen, daß biefer Punkt bie 
Spitze beffelben wird, die beiden anderen Edpunfte in jene 
Parallelen fallen und bie Grunblinie mit den Parallelen einen 
gegebenen Winfel bifvet. 

8) Zwei Streden find gegeben; man foll einen Punkt beftimmen, 
der für zwei. über dieſe bejchriebene gleichſchenklige Dreiecke 
zugleih die Spige ift. 

9) Drei gegebene Streefen fo zufammenzuftellen, daß drei Endpunfte 
zufammenfallen, die brei anderen aber in gerader Linie liegen 
und gleich weit von einander entfernt find. 

10) Durch einen Punkt außerhalb einer Geraden eine andere unter 
einem gegebenen Winkel gegen jene zu ziehen. - 

11) Eine Strede von einem auferhalb berfelben liegenden Punkte 
aus durch eine Gerade zu halbiren. 

11a) Ein Winkel und ein Punkt find gegeben. Man fol durch diefen 
eine Gerade fo ziehen, daß fie auf den Winkelſchenkeln gleihe 
Streden vom Scheitel aus abſchneidet. 

11b) Ein Punkt und irgend zwei Gerade find gegeben. Man foll 
durch jenen Punkt eine dritte Gerade fo ziehen, daß fie mit 
den gegebenen Geraden gleiche Winkel bildet. 

12) Ein rechtwinkliges Dreiet zu confteuiren, wenn man kennt: 

a) die Hhpotenufe und eine Kathete, 
b) die Hhpotenufe und einen anliegenden Winfel, 
e) eine Kathete und die zur Hypolenuſe gehörige Höhe, 
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d) eine Kathete und die Summe der Hypotenuſe und 
anderen Kathete, 
e) den Umfang und einen fpigen Winkel. 
13) Ein gleichſchenkliges Dreied zu conftruiren, von weldem 
fannt find: 
a) die Grundlinie und ein anliegender Winkel, 
b) ein Schenfel und die Höhe, 
2 die Grundlinie und bie zu einem Schenkel gehörige Hö 
d) die Höhe und der Winfel an der Spike, 
e) die Örundlinie und ter Winkel an ver Spike, 
f) die Grundlinie und die Differenz des Schenkel® und 
Höhe, 
g) der Umfang und ein Winfel an der Grundlinie, 
h) der Schenkel und die Summe der anliegenden Winkel 
i) der Schenkel und die zugehörige Höhe. 
14) Ein gleichſchenkliges rechtwinkliges Dreied zu zeichnen, we 
gegeben ift: - 
a) bie Hhpotenufe, 
b) die zur Hhpotenufe gehörige Höhe, 
e) die Summe der Hhpotenufe und einer Kathete, 
d) die Differenz der Hypotenufe und einer Kathete, 
e) der Umfang. 
15) Bon einem gleicfeitigen Dreied Iennt man die Summe ' 
Seite und Höhe, daſſelbe zu zeichnen. 
16) Ein Dreied zu conftruiven, wenn man fennt: 
a) zwei Seiten und den von ihnen eingefhloffenen Win! 
b) eine Seite und bie beiden anliegenden Wintel, 
0) zwei Seiten und den Winkel, welcher einer von bie 
gegenüberliegt, 
d) zwei Eeiten und die zu einer berfelben gehörige Höhı 
e) eine Seite und die zwei Abfchnitte, melde auf einer der beit 
anderen Seiten durch die zugehörige Höhe gebilvet werd 
f) eine Seite, einen anliegenden Winfel und die zu die 
Seite gehörige Höhe, 
g) eine Seite, einen. anliegenden Winkel und die Summe ! 
beiden anderen Geiten, 
h) eine Seite, die Summe ber beiden anderen Seiten u 
die zu einer dieſer leßteren gehörige Höhe, 
i) eine Seite, einen anliegenden Winkel und den Unterſch 
der beiden anderen Geiten, wenn ber gegebene Win 
@) der größeren, 2) der Heineren von biefen zwei Sei 
gegenüberliegt, 
k) zwei Seiten und bie ihren Durchſchnittspunkt mit d 
Mittelpunkte der dritten Seite verbindende Strede, 
1) den Umfang und zwei Winkel, 
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den gegenüberliegenden Winkel und die Summe 
dieſen Winkel einſchließenden Seiten, 
den gegenüberliegenden Winkel und die Differenz 
diefen Winkel einfgliegenden Seiten. 


C. Berechnungen. 


1) Der Winkel an der Spige eines gleichſchenkligen Dreiecks mißt 
a) 36% 48°; b) 590 52° 57“; 0) 148% 47°; wie groß ift jeder 
der beiden anderen Winfel? 

2) Ein Winkel an ver Grundlinie eines gleichſchenkligen Dreieds 
beträgt a) 45° 46° 50°; b) 849 45° 37°; wie groß find die 
beiden anderen Winkel? 

3) Wie groß find die Winkel im gleichſchenkligen rechtwinkligen 
Dreiede? ö 


4) Der Außenwinkel an der Spige eines gleichſchenlligen Dreieds 
mißt 1249 38°; wie groß find die Winkel deſſelben? 

5) Dem Schentel eineg gleihfhentligen Dreieds liegt ein Außen: 
winkel von 1249 25° 34” gegenüber; wie groß find die drei 
Winkel des Dreieds? 


6) Die Summe der zwei an einem Schenfel eines gleichſchenkligen 


DreiedS liegenden Winkel beträgt 1350 23° 48”; wie groß find 
die Dreiedstwintel? 


.B. Eigenfdaften der Parallelogramme, welche fid) ans der 


Congruenz der Dreiecke ergeben. 
8. 70. Lehrſatz. 

Iede Diagonale eines Parallelogramms thHeilt 
dafjelbe in zwei congruente Dreiede, 

Behauptung (Big. 74) Fig. 74. 
A ade 2 A abe. 

Foaergi 

ao = ac, 

> dae 4 a8, 26. 
und dea = A baeſ 2. £. 
fo ift nach 8. 51: 

A ade 2A abe, 


8. 1. Lehrſatz. 
In jedem Parallelogramme -find die gegenüber- 
liegenden Seiten und Winkel panrweife einander gleich. 
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Behauptung. In dem Parallelogramme abed (Fig. 
ab — de, be — ad, Ab —Adr und JZa- 2 

Beweis. Dieſer ergibt ſich unmittelbar aus vorherge 
Lehrſatze. 


Zufäge 


1) Da man fi zwiſchen de und ab, ober deren Be 
rungen noch viele zu ad und be parallele Streden gezogen 
kann, fo folgern wir aus vorftehendem Lehrjage unmittell 
allgemeineren Satz: , 

Parallelen zwiſchen Parallelen find ein 
gleich. 

2) Für den Fall, daß a und b rechte Winkel find, l 
diefer Sat folgendermaßen ausprüden: 

Parallele Linien haben überall gleichen jent 
Abſtand; 

oder: der geometriſche Ort einer gegebenen 
fernung eines Punktes von einer der Lage nag o-- 
gebenen Geraden ift die in jener Entfernung zur Ges 
raden gezogene Parallele. 

3) Wenn ein Winkel eines Parallelogramms befannt ift, jo 
find auch die übrigen Winkel beftimmt (8. 45. Zu. 5). 

4) Der fenkrechte Abftand zweier einander gegenüberliegenben 
Seiten eines Parallelogramms heißt die Höhe veffelben in Bezug 
auf biefe Seiten, welche dann felbft als Grundlinien bezeichnet 
werben. Uebereinftimmenb damit heißt der fenkrechte Abſtand ver 
zwei parallelen Seiten eines Paralleltrapezes die Höhe biefer 
Zläche, 

5) Legt man zwei Paralfelogramme von gleicher Höhe fo 
“aufeinander, daß zwei Grunblinien zufammenfalfen, fo fallen 
die gegenüberliegenden Seiten in eine und biefelbe Parallele zur 
Grundlinie. 


Anmerkung. Um anzudeuten, daß zwei Streden parallel und 
gleich feien, gebraucht man das Zeichen H. So ift alfo in Fig. 74 
ab H de und ad }£.be, 
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8. 72. Lehrſatz. 

Sind ın eınem VBierede je zwei gegenüberliegende 
Seiten einander glei, fo find diefe aud einander 
parallel, 

Borausfegung. (Fig.74.) Es ſei ab — de und ad — be, 

Behauptung. fo ift auch ab // de und ad // bc. 


Beweis. Da ab — de, 
ad — be 
und ac = ac, 
fo ift nach $. 53 A ade 2 A abe, 
alſo A dea — A bac 
und A dae — I bea, 
ſomit nad) 8. 27. Zuſ. 3 ab // de _ 
und «ad // be. 
Zuſatz. 


Ein Viereck, bei welchem je zwei gegenüberliegende 
Seiten einander gleich ſind, iſt immer ein Parallelo— 
gramm. 


8. 73. Lehrſatz. 
Sind in einem Vierecke zwei einander gegenüber— 
iegende Seiten gleich und parallel, ſo ſind auch die 
zwei anderen Seiten glei und parallel. 
Borausfegung. (Fig. 74) Es fet ab HE de, 
Behauptung. fo ift auch ad HE be, 
Beweis. Zieht man die Diagonale ac, fo ift 


a0 = ac 
ab = de, 

und nad) 8. 26, 2.9. bae = A des, 

alſo A bac 2 A dea, 


daher A bea = A dac, 
folglich nach 8.27. 3uj.3 ad} be, 


874 Lehrſatz. 
Im Quadrat find die vier Seiten einander gleich 
und jeder Winkel ift ein rechter. 


era nın ve 
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Beweis. (Fig. 75.) Nach 8. AL ift beim Quadrat 
Fig. 75. ab — ad und Ma — R, 


daher nach 8. 71 
ab = de = ad = be 
wgJa=-Jc=-R 
da ferner Jb+Jd= 28 (E 45. 
Buf. 6), ud Jb= 4448.71), fo 
ift auch jeder diefer beiden — R 


8.75. Lehrſätze. 
a) Jeder Winkel im Rechteck it — R. 
b) Die Seiten einer Raute find einander gleich. 
Die Beweiſe hierzu werben auf ähnliche Art geführt wie der 
Beweis zu 8. 74. 
Führet dieſe ſelbſt aus! 


8. 76. Lehrſatz. 
Die beiden Diagonalen eines Parallelogramms 
halbiren einander gegenfeitig. 
Big. 76, Behauptung. (Fig. 76.) 
bi fe, af = fd. 
Beweis, 
Da ba — de ($, 71), 
Labf = def] (8. 26. 
und I baf—= IH 2.ß), 
jo ift A baf 2 A cdf (8. 51), 
aljo bf= fe 
und af fd. 


8. 77. Lehrſatz. 
Sowohl im Quadrat als im Rhombus ftehen die 
zwei Diagonalen ſenkrecht auf einander. 
Behauptung. (Fig. 77 und 78 |. folg. ©.) ac | bd, 
Beweis. Da ad — ab, aljo das A adb gleichichenflig 
und nach 8. 76° bf’— fd ift, fo ftebt mu 8. 55 auch: 
- d. 


ac 


rw 


TC 


16 Fünfter Abſchnitt. 


daher ab + cd=2fg 
ab + cd, 
2 






oder fg = 


Anmerlung Man nennt die Strede fg gewöhnlich die Mittel- 
linie des Paralleltrapezes. 


C. Congruenz der vielecke. 


8. 78. Lehrſatz. 

Zwei Vielede (nede) find congruent, wenn alle 
Seiten bis auf eine (n — 1) und die von ihnen ein- 
gefhloffenen (n — 2) Winkel des einen einzeln gleich 
find allen Seiten bis auf eine (n — 1) und den von 
ihnen eingeſchloſſenen (n — 2) Winkeln des anderen. 

Beweis. Denkt man fich beide Vielede in dem Sinne, wie 
in $. 50 für die ‘Dreiede gezeigt wurbe, aufeinanbergelegt, jo 
müffen, wegen der Gleichheit der Winkel, alle Seiten fich deden, 
alfo die Vielecke congruent fein. 


Zuſätze. 

1) Quadrate ſind congruent, wenn ſie gleiche Sei— 
ten haben. 

2) Zwei Rechtecke ſind congruent, wenn zwei an— 
einanderliegende Seiten des einen einzeln gleich find 
ben zwei aneinanderliegenden Seiten des anderen. 

3) Zwei Rauten find congruent, wenn eine Seite 
und ein Winkel einzeln in.beiden gleich find. 

4) Zwei Rhomboiden find congruent, wenn zwei 
Seiten und der von ihnen eingefchlofjene Winkel der - 
einen einzeln zweien Seiten und dem von ihnen ein- 
gefchloffenen Winkel der anderen gleich find. 


8. 79. Lehrſatz. | 
Bielede, welche fih in eine gleihe Anzahl con» | 
gruenter und übereinftimmend liegender Dreiede zer- 
legen laffen, jind congruent. 
Beweis. (Fig. 79) Bei richtigem Aufeinanderlegen decken 
fih paarweife alle Dreiedle wie ABC und abe, AGC und age ꝛc., 
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folglich auch die durch fie zufammengefegten Wielede ABCDFG 
und al ; letztere find daher congruent. 


8. 80. Lehrſatz. 
Congruente Vielecke laſſen ſich immer in eine 
gleiche Anzahl congruenter und übereinſtimmend lie— 
gender Dreiecke zerlegen. 


Fig. 79, 


Beweis. (Fig. 79) Da die Vielede ABCDFG und abeifg 
eongruent find, fo laſſen fie ſich jo aufeinanvergelegt denken, daß 
fie einander beden; dann müfjen aber auch bezüglich die Diago- 
nalen ac und AC, ge und GC, fe und FC, fomit aud bie 
Dreiede abe und ABC, age und AGC einander been, und dieſe 
find daher congruent. 


8. 81. Aufgaben zur Nebung. 
A, Lehrfäge 


1) Wenn in einem Bierede je zwei gegenüberliegende Winfel ein- 
ander gleich find, fo ift daffelbe ein Parallelogramm. 

2) Ein Viered, in weldem die beiden Diagonalen einander gegens 
feitig halbiren, ift ein Parallelogramm. 

23) Ein Parallelogranım, in welhem bie zwei Diagonalen ſenkrecht 
aufeinander ftehen, ift ein gleichfeitiges. 

3) Berbindet man die Mittelpunkte zweier Seiten eines Dreiecks 
durch eine Strede, jo geht diefe Berbindungsftrede parallel mit 
der britten Dreiedjeite und ift halb fo groß als biefe. 

4) Die drei Verbindungslinien der Mittelpunfte der drei Seiten 

eines Dreieds theilen dieſes in vier congruente Dreiede. 


78, Fünfter Abfehnitt. 


4a) Wenn man durch einen Punft einer Seite eines Dreiecks pa⸗ 
rallele Transverfalen zu den beiden anderen Seiten zieht, jo. 
fhneiden dieſe zwei Dreiede ab, deren Umfänge zufammen gleich 
dem Umfang des urſprunglichen Dreiecks ſind. 


5) .Die drei Perpendikel, welche man von den Eckpunkten eines 
Dreiecks auf die gegenüberliegenden Seiten fällt, ſchneiden ein- 

y ander in einem und bemfelben Punkte. 

! 6) Die drei Streden, welde bie drei Edpunfte und die Mittel-. 

punkte ber gegenüberliegenden Dreiedjeiten verbinden, ſchneiden 

einander in einem und bemfelben Punkte, der von jeder Seite 

des Dreieds, auf der zugehörigen Strede gemeflen, um ein 

Drittheil diefer Strede entfernt ift. 

7) Errichtet man von irgend einem Punkte der Grundlinie eines 

gleihfchenkligen Dreieds aus Perpendifel auf die beiden Schenkel, 

| fo ift die Summe dieſer Perpendifel gleidy der zu einem ber 

| Schenkel gehörigen Höhe des Dreieds. 

' . 8) Erridtet man von irgend einem Punfte innerhalb eines gleich- 

feitigen Dreiedd aus Perpendikel auf deffen Seiten, fo ift die 

| 

i 





Summe der drei Perpendifel gleich der Höhe des Dreieds. i 
9) Berbindet man die Edpunfte eines Dreieds mit den Mittel: | 
punkten der gegenüberliegenden Seiten, jo ift die Summe dieſer | 
brei Verbindungsſtrecken kleiner als die Summe ber brei 
Seiten des Dreiede. 
10) Zieht man dur den Durchſchnittspunkt der zwei Diagonalen 
‚eines Parallelogranıms von einer Seite bi8 zur gegenüberliegenden 
- eine Strede, jo theilt diefe den Umfang und das PBarallelogramm 
: in zwei gleiche Theile. | = 
11) Die Halbirungslinien der vier Winkel, welde die Diagonalen 
eines Parallelogrammsg mit einander Bilden, beftimmen auf ben 
vier Seiten des Parallelogramms die Edpunkte einer Raute. 
11a) Derbindet man bie vier Haldirungspunfte der Seiten eines 
Rechtecks zu einem Bierede, jo ift dieſes eine Raute. 
11b) Halbirt man zwei gegenüberliegende Seiten eines Parallelogramms 
und verbindet die Halbirungspunfte mit den gegenüberftehenden 
Eckpunkten, jo werden durch diefe Berbindungsftreden bie 
Diagonalen in drei gleiche Theile getheilt. 
'12) Berbindet man die Mittelpunkte zweier gegenüberliegenden Seiten 
einer Raute mit den Mittelpuntten der beiden anderen Seiten, 
jo ift das durch die Verbindungslinien gebilvete Viereck ein 
Rechteck. 
13) Verbindet man die Mittelpunfte ber aufeinanderfolgenden Seiten 
eined beliebigen Vierecks mit einander, fo ift das dadurch ge= 
bildete Biered ein Parallelogramm. 
14) Berlängert man die Halbirungslinien der Winkel oder auch der 4 
Außenwinfel eines Rechtes hinreichend, fo wird ein Quadrat gebildet, 
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15) In jedem Antiparallelogramme find: n 
a) die zwei an jeder der parallelen Seiten liegenden Winkel und 
b) die beiden Diagonalen einander gleich. 

16) Die Berbindungslinie der Mittelpunkte der zwei parallelen Seiten 
eines Antiparallelogramms fteht ſenkrecht auf diefen und theilt 
bie Figur in zwei congruente Paralleltrapeze. 

17) Die Halbirungspunfte der Seiten eines Antiparallelogramme 
beftimmen die Eckpunkte einer Raute. 

18) Die Berbindungsftrede ber beiden Mittelpunkte ber nicht pa⸗ 
rallelen Seiten eines Paralleltrapezes iſt parallel mit den beiden 
anderen Seiten und gleich der halben Summe dieſer. 


B. Conſtructionen. 


1) Drei nicht in einer geraden Linie liegende Punkte ſind gegeben, 
man ſoll durch einen derſelben eine Gerade ziehen, von welcher 
die beiden anderen Punkte gleichen Abſtand haben. 

2) Zwei parallele Gerade und ein beliebiger Punkt ſind gegeben; 
man ſoll durch letzteren eine Gerade ſo ziehen, daß das zwiſchen 
den Parallelen liegende Stück einer gegebenen Strecke gleich iſt. 

3) Zwiſchen die Schenkel eines gegebenen Winkels eine gegebene 
Strecke unter einem beſtimmten Winkel zu dem einen Schenkel 
ſo zu ziehen, daß der andere Endpunkt in den anderen Winkel⸗ 
ſchenkel fällt. 

4) Ein fpiger Winkel und eine Strede find gegeben; man foll biefe 
jo zwifchen die Schenkel des. Winkels legen, daß fie auf dem 
einen ſenkrecht fteht, und ihre Endpunkte in die Schenkel fallen. 

5) Zwei Gerade find gegeben; man fol einen Punkt beftimmen, 
welcher .von beiden eine gegebene Entfernung hat. 

52) Eine Strede von gegebener Länge jo zwiſchen bie Schentel 
eines gegebenen Winkels einzutragen, daß fe einer ber Richtung 

‚ nad) gegebenen Geraden parallel ift. 

5b) Einen Punkt in einer Seite eined Dreiedd_fo zu. beftimmen, 
dag die von ihm aus. mit den anderen Seiten ‚parallel ges 
zogenen und von biefen Seiten begrenzten Streden einander 
gleich find. 

5c) Zwiſchen ben Schenkeln eines Winkels iſt ein Punkt gegeben, 
man fol dur diefen eine Gerade fo ziehen, daß das zwifchen 
bie Winkelſchenkel fallende Stück berjelben durch den gegebenen 
Punkt Halbirt wird. 

:6) Ein gleichſchenkliges Dreied zu conftruiren, wenn ein Schenkel 
und die zugehörige Höhe gegeben find. 

7) Ein Dreied zu zeichnen, von dem gegeben ift: | 

8) die Summe zweier Seiten, der von beiden eingeſchloſſene 

‚Winkel und die zu einer dieſer Seiten gehörige Höhe, 
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Winkel und die beiden Höhen, welche zu ben dieſen 
tel einſchließenden Seiten gehören, 

Seite und bie von deren Endpunkten aus nad ben 
telpunften ver beiven anderen Seiten gezogenen Strecken, 
drei Verbindungsſtreden der Edpunkte mit ven Mittel 
!ten der gegenüberliegenden Seiten. 

tat zu conftruixen, wenn befannt ift: 

Seite, 

Diagonale, 

Summe der Diagonale und ber Seite, 

Differenz der Diagonale und. der Seite. 

:E zu zeichnen, wenn gegeben find: 

angrenzende Seiten, 

Seite und eine Diagonale, 

dingonale und die Summe ber zwei barüberliegenden 


Seite und bie Differenz der Diagonale und ber 
ren Seite, 

Seite und der Winkel, unter welchem die Diagonalen 
nder ſchneiden. 

Raute fennt man: 

Seite und einen Winkel, 

Seite und eine Diagonale, 

Diagonale und den gegentiberliegenben Wintel, 

jwei Diagonalen, 

Seite und bie Höhe, 

Diagonale und die Höhe, 

Seite und die Summe ber beiden Diagonalen, 
Unterſchied ber zwei Diagonalen und bie Seite. 

ı conftruiven. 

nboide zu zeichnen, wenn, befannt find: 

Seiten und ber von ihnen eingefchlofiene Winkel, 
beiden Diagonalen und eine Seite, 

Seite, ein Winkel und eine Diagonale, 

Seite, die zugehörige Höhe und eine Diagonale, 
Seiten und eine Höhe, 

? Diagonalen und der Winkel, unter weldem biefe 
nder ſchneiden, 

Seite und beide Höhen, 

: Diagonalen und eine Höhe, 

Seite, die Summe der Diagonale und ber anderen 
ie, und ber Winkel, durch den die Diagonale geht, 
Diagonale, die Differenz der zwei Winkel, in melde 
e ber Parallelogrammminfel dur fie getheilt wird 
die Differenz zweier angrenzenden Seiten. 
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12) Ein Paralleltrapez zu conftruiren, wenn man fennt: 

a) die vier Seiten, 

b) bie zwei Baralleffeiten, eine ber beiden anderen Seiten 

| und einen an ber vierten Seite liegenden Winkel, 

ec) drei Seiten und eine Diagonale, 

d) drei Seiten und bie fenkrechte Entfernung der zwei 
parallelen Seiten, 

e) die parallelen Seiten und die zwei an der größeren der⸗ 
ſelben liegenden Winkel, 

f) zwei anliegende Seiten, den Abſtand der parallelen Seiten 
und die Diagonale, welde durch den Winkel geht, ven 
bie beiben gegebenen Seiten bilden, 

| g) einen Winkel, die zwei anliegenden und die Summe ber 
" zwei anderen Geiten, | 

h) einen Winfel, die ihn bildenden Seiten und bie Differenz 

der beiden anderen Seiten, 
13) Ein Biere zu conftruiren, wenn gegeben find: 
a) drei Seiten und die an der vierten Seite liegenden Winkel, 

b)- drei Winkel und zwei angrenzende Seiten, 

ec) drei Seiten und beide Diagonalen, 

d) eine Seite, die Mittelpunkte der drei anderen Seiten und 
eine Gerade, zu welcher jene Seite parallel werben ſoll. 

e) die vier Seiten und die Strede, weldye die Halbirungs- 
punkte zweier gegenüberliegenden Seiten verbindet. j 

14) Ein Funfeck zu conftruiven, wenn bie Dittelpuntte ber fünf 
‚Seiten gegeben find. 

15) In ein gegebenes Quadrat ein anderes von gegebener Seite fo 
einzuzeichnen, daß deſſen Edpunfte in die Seiten des erfteren 
fallen. 


16) Die Eden eines Quadrats fo abzufchneiven, daß ein regel: 
mäßiges Achteck entiteht. 


| D. Eongenenz der Kreife und Eigenfhaften der Linien und 
| Winkel in denfelben, welde fih aus den vorhergehenden 
Sägen ergeben. 


8. 82. Lehrſatz. 
Zwei Kreife find congruent, wenn fie gleiche 
Radien oder gleihe Durchmeſſer Haben. 
Deweis, Denkt man fich beide Kreife fo aufeinanvergelegt, 
dag ihre Mittelpuntte zuſammenfallen, fo muß auch bie Peripherie 
des einen die des anderen deden, ba alle Radien einander gleich 


find. Beide Kreiſe decken alſo einander und find congruent. 
Spiß, Lehrbuch der ebenen Beometrie. 6. Aufl. 6 


* 
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8.83. Lehrſatz. 
urchmeffer eines Kreiſes theilt di 
ente Theile 
Werben beide Theile jo aufeinanbergelegt, 
Durchmeffer aufeinanderfallen, fo müſſen fie 


lung. Man nennt jeden der beiden Theile, in 
em Durchmeſſer zerlegt wird, Halbkreis. 


8. 34. Lehrſatz. 

ben Kreife, oder in Kreifen mit | 

yören zu gleichen Centriwinkeln 

gleihe Sehnen. 

egung. (Fig. 80.) E ſei J abe — 

ing. fo ift 

ame = Bog. daf und Sehne ac — df. 

Da ba — bd, 

be = bf 
A abe — 2 dhf, 
A abe DIA dhf, 
Sehne ac — df. 

80, Denkt man fi nun bi 
ſchnitte ameb und dnfb 
einandergelegt, daß bf un! 
ziehungsweiſe die Radien b 
decken, fo det auch ver B 
den Bogen ame, weil all 
beider Bogen von b gleich 
fernt find. Beide Seftoren ſ 
congruent; folglich ift auch 

Bogen amc — Bogen 


8.85. Lehrſatz. 
jen Bogen des nämliden Kreifer 
:fe von gleihdem Halbmeſſer, g 
iminfel und gleihe Sehnen. 
gung. (Fig. 80.) Es jei Bogen dnf = Bo 
ung. ſo iſt 4 dbf= L abe und df — 
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Denkt man ſich die beiden Seltoren dbf und abe 
‚legt, daß bf den Radius be dedt, fo müſſen auch 


. bie Bogen dnf und ame, da fie gleich find, einander decken. Da 


alfo bf auf be und d auf a fallt, jo deckt auch db den Radius ab. 
Wenn aber bf und bd beziehungsweife be und ba decken, jo ift 
nad $. 12. 4) A dbf =  gbe, 

daher auch nach 8. 84 df = ac. 


Zufäße 
1) Wird ein Gentriwinfel zwei, drei, vier zc. mal 
fo groß genommen, fo wird aud ber entſprechende 
Bogen bezüglich zwei, drei, vier zc. mal fo seoß, und 
umgelehrt. 
2) In gleihen Kreifen gehören zu gleigen Eentris 
winteln, ober gleihen Bogen eöngruente Ausſchnitte 
und Abſchnitte. \ . 


8. 86. Lehrſatz. 

Zu gleiden Sehnen des nämlichen Kreifes, oder 
zweier Kreife mit gleihen Radien, gehören gleiche 
Bogen und gleiche Centriwinkel. 

Vorausſetzung. (Fig. 80.) Es fei df = ac, 

Behauptung. fo it 

A dbf = A abe und Bogen daf = Bogen amc. 


Beweis. Da bf = be, 

bd = ba 

und di — ac, 
fo ift Adbf 2 A abe, 
alfo I dbf = % abe, 


und nad) $. 84 auch Bogen dnf — Bogen amc. 


8 862. Lehrſatz. 

In einem Kreife, oder in zwei Kreifen mit gleichen 
Nadien, gehört zu dem größeren von zwei ungleiden 
Centriwinteln ein größerer Bogen und eine größere 
Sehne, wenn beide. Gentriwintel Meiner als zwei 
Rechte find. 5 

6* 


Funfter Abſchnitt. 


ausſetzung. (Big. 81.) Es ſei I abe >  dbf, 
iuptung. fo ift Bogen ao > Bogen df und Sehne 
ehne df, 

eis. Denkt man ſich den Sektor dbf fo auf den Seltor 
t, daß bd nad) ba fällt, fo muß, da Aabe >  dbf 
sifchen die Schenfel ba und be nach bg fallen. 


um Bog. ac Bog. ag, 

Bog. ag — Bog. df, 

h Dog. ac > Dog. df. 
r ab — bd, 
be = bf 


5 abe > A dbf, 
8.66 auch Sehne ac > Sehne df. 


8. 87. Lehrſatz. 
inem Kreife, oder in zwei Kreijen mit gleichen 
gehlört zum größeren von zwei ungleihen 
Fig. 81. Bogen der größere Centri— 
wintel und die größere Sehne, 
wenn beide Bogen Heiner find 
als die halbe Kreisperipherie. 
Vorausſetzung. (Fig. 81.) Es 
fei Bog. ac > Bog. df, 
Behauptung. fo ift 
A abe > & dbf 
und Sehne ao > Sehne df. 
Beweis. Trage den Sektor dbf 
— fo auf ben Seftor abe, daß b auf b 
if a fällt, fo muß f zwifchen a und c nad g fallen. 
iſt offenbar I abe >  abg, 
$. 85 A abg = A dbf, 
A abe >  dbf, 
ich $. 86a auch 
Sehne ac > Sehne df. 


8. 88. Lehrſatz. 
inem Kreiſe, oder in zwei Kreiſen mit gleichen 
gehört zur größeren von zwei ungleichen 
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Sehnen aud der größere Gentriwinfel und ber 
größere Bogen, wenn beide Bogen Heiner find als 
bie halbe Kreisperipherie, 
Vorausjegung (Fig. 81.) Es fei Sehne ac > df, 
Behauptung. fo ift Bogen ac > Bogen df, und 


A abe > A dbf. 
Beweis. Da ab — bd, 
cb = bf 
und a0 > df, 
fo iſt nach 8. 67 & abe > % dbf; 


und fomit nach $. 86a auch Bog. ac > Bog. df. 


8.89. Lehrſatz. 

Errictet man von dem Mittelpunfte eines Kreifes 
auf eine Sehne den Perpendikel, jo Halbirt dieſer bie 
Sehne, den zugehörigen Centriwinkel und den Bogen. 

Borausfegung. (Fig. 82.) Es ftehe cf | ab, 

Behauptung. fo iſt: Fig. 92 

ad — db, I acd= % bed J 
und Bog. af = Bog. fb. 

Beweis. Da ca ch, 
fo ift Jıa=Zb 
und nad $. 51. Zuj. 3. a. 

A acd 2 A bed, 
folglich ad db, 

A acd = A bed 
und nad) $. 84 

Dog. af = Dog. fb. 


8.9. Lehrſatz. 

2 Die Gerade, welhe man durch den Kreismittel- 
punft und den Mittelpunkt der Sehne zieht, ftcht 
ſenkrecht auf dieſer und Halbirt den zugehdrigen Cen— 
triwintel und Bogen, 

Borausfegung. (Fig.82.) Es feicdas Centrum und ad=db, 

"Behauptung. fo ilt: cd_| ab, Z acd = „I. bed und 
Dog. af — Dog. fb 
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Beweis. Weil A acd 2 A bed (f. 8. 55), 
fo ift: A cda —- A cedb — R, 
A acd = bed 


und ſomit nach 8. 84 auch 
Dog. af = Boy. fb. 


8. 91. Lehrſatz. 


Halbirt man den zu einer Sehne gehörigen Centri- 
winkel, fo fteht die Halbirungslinie in ver Mitte auf 
jener ſenkrecht und halbirt den zugehörigen Bogen. 

Borausjegung (Fig. 82.) Es ſei A af = I bef, 

Behauptung. fo ift ad — db, cf_|_ ab und Bog. af — 
Dog. fb, 

Beweis. Aus der VBorausf. und 8. 84 folgt: 

Dog. af = Dog. fb, 


und weil A acdn2 A bed, 
jo ift ad = db 


und A cda — A cdb — R. 
| 8. 92. Lehrſatz. 


Errichtet man im Mittelpunkte einer Sehne auf. 
biefe den Perpendikel, fo gebt derſelbe durch den 
Kreismittelpunft. 

Borausfegung. (Fig. 82.) Es jet ad — db und de | ab, 

Debauptung. fo Liegt das Centrum in dc. 

Beweis, Da nah 8. 62. Zuf. 1 in de alle Punkte Tiegen 
müfjen, welche von a und b gleich weit entfernt find und dieſes 
bei dem Kreismittelpunfte Der dal ift, fo muß auch diefer in dem 
Perpendikel de liegen. 


8. 93. Lehrſatz. 

Zwei Sehnen, weldhe einander außerhalb des 
Kreismittelpunftes ſchneiden, können fich nicht gegen» 
ſeitig balbiren. 

Debauptung. (Fig. 83.) Es kann nicht zugleich af — fb 
und auch cf = fd fein. 

Beweis. Nah 8. 90 müßte für dieſen Fall mf zugleich 
auf ab und cd fenkrecht ftehen, was nach $. 32. unmöglich iſt. 
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89. Le 
Gleiche Sehnen eines Kr 
von gleihem Halbmejfer, fi 
mittelpuntte entfernt, und 
welche gleih weit vom Mil 
einander glei. 
VBorausjegung. (Fig. 84.) 
und 1) ab — df, 2) cm = on, 
Behauptung. fo ift bezüglich 
Fig. 83. 


Beweis zu l. Zieht man d 


nach 8. 89 mb ⸗ 
und = 
und da ab= 
auch mb = 
ferner b= 
alfo nach 8. 60. Zuf. 2 
A cewmb 
folglich auch em ⸗ 
Beweis zu 2. Weil em — 
und b= 
fo ift wieder nad} $. 60. Zuf. 2 
A cmb 
alſo nb = 
und 2mb = 
ober ab — 
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89%. Lehrſatz. 


d zwei Sehnen eines Kreifes ungleich, fo ift 
ftand der Meineren Sehne vom Mittelpunkte 
‘ als der Abftand der größeren und find um— 
: bie Abftände zweier Sehnen vom Mittelpuntte 
ch, fo entfpricht dem größeren Abftande bie 
ve Sehne. 
. Vorausfegung. (Fig. 85.) Es 
dig 65. fieg_L.ab, ch | dfund 1)ab<df, 
2)g>ch, 
Behauptung. fo ift bezüglich 
1) eg > ch, 2) ab < df. 
Beweis zu 1. Zieht man bie 
Radien ac, be, fe und de, fo ift, da 


ab < df, 
aber ac cd 
und cb= ch 
67 def A ac, 
eg | ab 
ch | df, 
89 auch A hef > A geb, 
78.45. Zuf.4 I efh A cbg. . 


H man fi nun das A cbg fo auf das A cfh gelegt, 
uf o und b auf f zu Tiegen kommt, fo muß das A chg 
he Lage cfg‘ annehmen, daß cg — cg! bie Sehne df 
h und f in m jchneibet. 


ift aber eg’ > cm 

b 8. 59. Zuj. cm > ch, 
fo mehr eg’ > ch 

eg> ch 

weis zu 2. Wäre ab — df, 
e nad 8. 94 eg = ch, 
ab > df, 


n eben Bewiefenen, cg < ch 
8 in beiden Fällen mit der Borausfegung im Widerfpruche 
ücbe; folglich iſt 

ab < di, 


ver Congruenz ber Figuren. 89 
8. 9%. Lehrſatz. 
„er ift die größte Sehne eines 
Kreifes. 
Borausfegung. (Fig.86.) Es dig. 86. 
fei ab ein Durchmeſſer und df eine 
Sehne, 


Behauptung. fo ift ab > df, 
Beweis. Es it 
cd= ca und ef ⸗ ch, 

alſo cA+cf=ca+ch=ab, 
aber nah 8.61 cdA+ cf > di, 
folglich auch ab > df. 

Auf gleiche Weije läßt fich die Richtigkeit für jede andere Schne 
nachweiſen. 


8. 97. Lehrſatz. 

Eine Gerade, welche man durch den Endpunkt 
eines Halbmeſſers auf dieſen ſenkrecht zieht, berührt 
den Kreis in dieſem Punkte oder iſt die zu dieſem 
Punkte gehörige Tangente. 


Vorausſetzung. (Fig. 87.) Es Big. 87. 
ftefe cd | ab, 

Behauptung. fo berührt cd den 
Kreis in b. 


Beweis. Hätte cd noch einen 
anderen Punkt, z. B. f mit ber Peri- 
pherie gemeinfchaftlich, fo müßte af ein 
Radius, alfo af — ab fein, was nad) 
8.59 unmöglich ift. Daſſelbe läßt ſich 
für jeven anderen Punkt der Linie cd 
bemweifen. Dieſe hat alfo mit ver 
Peripherie nur den einen Punkt b gemeinjchaftlich und ift Daher 
eine Tangente (vergl. 8. 42. 1). 


8%. Lehrſatz. 
Der zum Berübrungspunkte einer Tangente ger 
hörige Radius fteht ſenkrecht auf diefer. 


Fünfter Abſchnitt. 
ausfegung. (Big. 87.) b fei ber Berührungspunkt 


i 2 
uptung. fo ift der Radius ab cd. 

eis. Wäre ab nicht _|_ cd, jo Fönnte man von a aus 
krechte auf cd fällen, z. B. af; dieſe müßte alsdann nach 
iner als ab fein, was unmöglich ift, da f außerhalb bes 
egen muß, wenn b ber Berührungspuntt iſt. Es muß 
Led fein. 


8.9. Lehrſatz. 
Gerade, welhe auf einer Tangente im Be— 
gspunkte ſenkrecht fteht, geht durch den Kreis— 
inkt. 
usſetzung. (Fig. 87.) b jei der Berührungspunkt ver 
ed, und ba | cd, 
zuptung. fo geht ba · durch den Kreismittelpunft. 
eis. Denkt man ſich durch den Mittelpunkt und ben 
eine Gerade gezogen, jo muß biefe nad 8. 98 _| cd 
nad) 8. 32 mit der in b auf cd errichteten Senkrechten 
fallen; folglich geht ba durch den Kreismittelpunft, 


8. 100. Lehrſatz. 
t man vom Mittelpunkte eines Kreiſes aus 
pendifel auf eine Tangente beffelben, jo geht 
uch den Berührungspunkt. 
‚usfegung. (Fig. 87.) ft od eine Tangente und ab cd, 
mptung. fo ift b der Berührungspunkt. 
eis, Wäre nicht b, fondern irgend ein anderer Punkt 
:ührungspunt, jo müßte nad) $. 98 af | cd fein, und 
e alfo zwei von a ausgehende Perpendifel zu cd, was 
unmöglich ift. Demnach muß b der Berührungspunkt fein. 


8.101. Lehrſatz. 
Gerade kann die Peripherie eines Kreifes in 
ehr als zwei Punkten ſchneiden. 
eis. Könnte die Gerabe die Peripherie z. B. in brei 
ſchneiden, dann müßten die brei vom Mittelpunfte nach 





Bon der Congruen; 


ben Durchſchnittspunkten gezogenen 
Kreifes, einander gleich fein, was n 


O8. 1%. 

Bon allen Vektoren, weld 
nad der Peripherie eines 
berjenige der größte, welche 
geht und derjenige der Heinfi 
hindurch geht. 

Borausjegung. (Fig. 88 un 
pf Veltoren und c der Mittelpunkt 
. Behauptung. fo ift pa > 

Fig. 88. 


Beweis. 1. Fall. (dig. 8 
bon einem Punkte p innerhe 

Nah 8. 61 iſt po + ed 
und da c 


auch pe 4 ea 
oder pa > 
Ebenſo eb ⸗ e 
aber eb ⸗ 
alſo auch p+p< 
ober pb < 


2. Sal. Punkt p falle ir 

In diefem Falle ift der eine V 
der andere — 0. 

3. Fall. (Fig. 89) Punkt 
Peripherie. 


92 


Fünfter Abſchnitt. 


Für pa > pd gilt der für den erften Ball gegebene Beweis, 


Weil ferner p<ce+pf 
und cp=cb-+pb, 
fo ift au cb+pb<ck +pf 
oder da ch = ch, 

pb < pf. 


Anmerkung. Den größten und kleinſten Veltor eines Punktes 
nennt man aud, bezüglich befien größte und kleinſte Entfernung 


von der Peripherie. 


O 8. 103. Lehrſatz. 
Die Beltoren eines Punktes werben um fo größer, 
je mehr die Endpunkte, weldein die Peripherie fallen, 


Fig. 90. 


und omit nah 8. 16 


Beil ferner « 
und 


fi dem Endpunkte des größten 
Vektors nähern. " 
Vorausſetzung. (Fig. 90, 91 u. 
92.) Es jei pa der größte der Vektoren 
pd, pf, „... und f näher an a als d, 
Behauptung. fo ift pf > pd. 
Beweis, Da in ben brei Fällen 
Dog. af < Bog. ad ift, fo Hat man \ 
nach 8. 87 auch 
A acf A acd 
A pet A ped. 


Fig. 92. 


pe = pc 
ef — ed, * 


ar 


Bon der Eongruenz der Figuren. 93 


fo folgt nach $. 66 aus den beiden Dreieden pef und ped, daß 


pf > pd. 
Um in dem dritten Falle (Fig. 92) noch zu beweiſen, daß 
wenn Bog. af! < Bog. ad’ 
auch pe" > pi! 


ift, ziehe man die Radien cd’ und cf‘, fo ift nach 8. 87 
A aed· > 2 acf' 
alfo nach 8. 16 A ped’ A pef' 
und da ferner pe = pc 
cd = cf!, 
fo folgt nach 8. 66 pf' > pd. 
Anmerkung. Die Nictigleit des vorſtehenden Satzes ergibt ſich 
auch nad} $. 62. Zuf. 4, wenn man ſich die Sehnen df und d’f“ durch 
Perpendilel halbirt denkt. 


O 8. 104. Lehrſatz. 
Von jedem Punkte aus laſſen ſich immer nur je 
zwei gleiche Vektoren zu einem Kreiſe ziehen. 
Beweis. (Fig. 93.) And Fig. 9. 
bier können drei Fälle vorlommen. 
Der Bunkt kann nämlich 1) inner- 
halb, wie p, 2) in der Peri⸗ 
pherie, wie p’ oder 3) außer- 
halb der Peripherie, wie p“ lie⸗ 
gen. Zieht man von biefen Punkten 
aus beliebige Veltoren pg, P'g, 
p'g, p“a und macht die Wintel 
Peg, p’cg, p'cg, p"ca bezüglich 
gleich den Winkeln ped, p’cd, p’'cd, 
p“cb, fo ift 


8, 
| p=cop 
und peg = & ped, 
alſo A epg 2 A epd, 
folglich pg = pd. 
Ferner ift Aepg A cpld, 
alſo auch pg = pid. 


Ebenjo Aogg A cop"d, 


Fünfter, Abfchnitt. 


A copla oA cp"b, 

p'g = p'd 

pa — p“b. 
gibt e8 immer einen zweiten Vekto 
jenen ift. 
indere Vektor, welchen man noch vo 
' zieht, muß nach vorhergehenden 
: fein, al8 die beiden gleichen Vekte 
merkung. ft der zuerft gezogene I 
‚ So fallen bie entfprechenden gleichen 2 
a zufammen, da man von einem Punkte 
m Kreismittelpuntt ziehen kann. 


8. 105. Lehrſatz. 

1 zwei Kreislinien durch ein 
r Geraden, welde dur die 
eftimmt ift, fo haben fie ! 
meinfhaftlich und beide Krei 

in jenem Punkte. 
f B 
Fig. 9. 1. 
Der ' 
beide 
liege ; 
punkte 
N 
Peripl 
einen 
ad un! 
ad + db >ac-+ ch, 

db — cb, 
ad > ac. 
unkt d Tiegt alfo außerhalb des Kı 
ſchaftlicher Punkt beider Umfänge | 
e läßt fih für jeden anderen in d 
n Punkt beweifen. 

Rreife haben aljo außer c feinen 
& und berühren daher einander in 








Bon der Congruenz der Figuren. 95 


2. Fall. (Fig. 95.) Der Mittelpunkt b des ebten Kreiſes 
liege zwifchen dem Mittelpunkt a des anderen Kreifes und jenem 
Punkte e, durch den beide Kreisumfänge gehen. 

Nimmt man in dem Umfange des Big. 9. 

Kreifes a irgend einen Punkt d an, und 
zieht ad und ba, fo ift nad $. 61 

ab + bd > ad, 
oder da ad — ac — ab + be, 
auch ab + bd > ab + be, 
folglich bd > be. 

Der Punkt d Tiegt alſo außerhalb 
des Kreiſes b. Daffelbe laßt ſich für 
jeden anderen Punkt dieſer Peripherie zeigen. Beide Kreiſe haben 
alſo außer c Teinen anderen Punkt gemeinichaftlih und berühren 
daher einander in dieſem. 

Anmerkung. Die Richtigkeit des vorflehenden Satzes ergibt fih auch 
aus $. 103. Denn darnach folgt unmittelbar für dig, 94, daß ad > ac 
und für Fig. 95, daß bd > be iſt. 


Zu ſätz e. 

1) Da in dem erſten Falle jeder Kreis ganz außerhalb und 
im zweiten Falle der eine Kreis ganz innerhald des anderen 
tiegt, fo nennt man jene Art der Berührung eine Berührung 
don Außen umd diefe eine Berührung von Innen. 

2) Aus Obigem geht hervor, daß zwei Kreife einander von 
Außen oder von Innen berühren, je nachdem die Entfernung 
ihrer Mittelpuntte gleich der Summe oder gleich der Differenz 
ihrer Radien ift. 

3) ft die Entfernung der Mittelpunfte zweier Kreife größer 
als die Summe, ober Meiner als die Differenz ihrer 
Radien, jo haben beide Kreife feinen Punkt gemeinſchaftlich. 

4) Iſt die Entfernung der Mittelpunfte zweier Kreife. Heiner 
als die Summe, over größer als ber Unterſchied ihrer 
Radien, jo ſchneiden fie einander. 

5) Die Gerade, welche durch die Mittelpunkte zweier ‚Freie 
geht, nennt man Gentrale beiver Kreiſe. 

6) Sieht man die Gerade als einen Kreis an, deſſen nadius 
unendlich groß iſt, und berückſichtigt, daß bie Centrale zweier 


Fünfter Abſchnitt. 


‚en Durchſchnittspunlten mit dev Peripherie 
yenen Tangenten ſenkrecht fteht, fo gelangt 
?, daß ˖ man auch von ber Centrale eines Krı 
n ſprechen kann, und daß biejelbe erhalten wi 
tittelpunkte des Kreifes aus den Perpenbifel 


8. 106. Lehrſatz. 
'en zwei Kreife einander von Auße 
1, fo liegen die Mittelpunfte und t 
unlt in einer Geraden. 
Fig. 96. Beweis. 
1.8all. € 
Beide Kreife berü 
ander in c bon 
Lüge der M 
des einen Kreiſes 
der durch a und 
den Geraden, fo 
b, fo könnte m 
a und b‘ eine 
ziehen, welche t 
velfes um b’ in d ſchneidet. Num wäre 
ac + ch’ > ad + db‘, 
ch! = db! 
uch ac > ad, 
d müßte innerhalb des Kreiſes a fallen, we 
wäre. Folglich muß der Mittelpunkt des 
e durch a und c gehende Gerade fallen. - 
197. 2. Fall. (Fig. 97.) Bei 
berüßren einander von Inner 
| Es fei a der Mittelpunft t 
Kreifes, o der Berührungspunti 
nun ber Mittelpunkt des andere 
nicht in die Gerade ac, fondt 
nach b’ fallen, fo wäre 
ab’ + be >ac, 
ober da ac—= ad=ab' + 


Bon der Congruenz ber Figuren. 97 
auch ab’ + b’e> ab’ + brd, 
alfo be > ba, 


d. 5. der Punkt d fiele innerhalb des Heineren Kreiſes, was gegen 
die Annahme iſt. Der Mittelpunkt des Heineren Kreiſes muß alſo 
in die Gerade ao fallen. 


Zuſat. 

Errichtet man in dem Berührungspunkte den 
Perpendikel auf die Centrale, ſo iſt dieſer eine ge— 
meinfhaftlihe Tangente an beide Kreiſe. 


8. 107. Lehrſatz. 
Ein Beripheriewintel ift Halb fo groß wie der mit 
ihm anf gleihem Bogen ftehende Eentriwintel, 
Boransfegung (Fig.98—100.) . Fig. 98. 
Es ſei abe der mit dem Centriwinkel 
ade auf gleichem Bogen ac ftehenve 


Peripheriewintel. 
Behauptung. fo ift 
A abe = 4 ade. 
Beweis. 


1. Fall. GFig. 98.) Der eine 
Schenkel de ripheriewinkels 
abe gehe durch den Kreismittel⸗ 


puntt d, 

Mac 9. Ai dab HS abe — A ade 
und nad 8. 52 \ A dab = I abe, 
alfo 29Jabe= 2 ade 
ober A abe = 4 ade. 


2. Fall. (Fig. 99.) Der Mittelpuntt d liege zwiſchen 
den Schentein des Beripheriewintels abe. 
Zieht man den Durchmeſſer bf, fo ift nach dem 1. Halle: 


A abf = 4.5 adf 
und chf = 4 cdf 
felglip & abf + I chf = 4 adf + 42 cdf, 
ober 5 abe = 45° ade. 


3. Fall. (Fig. 100.) Der Mittelpuntt d liege außer» 
halb des Beripheriewintels abe, 
Spid, Lehrbuch der ebenen Geometrie. 6. Aufl. 7 


Fünfter Abſchnitt. 


ieht man ben Durchmeſſer bf, fo ift nach den 
A abf = 4% adf 
I dl = 4% cdf 

A abf — chf = 14 adf — 4. 
A abe = 4 ade. 


Fig. M. dig 


Zuſätze. 
) Alle Peripheriewinkel deſſelben Kre 
zleihen Bogen ftehen, find einander 
). 
) Zu gleigen Peripheriewinkeln ei 
ven gleiche Centriwinkel und gleiche! 
) : 
) Alle Beripheriewintel, deren Schen 
punkte eines Durchmeſſers gehen, we 
m Halbkreiſe ftehen, jind regte Win 
drige Centriwinlel ift ein flacher, alſo = 2R 
) Ein Peripherietvinfel ift ein fpiger, wenn 
a fteht, der Feiner, und ein ftumpfer, weı 
er ift, als der Halbe Kreisumfang. 
Beſchreibt man über der Hhpotenuje eines 
d8 einen Halbkreis, jo fällt der Scheitel des 
: Peripherie deifelben, ober: 
er geometrifche Ort der Scheitel all 
bene Strede gezeichneten rechten Wi 
diefe Strede als Durchmeſſer gezeich 


ugruenz ber Figuren. 99 


erede zwei gegenüberliegende 
awinses vewir, [u anna jich immer ein Kreis zeichnen, 
deffen Peripherie dur die vier Eckpunkte des Viereds 
geht. 

Die Richtigfeit diefes Satzes folgt unmittelbar aus 5, wenn 
man bie Scheitel der beiden anderen Winfel duch eine Strede 
verbindet, 

7) Verbindet man die Durchſchnittspunkte der Schenkel eines 
vechten Peripheriewintel8 und ber Sreisperipherie mit einartber, 
fo ift die Verbindungsftrede ein Durchmefjer des betreffenden 
Kreiſes. 


8. 108. Lehrſatz. 


Die Bogen, welche zwiſchen zwei parallelen Sehnen 
eines Kreiſes liegen, ſind Fig. 101. 
einander gleid. 

Vorausſetzung. eig. 101.) 

Es fei ab //.cd, 

Behauptung. jo ift Bogen 
ac = Bogen bd. 

Beweis. Zieht man be, fo ift 

A abe = 5 bed, 
alfo nach 8. 107. Zuf. 2 
Bog. ao — Bog. bd. 


8. 109. Lehrſatz. - 
Ein Berührungswinkel ift halb fo groß [wie ber 
Gentriwinfel, welder auf vem Bogen fteht, der zwi— 
ſchen den Schenteln des Berührungsmwintels Yiegt. 
Vorausſetzung. (Fig. 102 ſ. folg. S.) Es fei J abe ein Be- 
rührungswinkel, d der Kreismittelpunft, 
Behauptung. jo ift A abe = + bde. 
Beweis. Berlängert man bd bis f und verbindet c mit f} 
fo ift nad) 8. 98 
A abe -A cf R 
und da nach 8. 107. Zuſ. 3 A bef ein rechter iſt, nach 8. 46. 
Zuſ· 4 auch 
. ZIbe+ A ebf — R 
1* 





100 Fünfter Abſchnitt 


alfo auch A abe 

Nun ift aber nach 8. 107 A bfe 

folglich auch A abc 
Zufäge 


1) Da jeder Peripheriewinkel über 
ift, fo ergibt fich der Satz: 

Haben Berübrungswintel u 
eines und deſſelben Kreiſes glı 
ihren Schenteln, fo find fie eina 


Fig. 102. 


2) Iſt 2 abe (Fig. 108) ein Be 
zieht cf // ab und den Radius df, fo i 

A bat — e 
alſo auch nach 8. 84 

Bog. fb — Bog. 
d. h. die zwiſchen dem Berü 
Tangente und den Endpunkten 
parallelen Sehne liegenden B 
gleich. 


O 8. 110. Lehr 

Jeder Sehnenwintel iſt glei 
ber zwei Centriwinkel, welche a 
die zwiſchen ſeinen Schenkeln u 


rungen liegen. 





Bon der Congruenz der Figuren. 


Borausfegung. (Fig. 104) ES fein af und cd zwei 


Sehnen, m der Kreismittelpunkt, 
Behauptung. fo ift Big. 104. 
A abo = 4 (ZJamc + A dmf). 
Beweis, Zieht man ad, fo it 
nad $. 44 B 
A abe — Lade+ fad, 
oder nach 8. 107 
A abe — + Jamc+ 4 dmf, 
oder 
A abe — amo - Jdmf). 


O8. 111. Lehrſatz. 


Ein Sekantenwinkel iſt glei der halben Diffe— 
venz ber zwei Gentriwintel, welde auf ven zwiſchen 


ſeinen Schenkeln liegenden Bogen ſtehen. 


Vorausſetzung. (Fig. 105.) Es ſei I abe der Sekanten ⸗ 


winlel, m der Kreismittelpunkt, 


Behauptung. ſo iſt abe = ( ame — A ädmf). 


Big. 105. 


Beweis. Zieht man af, fo folgt nach 8. 44: 
Zabe= ZI afee— Zdaf 
oder nah 8.107 X abe = 4 ame — 4. duf, 
oder A abe = A ame — I. duf). 


Fünfter Abſchnitt. 


2. Anwendung der vorhergehend 
1. Aufgabe. 
ttelpuntt eines Kreisbogens ober ein 


ung. Ziehe irgend zwei Sehnen 
: Mitte Perpendilel, jo ift ber 8 
: Mittelpunkt, 
3. Die Nichtigfeit des Verfahren fı 
2. Aufgabe. 
1. 106. Einen Kreis zu zı 
drei nicht in einer 
Buntte a, b und c 
durch die drei Eckpun 
abe geht. 
Auflöfung. Bet: 
3 B. ab und be als 
fahre dann wie in be 
‚ Der Beweis fol 
rtungen. 1) Wird ac halbirt und in ber ! 
richtet, fo muß auch biefe durch den Mitt 
krechten fehneiden einander alfo in einem 
äßt ſich daher nur ein Kreis legen, unt 
m drei Punkte gemein, fo müſſen fie einan! 
ı dem Kreife fagt man, er fei dem Dreied 
8. Aufgabe 
wabe zu ziehen, welche einen Kreis in 
hrt. 


ung. Errichte in dieſem Punkte auf 
: Sentrechte, fo ift dieſes die verlang 
8. Vergl. 8. 97, 
4. Aufgabe. 

em Punkte außerhalb eines Kreifes a 
ı ziehen. 

fung. Iſt b (Fig. 107, f. ©.) der! 
ı Mittelpunfte a und befehreibe über al 
reis ach, fo iſt der Durchſchnittspun 
en Kreife der Berührungspunft und 





Bon der Eongruenz der Figuren, 103 
Beweis. Nach 8. 107. Zuf. 3 ift I ach — N, alfo be 
nad 8. 97 eine Tangente. 
Fig. 107. 


Zu ſätze. 
1) Da der über ab beſchriebene Kreis den gegebenen Kreis 
nochmals in d ſchneidet, fo find von jedem außerhalb eines Kreiſes 
gelegenen Punkte b aus zwei Tangenten an benfelben möglich. 


2) Da sad. 
. A aeb — A adb — R 
und ab — ab, 
fo iſt A acb 2 A adb, 
folglich be=bd | 
und A abe = 2 abd, d. &.: 


a) Die zwei von einem Punkte aus nad einem 
Kreife gezogenen Tangenten find einander gleich. 

4) Die Berbindungslinie jenes Punktes mit dem 
Kreismittelpuntte Halbirt den Winkel, welchen 
die beiden Tangenten mit einander bilden. 


5. Aufgabe 

Einen gegebenen Kreisbogen zu halbiren. 

1. Auflöfung. afb (Fig. 108, f. ©.) fei der zu halbirende 
Bogen. Halbire den zugehörigen Gentriwinfel acb, fo halbirt 
deſſen Halbirungslinie cf auch den Bogen afb. 

Beweis. Da A acf-=  feb, fo ift nach $. 84 au 

Dog. af = Bog. fb. 


a 





Fünfter Abſchnitt. 


Auflöfung. Erricte von c aus bie Sen! 
m Bogen gehörige Sehne ab, jo halbirt dieſell 
eweis. Vergl. 8. 89. 

6. Aufgabe. 
‚ber eine gegebene Streclke einen Bogen zu be 
gegebenen Winkel faßt, d. h. über jene Sttede 
ı zu conftruiven, daß alle Wintel, deren Sch 
ı fallen und deren Schenkel durch die Endpunl 
gleich dem gegebenen Winkel find. 


Fig. 108, Big. : 


uflöfung. (Fig. 109.) ab jei bie gegebene € 
l. Trage Iegteren in a an ab — bar 
_ ac und in ber Mitte von ab die Gerabe nı 
Durchſchnittspunkt m der Mittelpunkt bes 
8 adfb, und jeder Winkel, wie z. B. I a 
3a 

eweis. Da ac | ma, fo iſt erftere nad 
nte und A bac = A «a ein Berüßrung 








FTP (. 8. 109); aber bie I adb, afb ic. find als 
Sb, pllich it 

8. 109. Zuſ. 1) 

od Zalb=..... bae — La. 


Anmerkung. Der Bogen adfb ift alſo der geometriſche Ort der 
pigen aller Dreiede, von welchen eine Seite und der gegenüberliegende 
intel gegeben find, 
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8. 113. Aufgaben zur Uebung. 
| A. Lehrſätze. 


O 1) Unter allen Sehnen, welde man burd einen innerhalb eines 

Kreifes gelegenen Punkt ziehen Tann, ift diejenige bie, leinfte, 

| welche den durch jenen Punkt gehenden Durchmeſſer recht⸗ 
winklig durchſchneidet. 

le) Wenn man in dem größeren von zwei concentriſchen Kreiſen 
eine Sehne fo zieht, daß dieſe den kleineren Kreis durch— 
fchneivet, oder berührt, fo find die zwifchen beide Kreiſe 
fallenden Sehnenftüde einander gleich. 

1b) Schneiden zwei Sehnen innerhalb eines Kreiſes einander 

ſenkrecht, fo ift die Summe der zwifchen zwei Scheitelwinfeln 
liegenden Bogen gleich der halben Kreisperipherie. | 

2) Die Tangenten an den Endpunkten eines Durchmeſſers find 
parallel zu einander. | 

O 3) Die Tangenten, weldye in den Endpunkten einer Sehne an 
den Kreis gezogen werden, convergiven auf ber Seite, auf 
welcher der Kleinere Bogen liegt. 

3a) Zieht man zwifchen zwei Langenten eines Kreiſes, welche 
einander ſchneiden, auf der dem Schnittpumkte zugelehrten 
Seite eine dritte Tangente, jo bildet diefe mit den zwei zuerft 
gezogenen ein Dreied, deſſen Umfang ftet8 gleih der Summe 
diefer zwei Tangenten ift. | 

2 3b) Je zwei der Mittelpunkte der drei die Seiten eines Dreiecks 
von außen berührenden reife liegen mit einem Eckpunkte 
des Dreieds in einer Geraden. 

4) Zwifchen der Tangente eines Kreifes und deſſen Peripherie 
läßt fi durch den Berührungspunkt feine Gerade ziehen. 

5) Je zwei einander gegenüberliegende Winkel eines Kreisvierecks 
betragen zufammen 2R. 

6) IR die Summe je zweier Winkel eines Vierecks, welche 
einander gegenüberliegen, 2R, fo läßt fih um daſſelbe 
ein Kreis befchreiben, der durch die vier Eckpunkte geht. 

7) Zeichnet man ein Viereck fo um einen Kreis, daß Die, vier 
Seiten denfelben berühren, fo ift die Summe je zweier 

- gegenüberliegenden Seiten bie gleiche. | 

7a) Die Differenz aus der Summe der zwei Katheten und ber 
Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreieds ift gleich dem Durch⸗ 
mefler des in das Dreied eingezeichneten Kreiſes. 

8) Zwei Kreife, weldhe einander ſchneiden, können nie mehr als 
zwei Punkte gemeinfchaftlich haben. | 

i 9) Berbindet man irgend einen innerhalb, oder außerhalb ber 
r Peripherie eines Kreifes gelegenen Punkt mit deſſen Mittel» 
' punkt, und befchreibt über dieſer VBerbindungsftrede als Durd- 


Fünfter Abſchnitt. 


meffer einen Kreis, fo wird jede Sehne bes 
oder deren Verlängerung durch jenen Pur 
Beripherie des zweiten Kreiſes in zwei gle 

) Schneiden zwei Kreife einander, fo fteht 
linie der zwei Durchſchnittspunkte ſenkrech 
und wird durch diefe halbirt. 

a) Zieht man durch den Berührungspunkt 
von den beiden Kreisperipherien begrenzti 
flimmen die Entpunfte zwei zu einanber 

) Halbirt man alle Winkel, oder aud alle 
beliebigen Bieveds, fo Bilden in beiben Tau 
inien ein Kreisviered, 

) Benn man eine Strede mit ben zwei Er 
einander rechtwinl durchſchneidenden ©: 
ift der Ort ihres Mitteipunftes eine Krei 

a) Der geometrijhe Ort der Halbirungspu 
eines Kreifes, welche durch einen und ben’ 
ift eine Kreislinie, welche über die Entfern 
vom Kreismittelpunkte als Durchmeſſer be 

) Zeichnet man in-einen Kreis ein Rechteck 
Edpunkten defelben Tangenten, fo bilden 

) Schneiden zwei Kreife einander und m 
einen Durchſchnittspunlte aus zwei Durch 
liegen die Endpunkte dieſer Durchmeffer 
Durchſchnittspunkte in einerlei Geraden. 

):Föht-man von den Edpuntten eines D 
auf die gegemüberliegenden Seiten, jo ha! 
Winkel des durch ihre Fußpunkte beftimm 

a) Zeichnet man um ein gleichſeitiges Dreier 
verbindet irgend einen Punkt der Peripl 
ven brei Edpuntten des Dreieds, fo ift 
Berbinbungsftreden glei) der Summe de 

b) Beſchreibt man um ein beliebiges Dreied 
fällt von irgend einem Punkte ver Peripf 
Perpendilel auf die Dreiedfeiten, fo lie 
punkte in einer Geraden. 

o) Beſchreibt man über jede der Seit 
einen Kreis und zieht an ben eff berfi 
punkten ber zugehörigen Seite Tangentı 
Durchſchnittspunkte derſelben mit den beit 
und ber britte Eckpunkt des Dreieds in ı 

‚d) Beſchreibt man durch die Edpunlte eines { 
von welchen fi) je zwei auf ven — 
begegnen dieſe Kreiſe einander nochmals i 
ſelben Punkte. 
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16) Zieht man dur einen ber Durchſchnittspunkte der Peri- 


pherien zweier Kreiſe zwei Gerade und durch bie Durch— 
ſchnittspunkte derfelben mit jedem der beiden Kreife wiederum 
Gerade, jo ift die Größe des von dieſen Geraden gebildeten 
Winkels von der vage jener Geraden unabhängig d. t. conftant. 


B. Eonftructionen. 


1) Mit gegebenem Halbmeffer einen Kreis zu richuen der durch 
zwei gegebene Punkte geht. 


la) Den geometriſchen Ort eines Punktes für eine beſtimmte Ent⸗ 


ſernung von der Peripherie eines egebenen Kreiſes zu finden. 

2) Einen Kreis zu zeichnen, der zwei gegebene Punkte geht 
und deſſen Mittelpunkt in eine gegebene Gerade fällt. 

2a) Einen Kreis zu conſtruiren, deſſen Mittelpunkt in eine ge— 
gebene Gerade fällt und der zwei andere parallele Gerade 
nach gegebenen Sehnen ſchneidet. 

2b) Einen Kreis zu zeichnen, welcher zwei gegebene Parallelen nach 
beſtimmten Sehnen ſchneidet und durch einen gegebenen Punkt 
geht. 


8) Einen Kreis zu zeichnen, welcher durch die vier Eckpunkte 


a) eines gegebenen Quadrats, 
N eines gegebenen Rechtecks gebt. 

4) Eine Gerade und ein Punkt find gegeben ; man fol von 
biefem aus als Mittelpunkt einen Kreis beſchreiben, der die 
Gerade ſo ſchneidet, daß das zwiſchen die Peripherie fallende 
Stück derſelben einer gegebenen Strede gleich wird. 

5) Ein Kreis und in ihm eine Sehne find gegeben, man fol 
mit dieſer eine andere Sehne parallel und gleich einer 
gegebenen Strecke ziehen. 

5a) In einem Dreieck einen Punkt fo zu beftimmen, daß bie drei 
Berbindungsftreden vefjelben mit ben Eckpunkten des Dreiecks 
drei gleiche Winkel einſchließen. 


6) Es find drei Punkte gegeben; man foll einen vierten Punkt 


von: folder Lage finden, daß die drei Verbinpungsitreden 
mit den brei gegebenen Punkten zwei gegebene Winkel bilden. 
(Das Pothenot'ſche Problem.) 

7) Ein gleichjeitiges Dreieck zu conftruiren, beffen Eckpunkte in 
drei gegebene parallele Gerade fallen. 

7a) Ein gleichfeitiges Dreieck zu conftruiren, deſſen Etpuntte in 
brei beliebig gegebene Gerade fallen. 

8) Dean foll in einen Kreis zwei gegebene Streden ala Sehnen 
fo eintragen, daß fie einander unter einem ‚gegebenen Winkel 
ſchneiden. 

9) In einem gegebenen Kreiſe eine Sehne zu ziehen, welche gleich 
einer beſtimmten Strecke und parallel einer gegebenen Geraden iſt. 
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9a) Durch einen gegebenen Punkt in einen 
Sehne zu ziehen. 

M) Bon einem Punkte in ber Peripherie 
eine Sehne zu ziehen, welche einen geg 
Mittelpuntt hat. 

10) Parallel zu einer gegebenen Geraden eir 
gegebenen Kreis zu ziehen. 

11) An einen gegebenen Kreis eine Tangeni 
mit einer gegebenen Geraden einen befti 

12) Un einen Kreis zwei Tangenten zu ziehen, 
einem gegebenen. Winkel ſchneiden. 

13) Un zwei gegebene Kreife eine gemeinfch, 
ziehen, welde die Centrale nicht ſchneide 

14) Eine gemeinſchaftliche Tangente an zwi 

welche die Centrale ſchneidet. 

15) Man fol eine Gerade fo ziehen, daß 
gegebenen Punkten auf fie gefällten Perpe 
Streden gleich werben. 

16) In einem gegebenen Punkte ber Periz 
deſſen Mittelpunft nicht befannt ift, eine 
ohne jenen zu beflimmen. 

17) In ein Quadrat einen Kreis zu zeichne: 
Seiten berührt. 

18) Einen Kreis, welder die drei Seiten eir 
d. i. den biefem Dreiede eingeſchr 
conftruiren. 

Berührt ein Kreis eine Seite von 
Tängerungen ber beiden anberen Seiten, 
dem Dreied angefhrieben. Wie 
ſchriebenen Kreife gibt e8 für jedes T 
man den Mittelpunkt eines folden? 

Anmerkung. Vach $. 37. A. 1. liegen 


der angefchriebenen Kreife je zwei mit einem 
in einer Geraden. 


19) Ein Winkel und ein Punkt find gegel 
dieſem aus eine Gerabe fo ziehen, daß 
ſchenkeln ein Dreied von gegebenem Um 

20) Ein Dreied und ein Punkt außerhalb | 

- find gegeben; man foll durch dieſen Pur 
ziehen, melde zwei ber Dreiedfeiten fü 
Summe ber zwei an ber britten Seite 
gleich der von den beiden Dreiedfeiten < 
begrenzten Strede iſt. 

202) Es find drei Punkte gegeben; man foll 





—— _ 
- 
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firuiren, daß die drei von den Punkten aus an ihn ge- 
zogenen Tangenten einander gleich werben. 

Wie viel folcher Kreife gibt es und welches ift ber 
. größte unter ihnen, der dieſer Bedingung entfpricht? 

21) Zwiſchen zwei'gegebene nicht parallele Gerade einen Kreis mit 
beftimmtem Halbmeffer fo zu befchreiben, daß er beide berührt. 

22) Einen Kreis zu zeichnen, der zwei gegebene Gerade und zwar 
die eine in einem beftimmten Punkte berührt. 

23) Einen Kreis mit gegebenem Halbmeffer zu zeichnen, der durch 

- einen gegebenen Punft geht und eine gegebene Gerade berührt. 
23a) Einen Kreis mit gegebenem Radius zu conftruiven, der die 
eine von zwei gegebenen Geraden berührt, von der anderen 
aber eine gegebene Strede ald Sehne abſchneidet. 
23b) Zwei Gerade find gegeben; man fol mit gegebenem Radius 
einen Kreis zeichnen, welcher die beiden Geraden nad ge= 
gebenen Sehnen ſchneidet. | 

230) Einen Kreis mit gegebenem Radius zu zeichnen, fo daß bie 

- -von zwei gegebenen Punften aus an vdenfelben gezogenen 
Zangenten gegebene Längen haben. 

23d) Zwei reife, welche einander ſchneiden, find gegeben; man 
fol durd einen der Durchſchnittspunkte eine den beiden 
Kreifen gemeinſchaftliche Selante von gegebener Länge ziehen. 

23e) Mit beftimmtem Halbmefjer einen Kreis zu zeichnen, der 
durch einen gegebenen Punft geht und die Peripherie eines 
gegebenen Kreifes berührt. | 

23f) Einen Kreis mit beftimmten Halbmeffer zu zeichnen, fo daß 
durch ihn die Peripherie eines gegebenen Kreifes halbirt und 

eine gegebene Gerade berührt wird. 

238) Durch die drei Eckpunkte eines Dreiecks drei Streden fo zu 
ziehen, daß dieje ein Dreied bilden, welches einem gegebenen 
congruent ift. 

24) Einen Kreis zu zeichnen, deſſen Mittelpunkt in eine beftimmte 
Gerade fällt und der zugleich zwei andere gegebene Gerade 
berührt, 


24a) Einen Kreis mit gegebenem Radius zu zeichnen, welcher zwei 
andere gegebene Kreife nach beftimmten Sehnen ſchneidet. 


25) Von drei gegebenen Punkten ala Mittelpunften aus drei 
einander von außen berührende Kreiſe zu zeichnen. 


26) Einen Kreis zu zeichnen, der eine gegebene Gerade in einem 


beftimmten Punkte ‚berührt und durch einen außerhalb der 
Geraden Tiegenden Punkt geht. | 

27) Dan fol einen Kreis zeichnen, ver durch einen außerhalb 
der Peripherie eines gegebenen Kreifes Tiegenven Punkt gebt 
und diefen Kreis in einem beftimmten Punkte berührt. 


110 .  Zünfter Abſchnitt. 


28) Einen Kreis zu conftruiren, ber ei 
einem  beftimmten Punkte und ei 
B ausſchließend, b) einſchließ 

29) Es ſoll ein Kreis conſiruirt werden 
Kreis in einem beftimmten Punkte un 
berührt. 

80) Ein Kreis und eine Gerade find g 
einem beftimmten Halbmeſſer einen K 
berührt. 

81) Einen Kreis .mit gegebenem Halbmeſ 
zwei gegebene Kreiſe ausfchliegen 

32) Mit gegebenem Halbmeffer einen Krı 
zwei gegebene Kreife einſchließend 

33) Man fol mit gegebenem Halbmeſſen 
der von zwei anderen gegebenen Kı 
den anteren ausfchliegenn berührt. 

34) Es find zwei Kreife gegeben; man | 
zeichnen, welder beide, und zwar 
ſtimmten Punkte berührt. 

35) Ein Kreis und in ihm ein Punkt fi 
mit gegebenem Radius einen zweite 
dur jenen Punkt geht und ven erft 

36) Es find zwei nicht parallele Gerade 
der, Kreiß gegeben; man fol einen 
welcher die Geraden und jenen Kreit 

36a) Drei Gerade a,, ag, a, fÄneiden e 
demfelben Punfte p und find ver La 
fol eine gegebene Strecke s fo zwiſch 
daß fie von a, halbirt wird. 

866) Drei Gerade a,, ar, ag, welche ein 
denen Punkten ſchneiden, find der La 
fol eine gegebene Strede s fo zwiſe 
daß fie von a, halbirt wird. 

37) Ein rechtwinkliges Dreied zu conftru 

a) die Hypotenuſe und eine Kathe 

b) die Öypotenufe und die zugehdı 

e) die Abſchnitte, welche bie zur H 
auf ihr bildet, 

d) den Umfang und die zur Hype 

38) Ein Dreied zu zeichnen, von welden 

a) eine Seite uud die zu den bei 
hörigen Höhen, 

b) eine Seite, bie zugehörige Hd 
gegenüberliegende Winkel, 





Ar iii a 
7 
» 2 
J 
a 
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o) die zwei Abſchnitte einer Seite, welche durch die zu: 
gehörige Höhe gebildet werden, und der Winkel, von 
deſſen Spite aus dieſe geht, 

d) die Fußpunkte zweier Höhen auf den zugehörigen Seiten 
und eine Gerade, welche mit ber britten Seite zu⸗ 
fammenfällt, | . 

e) zwei Seiten und die Differenz ber ihnen gegenüber: 
liegenden Winkel, 

f) zwei Seiten und die zur dritten Seite gehörige Höhe, 

g) eine Seite, die Summe ber zwei anderen Seiten und 
die zu einer von diefen Seiten gehörige Höhe, 

h) eine Seite, die Differenz der beiden anderen Seiten und 
die zu einer diefer Seiten gehörige Höhe, 

ji) zwei Höhen und der Winkel, durch deſſen Scheitel die 
eine biefer- Höhen geht, 

K) zwei Höhen und einer der Abfchnitte, welche durch die 
eine dieſer Höhen auf der zugehörigen Seite gebilvet 
werben, 

I) ein Winkel, vie gegenüberliegende Seite und die Ver⸗ 
bindungsftrede des Mittelpunktes diefer Seite mit dem 
Scheitel jenes Winkels, 

m) der Umfang, eine Höhe und der Winkel, durch den die 
Höhe geht, 

n) einen Winkel, die von deſſen Spige ausgehende Höhe 
und den Radius des in das Dreied gezeichneten Kreiſes, 

0) die drei Mittelpunfte der drei angefchriebenen Kreiſe, 

p) eine Seite, bie Differenz der beiden anderen Seiten 

= und der Halbmeffer des eingefchriebenen Kreifes, 

q) Hinfichtlih der Lage und Größe der eingefchriebene und 
einer der angefchriebenen Kreife, 

r) aftüg der Lage und Größe zwei der angefchriebenen 

eife. 

89) Die Fußpunfte der drei Höhenperpendikel eines Dreiecks find 

gegeben, man fol das Dreied conftruiren. 

40) Ein Parallelogramm zu zeichnen, wenn die beiven Diago- 

nalen und ein Winkel gegeben find. 

41) Ein Viereck zu conftruiren, von weldem man fennt: 

a) eine Diagonale, die beiden gegenüberliegenden Winkel 
und zwei einander gegenüberftehende Seiten, 

b) zwei Seiten, den von ihnen eingefchloffenen Wintel und 
die zwei Winkel, welche die beiden anderen Seiten mit - 
der durch ihren Bereinigungspunft gehenden Diagonale 
bilden, 

c) drei Seiten, einen der eingejchloffenen und den dieſem 
gegenüberliegenden Winkel, 


Fünfter Abſchnitt. 


yonalen, zwei ang 

anderen Seiten 
eine‘ Diagonale, 
r Seite ‚bildet mi 
nden Winkel. 


Berechnungen 


mit einem Cent 
Bogen ftehende Pı 
teht auf einem ! 
Peripherie iſt; 
ender Umfangswi 
nel ſchneiden zu 
wiſchen feinen Sd 
ilel 100° 48° un! 


Schfter Abſchnitt. 


yeis. Da ad } be, 
as bh, 
ch 8. 8 A dag — Lebf 
Aadg 2 A bet; 
dabf — dabf, 
\ dabf — A adg — dabf — 
Par. abfg — Par. ab 


8. 116. Lehrſatz. 

iede von gleiher Grundlinic 
nander gleich. . 
‚eis, Ergänzt man jedes der Dreic 
fo find nach vorhergehendem Leh 
einander gleich. Da die Dreiede 
ver betreffenden Parallelogramme fi 
gleich fein. ' 


8. 117. Zufäge. 

Ile Dreiede, welche man ül 
„daß die gegenüberliegend 
jer Strede parallele. Ger 
r gleich (8. 71. Zuf. 2). 

jenn zwei gleihe Dreiede e 
rundlinie haben, jo fallen 
n eine zur Grundlinie Para 
ierbindungsftrede durch die € 


in Dreier ift die Hälfte eines 
ihm gleihe Grundlinie und 


8. 118. Lehrſatz 
ein Dreied mit einem Ba: 
Brundlinie, aber die doppe! 
öhe, aber die Doppelte Gru 
leich. 


heit der Parallelogramme und Dreiede, 


(Big. 112.) Die Höhe mf ſei — 
Behauptung. jo ift Par. abed = A abm. 
Beweis. Zieht man durch m Fig. 112. 
die Parallele mk zu ab, verlängert 
be bis k umb zeichnet über de und 
ck das Paralfelogramm dekh, fo 
iſt nad 8. 116: 
Aabm = Aabk — 4 Bar. abkh 
und 
Bar. abed — 4 Bar.abkh, 
“folglich auch " 
Par.abed = Aabm. 
Auf gleiche Weife läßt ſich der 
Sat für den zweiten Fall bemeifen. 


8.119. Lehriag: 

Zieht man durch irgend einen Punkt der Diag 
eines Barallelogramms zu den Seiten parallel 
trade, jo find vom den Bier Fig. 118. 
durch gebildeten Barallelo- 
grammen diejenigen, durch 
welche die Diagonale nit 
geht, einander gleich. 

Behauptung. (Fig. 113.) 

Bar. ghdl — Par. gfbk. 
Beweis. Es ift nad $. 70 
D)AacdınA ac, 
2) Aagl 2 A agk, 
3) Agha A gel. 

Addirt man 2) ımd 3) und ſubtrahirt die Summe vnoı 

bleibt: Par. ghdl — Par. gfbk. 


8.120. Lehrſatz. 
Hat ein Rechteck mit einem Paralleltrapez ı 
Höhe und deſſen Mittellinie zur Grundlinie, fı 


demfelben gleich. 
s® 


ben 
nach 
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Behauptung (dig. 118.) (ng — p! = mp — 
ng? + pqg? — 2 .nq ..pq. 

Beweis. Beſchreibt mar über nq. das Quadrat ngdf, er⸗ 
richtet in p die | pg auf ng, macht nh = np — (ng — pg) 
und zieht hm // ng, fo wird . 
npkh ober (ng — pq)? = ngdf — hfdm — pqmk 

s — ngdf — hfdm — pgdg + kmdg 
oder da hidm — pgdg = dq.pq —=nq . pq u. kmdg=pg?, 
au  npkh = (ng — pg)? = nq? + pq? — 2.ng.pq. 

8. 125. Lehrſatz. 
Das Rechteck gebildet aus der Summe und Diffe- 


ven; zweier Streden ift gleich der Differenz deir 
Quadrate über beiden Streden. 


Behauptung. (dig. 119.) Big 110. 
(mn -+ op) (mn — np) = mn? 
— pt. ’ 


Beweis. Zeichne über mn das 
Quadrat mokh, errichte pq | mp 
und verlängere hk bis q, trage np 
nad) hg und ziehe gd // mp, fo 


„ft mpdg ober das Rechter 








(mn -+ np) (mn.— np) = mnkh + npgk — gfkh — fdgk, 
oder da npgk = gfkh, 
(mn -+ np) (mn — np) = mnkh — fdgk, 
— mn? — fd? — mn? — np®. 
Anmerkung. Bezeihnen wir durch a und b zwei Streden, fo laſſen 
ſich die Säge der drei letzten Paragraphen kürzer fo ausdrücen: 


Da+br at bt 4 2b. 

2) (a — bi a4 bt — 2b, 

„)@a+b (G — b) — a* — bi 
8.126. Lehrſatz. 


Wenn man über den drei Seiten eines rechtwink— 
ligen Dreiecks Quadrate beſchreibt, ſo iſt das Quadrat 
über der Hypotenuſe gleich der Summe der Quadrate 
über den beiden Katheten. 

Behauptung. (Fig. 120.) Quadrat befd = Q. abgh + 
OQ. aclk. . ‚ v 





\ 
F 
% 
3 
# 
— 
K 
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kr 
ı 


120 Sechſter Abſchnitt. 


1. Beweis. Fällt man vom Scheitel a des rechten Winkels 
aus den Perpendilel am auf die Hypotenuſe und verlängert dieſen, 
bis er die gegenüberliegende Quadratſeite in p trifft, jo wird das 
Quadrat über der Hhpotemufe in zwei Rechtecke zerlegt, und es ift 
nun zu beweijen, daß bdpm == abgh und cfpm — aclk ift. 


Fig. 120. 


Zieht may die in der Figur verzeichneten Hilfslinien, jo ift: 


ab=b; * ac—=cl 
el als Quabratfeiten (eb 


ZJabd= Zgbe(—R+Zabe) Zacf—= Zlcb(=-R-+ Zach) 
folglich 
Abdan Abeg und Ada 2A chl .....1) 


Nun ift aber nad 8. 117. 1 umd 8. 70: 
Abda— Abdm = PR und Acta Acta 


abgh aclk 
2 














und Achl=A cal 


aiſo nach 1); Em SER mp pm uck, 
ober 2) Rechteck bapm = O. abgh u. 3) cfpm = aclk. 


ebenjo Abeg= A bag = 
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Addirt man 2) und 3), jo folgt: 
bdpm + cfpm = abgh + aclk, 
ober Q. befd — Q. abgh + Q. aolk. 
Anmerkung. Drüdt man die Quadrate nad) $. 122 aus, fo er- 


hält man: 
bet — ab? + act., 


2. Beweis, Es fei (Fig.121) Fig. 121. 
abe das rechtwinklige Dreied. 
Man verlängere die eine Rathete 
ac um cd — ab, befchreibe über 
al= (ac-+cd) ein Quadrat adig 
und errichte in b und e die Ber- 
penbife[ bk und ch auf be, fo ift 
zunächſt nachzuweiſen, daß behk 
ein Quadrat iſt. 
Da d=ab, 
Ad — A a 
und Ao — Am 
wi > + Jı=- A Ao — Mil 
A cdh © A abe. 
Ebenfo läßt fich zeigen, daß 
Abgk 2 A abe, 


alſo gk = ab iſt. 

Man Hat daher kf = gf — gk = ag — ab — bg, 
fh= gk 

und 4Vt=ıg 


ſomit auch A kfh 2 A bgk. 
Die vier Dreiede find alſo congruent, daher 
be = ch = Ik = kb, 
und ba A kbe — A beb — R, 
fo iſt das Viereck behk ein Quadrat. Nun iſt aber 
Q. behk — D.adfg — 4. A abe, 
ober nach 8.122 be — ad’ — 2.ab.ac, 
oder be? = (ab-tac)?— 2.ab.ac, 
over nach 8.123 be? — ab’+ac? +2.ab.ac—2.ab.ac, 
ober enblich be? = ab?-+ ac}, 
Anmerkung. Diefer äußerſt wichtige Say wird nad) feinem Be- 
gender, dem Philofophen Pythagoras (um 550 v. Chr.), der pytha= 
goräiſche Lehrfag genannt, 


eich 


ers 


bm 


hör 
mn! 
afı 


)re 
and 


rechter. 
Vorausſetzung. (Fig. 128.) 
Es ſei cb? = ab?.+ ac}, 
Behauptung. fo iſt Meab —R. 
Beweis, Erxrichtet man in a auf 





ca bie Senkrechte ad — ab und zieht cd, 

fo ift ad — ab; 
ao — ac 

und da cd? — ad? + ach, 
ch? — ab? + act, 
ad? — ab}, 

u cd — cb, 

folglich A ade 2 A abe, 


fomit A ead — A cab — R. 


*) Die Säge, daß die Summe zweier Rechtecke a. b und b. c 
dem Rechtecke b (a + c), und die Differenz. zweier Rechtecke a. b — 
gleich dem Rechtede b (a — c) ift, laſſen ſich ſehr leicht mittelft Zuzi 
einer Figur beweifen. 

Fuhret biefes aus! 
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2b) Unter allen Dreieden, welche man über eine Strede als 
Grundlinie conftruirt und bei welchen bie der Baſis gegen- 
überliegenven Winkel gleich find, ift das gleichſchenllige das 
größte. 

3) In jedem Parallelogramm find die Rechtede, gebildet aus 
einer Seite und dem Abftande von den gegemüberliegenden 
Edpuntten, einander gleich. 

4) Eine Raute ift die Hälfte des über den beiden Diagonalen 
beſchriebenen Rechteds. 

6) Das Rechteck aus der Hypotenuſe und der zugehörigen Höhe 
eines rechtwinkligen Dreieds iſt gleich dem Nedtede aus 
beiden Katheten. 

5a) Zieht man von ber Spige eines gleichſchenlligen Dreieds 
aus eine beliebige Strede nach der Grundlinie, fo ift das 
Quadrat über dem einen Scenfel gleich der Summe be 
fiehend aus dem Quadrate über jener Strede und bem 
Rechtecke der beiden Abſchnitte, in welde dieſe die Grund⸗ 
linie theilt. 

6) Ein Biered ift gleich dem Rechtecke, welches man über einer 
Dipgonale mit der halben Summe der zwei von den gegen= 
überliegenden Eden auf fie gezogenen Perpenbifel conftruirt. 

7) Schneiden in einem Vierede die Dingonalen einander unter 
echten Winkeln, fo ift die Summe ver Quadrate über je 
zwei gegenüberliegenden Seiten einander gleich. 

8) In einer Raute ift die Summe der Quadrate über ben 
zwei Diagonalen gleich dem Quadrate über dem halben 
Umfange derſelben. 

9) Im jevem Parallelogramme ift die Summe ber Quabrate 
über ven beiden Diagonalen, glei der Summe der Duabrate 
über den vier Seiten. 

10) Bieht man von jeder Ecke eines Dreieds Strecken nach den 
ittelpunften der gegenüberliegenden Seiten, fo iſt die vier: 
fache Summe der Quadrate über diefen Streden gleich der 
dreifachen Summe der Quadrate über ven Dreiedjeiten. 
10a) Fällt man von irgend einem Punkte innerhalb ober außer 
halb eines Dreieds aus Perpendifel auf die Seiten deſſelben 
oder beren Berlängerungen, fo tbeilen dieſe jede Seite in 
zwei Abfchnitte der Art, daß die Summe der Ouabrate über 
drei berjelben, melde nicht aneinanberliegen, gleich ift ver 
Summe der Quadrate über den brei anderen, 

10b) Die Summe ber Ouabrate über den Diagonalen eines 
Paralleltrapezes ift gleih der Summe der Quadrate über 
den nicht parallelen Seiten und dem doppelten Rechtecke ge- 
bildet aus ven beiven parallelen Seiten. 


| nu — ... 
.., * 
⁊ * " 
." — 


— 
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2) Ein gegebenes Dreied in ein anderes zu verwandeln, von 
welchem gegeben ift: 
a) eine Seite, 
b) ein Wintel. 

2a) Durch die Schenkel eines Winkels eine Traneverlale ſo zu 
ziehen, daß dieſe ein Dreied abſchneidet, welches einen 

gegebenen gleich ift. 

3) Ein gegebenes Dreied in ein gleihichenkliges zu verwandeln. 

3a) Ein Dreieck in ein Rechteck zu verwandeln. 

4) Ein Dreied in ein Parallelogramm zu verwandeln, das eine 

gegebene Seite hat. 

5) Ein Sechseck in ein Dreied zu verwandeln. 

Ein Fünfeck in ein Rechte zu verwandeln. 

7) Ein Dreied in ein anderes zu verwandeln, fo daß die eine 
Seite in eine gegebene Gerade und die gegenüberliegenve 
Spite in eine Ede des Dreieds fällt. 

8) Ein Fünfeck in ein Rechted zu verwandeln, deſſen eine Seite 
in eine gegebene Gerade fällt. 

9) Ein Dreieck in ein anderes zu verwandeln, das eine gegebene 
Seite hat, welche mit einer beſtimmten Dreiedfeite zuſammen⸗ 
fallen ſoll. 

10) Ein Dreied in.ein anderes zu verwandeln, das eine gegebene 
Höhe hat. 

10a) Ein Dreied abe in ein anderes zu verwandeln, welches mit 
dem gegebenen den Winkel a gemeinfchaftlih hat und von 
welchem gin zweiter Edpunft nad) einem in der Seite ac 
„gegebenen ‚Punkt fällt. 

10b) Ein Dreied abe in ein anderes zu verwandeln, fo daß befien 
eine Seite mit ab und deflen dritter Edpunft nach einem 
gegebenen nicht in die Richtung von ab fallenden Punkt zu 
liegen kommt. 

11) Ein Dreied in ein anderes zu verwandeln, welches eine Seite 
mit ihm gemeinfchaftlic hat und von welchem der diefer Seite 

. gegenäberliegende Winkel gegeben ift. 

12) Ein Dreied in ein anderes zu verwandeln, welches mit dem 
erfleren. eine-Seite gemeinfchaftlih bat, und wobei einer der 
an biefer Seite liegenden Winkel gegeben ift. 

12a) Zwei gegebene Dreiede in ein einziges zu verwandeln. 

12b) Mebre gegebene Dreiede in ein einzige® zu verwanteln. 

12c) Ein Barallelogranım zu conftruiven, welches einem gegebenen 
Dreied gleich ift und mit diejem einerlei Umfang: hat. 

13) Ein Parallelogramm in ein anderes zu verwandeln, von 
welchen gegeben ift: 

a) eine Seite und ein Winkel, 
b) zwei Seiten. 


Sopitz, Lehrbuch der ebenen Geometrie. 6 Aufl. 9 








130 Sechiter Abſchnitt. 









14) Ein Dreicd von einem beliebigen Punkte feines Umfangs 
aus zu halbiren. 
15) Ein Parallelogramm durch eine Gerade zu balbiren, welche 
durch einen gegebenen Punkt geht. 
16) Ein Quadrat zu conftruiren, welches a) breis, b) vier-, 
e) fünfmal fo groß ift als ein gegebenes. 

17) Ein Duadrat zu zeichnen, welches : gleich ver pälfte eines 

gegebenen iſt. 
17a) Ein Rechteck in ein Quadrat zu verwandeln. 

18) Ein Dreieck in ein Quadrat zu verwandeln. - 

188) Innerhalb eines Dreieds einen Punkt zu beftimmen, fo daß 
baffelbe durch die Verbindungsftreden des Punktes mit den 
Eckpunkten in drei gleiche Theile getheilt wird. 

18b) Ein Dreied von einem innerhalb deſſelben gegebenen Punkte 

aus in brei gleiche Theile zu theilen. 

ise) Ein gegebenes Dreied in ein anderes zu verwandeln, deſſen 
Grundlinie in eine beſtimmte Dreieckſeite und deſſen Spitze 

Zu in einen innerhalb des Dreiecks gegebenen Punkt fällt und 
von weldem eine Seite durch einen gegebenen Punkt in einer 
der drei Seiten bes Dreieds gehen fol. 

19) Ein Dreied von einem innerhalb veffelben gegebenen Punkte 
aus in vier gleiche Theile zu theilen, wenn eine Theillinie 
der Lage nadı gegeben iſt. 

19a) Ein Biered von einer Ede aus zu halbiren, 

19b) Kin Parallelogramm von einem Punkte einer Seite aus in 
vier gleiche Theile zu theilen. 

20) Man fol folgende Ausprüde, worin a, b,o,..... befannte 
Streden und x die Unbelannte ausbräden, conftruiven : 
1)x2=a?-+bR. 2) 22a —b, 8) mal bi--e?—d®, 

BE 203) Eine gegebene Strede ab in einem Punkte o fo gu theilen, 
"zZ . daß das Rechte aus der Summe (ab-+be) und der Diffe- 
— renz (ab—be) einem gegebenen Quadrate gleich wird. 

J— 21) Bon einem Rechtecde iſt die Summe zweier angrenzenden 
4 Seiten und ein ihm gleiches Quadrat gegeben; man ſoll 
das Rechteck conſtruiren. 

* 22) Von einem Nechtede kennt man die Differenz zweier an- 
A grenzenden Seiten und. ein ihm gleiches Duabdrat ; man jou 
A | das Rechteck eonfruicen 





Siebenter Abſchnitt. 


Von der Berechnung der geradlinigen Figuren. 


Dre Fe 8 


A. Don den Verhältuiffen der Poraelogramme und Dreiecke 
überhaupt. 


| 8. 133. Erttärungen.. 
1) Wie die Streden durch Streden gemeſſen werden, jo 


nimmt man bei der Größebeſtimmung einer Fläche eine Fläche 


als Maßeinheit an und hat dafür ein Quadrat gewählt, deſſen 
Seite gleich der Längeneinheit iſt. Die Zahl, welche angibt, wie 
viel mal die Flächeneinheit in der auszumeſſenden Fläche enthalten 


iſt, Heißt die Maßzahl dieſer Fläche und die benannte Maß- 


zahl beftimmt ven Flächeninhalt oder kurzhin den Inhalt 
derſelben. 

2) Unter dem geometriſchen Verhältniſſe zweier Flächen oder 
Strecken verſteht man bezüglich den Quotienten der Maßzahlen 


derſelben. In dieſer Beziehung ſpricht man darum auch von 


Produkten zweier Strecken u. dgl.*) 





*) Da eine aus Flächen und Streden gebildete Broportion nichts 


anderes als eine Gleichſetzung zweier gleichen Zahlenverhältnifie ift, fo gelten " 
auch dafiir diefelben Geſetze, mie fie für Diefe in der Arithmetik entwidelt 
werden. Vergl. die 3. Auflage meines Lehrbuchs der allgemeinen Arithmetit 


I. S. 144—150. 
y* 








N 
* 
3 


[59.793 


Siebenter Abſchuitt. 


8. 134. Lehrſatz. 


echtecke von gleicher Grundlinie 
hre Höhen.*) 
ig. 128. —* 
abed un 
Beh 
fie} abed 
Ben 
zwei Faͤl 
entweder 
Höfen c 
oder fie 
furabe 
Fall. Die Höhen ad und fk 
yel. (Big. 128.) 
enkt man fi das gemeinſchaftliche M 
agen und ift diejes in ad — m mal ur 
;en, fo wird, wenn man durch die Theil 
treffenden Grundlinien ab und fg zieht, 
und fghk in n Meinere gleiche Rechtede 
yabed=m.r und fghk—=n,.r; fol 
abed:fgık=m.r :n.ı 
abed : fghk= mn; 
‘aber auch m:n =ad:fk verhi 
t abed: fghk = ad: tk. 
2. Fall. Die Höhen ad und fk f 
rel. (Fig. 129.) 





Bergl, die Anmerkung zu $. 136. 
Geht die Meinere von zwei Streden, oder 
i, in der anderen ohne Reſt auf, fo nennt ın 
Dtreden ein rationale3 und beide Streden 
aber fein Theil angeben, der in beiden Strei 
2 ift, fo Beißen die Streden incommenfu 
wird ein irrationales genannt. Vergl. mei 
tELg13.2u3 





Bon der Berechn 


Zu ben drei Gliedern a 
ein viertes Glied geben, da 
als ad ift, fo daß aljo, 
wenn p ben betreffenden 
Punkt in der Verlänge⸗ 
rung der Höhe ad und q 
den entjprechenden Punkt 
in dev Höhe bezeichnet, 
eine ber nachftehenden Pro- 
portionen bie richtige fein 


1) abed: fghk = ad : fk, 
2) abed: fghk — ap: fk, 
3) abed: fghk — aq : fk. 

Angenommen, es verhiel 

abed : 1 
fo läßt ſich fk in eine foldı 
ein Theil Heiner ald dp wir 
Theil von a aus auf ap ge, 
ein Theilpunkt zwijchen d u 
fk mit as commenfurabel je 

Zeichnet man daher das 
erften Falle verhalten: 

abms : i 

Aus diefer Proportion u 

abed : 1 
alſo Kleineres: Größ 
was unmöglich iſt. 

Um ebenfo zu zeigen, da! 
dente man ſich wieder ſk 
getheilt, daß ein Theil Hein 
einen folchen Theil von a au 
wendig ein Theilpunkt zwiſche 
fomit fk commenfurabel mit 

Zieht man nun vr /[ s 
Falle: 





abrv. : fj 


Siebenter Abſchnitt. 


eraus und aus der Proportion 3) würbe dann folgen: 
abed : abrv = aq : av, 
Größeres : Kleinerem — Kleineres : Größerem, 
nmöglich ift. 
mit ift auch die Proportion 3) unrichtig und es kann ſich 
nur verhalten 
abed : fghk = ad : fk. 


Anmerkung. Fir den vorftehenden Fall kann die Ricjtigfeit des 
igen Satzes auch auf folgende Art beiviefen werben: 


Bezeichnen R und r die zwei Nechtede und befteht r aus n, Heineren 
‚hteden g von gleicher Grundlinie mit r, ift alfo r = n,g, fo laſſen 
) jedenfalls zwei Bielfache von g angeben, innerhalb welcher das Ber- 
ltniß * Tiegen muß. Nehmen wir nun an, es ſei 

RB <R<a+Ne 
folgt aus dieſer Ungleichung und der Beziehung 


y—-r—ng 
rch Divifion unmittelbar: 
n R_n+i 
nr wo 


Bezeichnen ferner H und h die Höhen der Rechtede R und r, a bie 
she eines der Nechtede g, fo ift 
ne <H<(ü+Ne 
ne—h-nea 
n H_n+1 , 
fo Fe 6) 


Aus (M und (2) geit aber hewor, daß die beden Berhättife T- 


v u ſtets zwiſchen die nämligen Grenzen "- und Hl fallen 
" h 
id da man nun die Differenz 


u 2 2 
Mein machen, jene beiden Grenzen alfo einander fo nahe bringen 
un, als man will, wenn man nur n, d. 5. die Anzahl der Theile, 
welche man fi; h geteilt denkt, groß genug ‚wählt, fo folgt nach 
A. 1.8. 65. 10, daß 
RR H 
“ Th 
ex daß fi) verhält: 


Bon der Berechnung der gerablinigen Figuren. 135 


Zufag. 
Da man jede Seite eines Nechteds als Grundlinie anfehen 
kann, fo folgt unmittelbar aus Vorftehenbem der Sag: 
Rechtecke von gleiher Höhe verhalten fi wie ihre 
Grunbdlinien, 





8. 135. Lehrſatz. 
Irgend zwei Redtede Fig. 130. 
verhalten ji wie bie 
Produkte aus Grund- 
linie und Höhe, 
Behauptung. (Fig.130.) 
abed: fghk = ab..ad:fg.fk. 
Beweis. Xrägt man fk 
nad am und zieht mn // ab, 
fo verhäft ſich nad) $. 134 abed : abnm == 
und nad) $. 124. Zuſ. abnm: fghk 





alfo abed : fghk 
ober ba am 


auch abed : fghk ab. ad:fg.fk. 


Zujäge 
1) Nach 8.115 und 116 gelten die in den brei legten Para—⸗ 
grapgen 'bewiefenen Säge auch für die Paralfelogramme und 
Dreiedle überhaupt; denn denft man ſich die zwei Parallelogramme 
P und:p von gleicher Grundlinie bezüglich in die beiden Nechtede 
R und r verwandelt (8. 121. 1), jo verhält fi: 


R:r=-P:p 
und nach 9.184 R:r=H:h 
folglich auch P:p=H:h 


Da dns Dreied die Hälfte des Parallelogramms ift, das mit 
ihm gleiche Grunblinie und gleiche Höfe hat, fo gilt auch für jenes 
der Sag. 

2) Auf gleiche Weife läßt fich die Giltigkeit ber zwei anderen 
Säge für Faralfelogramme und Dreiede dartfun und man erhäft 
fomit: 


136 Siebenter Abſchnitt. 


©) Sowohl PBarallelogramme als auch Dreiede 
von gleicher Grundlinie verhalten fich wie ihre Höhen, 
und umgefebrt. 

B) Sowohl Barallelogramme als auch Dreiede 
überhaupt verhalten fich wie die Produkte aus Grund— 
linie und Höhe. 


B. Inhaltsbefimmung geradliniger Figuren. 
8 136. Lehrſatz. 


Die Maßzahl der Fläche eines Barallelogramms 
ift gleich dem Produkte der Maßzahlen der Grund- . 
linie und Höhe deffelben. | 

Deweis. Bezeichnet P den Inhalt irgend eines Parallelo⸗ 
gramms, f die Wlächeneinheit, und find G und H bezüglich bie 
Maßzahlen der Grundlinie und Höhe des Parallelogramms, fo 
verhält ſich nach 8. * 

P:f=G.H:l,. 
woraus. folgt: p =G.H.f 

Das Parallelogramm enthält ſomit G.H Flächenein— 
heiten. 

Vorſtehenden Satz drückt man gewöhnlich kurz ſo aus: 

Der Inhalt eines Parallelogramms iſt gleich dem 
Produkte aus Grundlinie und Höhe. 

Anmerkung. Sollte Mangel an Zeit zu einer weniger wiſſen⸗ 
ſchaftlichen Behandlungsweife der Ylächenberechnung nöthigen, fo können 
die Refultate der SS. 134 bis 136 auf folgende Weife entwickelt werben: 

Man beweift zuerft den Satz, daß der Inhalt eines Rechtecks gleich 
dem Produkte aus Grundlinie und Höhe ift, indem man annimmt, daf 
die Längeneinheit in der Grundlinie m und in der Höhe n mal enthalten 
jei, man alfo in die Fläche m . n Flächeneinheiten ſich gelegt denken 
kann. Nach 8. 115 gilt Ddiefer Sag alsdann auch für affe übrigen 
Barallelogranıme. Bezeichnen nun P und p irgend zwei Parallelo⸗ 
gramme, G nnd g deren Grundlinien, H und h die zugehörigen Höhen, 

ſo ift 


P=G. H undp=g.h, 
alſo verhält ſich ,.. P:p=46.H: h. (Bergl. $. 135.) 
— Für G— g folgt: P:p=H:h. (Bergl. 8. 134.) 
Sir H == h folgt: P:p=G:g. (Bergl. 8. 134. Zuf.) 
Für die Dreiede ergeben fich die entſprechenden Sätze nad) 8. 117. 3, 








Bon der Berechnung der geradfinigen Figuren, 137 


Bufäge. 

1) Da das Dreied die Hälfte eines Parallelogramms ift, das 
mit ihm dieſelbe Grundlinie und Höhe hat (8. 117. 3), fo erhält 
man unmittelbar: 

Der Inhalt eines Dreieds ift glei dem halben 
Produfte aus Grundlinie und Höhe. 

2) Bei einem Quadrate find Grunblinie und Höhe einander 
gleich; ift demnach die Seite — s, fo ift der Inhalt = 
= s, d. h.: 

Der Inhalt eines Quadrats iſt gleich des zweiten 
Potenz der Seite. 

3) Der Inhalt eines Vieleds wird gefunden, wenn 
man bajfelbe durch Diagonalen in’ Dreiede zerlegt und 
die Summe der Inhalte diejer Dreiede beftimmt. 

Anmerkung. Obigen Säyen find die im $. 122 angeführten Be- 
geichwmagen entnommen, 


8. 137. Lehrſatz. 

Der Inhalt eines Paralleltrapezes ift glei dem - 
Produkte aus der halben Summe der zwei parallelen 
Seiten und der Höhe deffelben. 

ab -+cd 


Behauptung. (Fig. 131.) Inhalt abde — —* . ch. 


Fig. 131. 


1. Beweis. Bezeichnet fg die Mittellinie, fo ift 
nach 8. 120 Inh. abde = ampo 
oder nach $. 136 Inh. abde=nm.ch=fg.ch 


ober nach 8. 778 Inh. abde — are, ch. 


Bon der Berechnung der geradlinigen Figuren. 139 


2. Aufgabe. 
Wie groß muß die Seite eines Quadrats gemacht werden, 
damit dieſes 34,81 TI” Inhalt bat? 
Auflöfung. Bezeichnet x die Quadratſeite, fo ift nach 8. 136. 


Zuf. 2 x 3481, 
alſo x — Y3481 = 5,9. 
3. Aufgabe. 


Wie groß ift der Inhalt eines Paralleltrapezes, wenn die Höhe 
10” und die parallelen Seiten 24” und 15” lang find? 
; Auflöfung Nach 8. 137 ift der Inhalt 


242 ‚10 = 195 po". 


4. Aufgabe. 
Die Katheten eines vechtwinkligen Dreieds feien a und b, wie 
groß ift Die Hhpotenufe? 
| | Auflöfung. Bezeichnet x die Hhpotenufe, jo ift nach $. 126 


alfo j x — Ya! + b%, 
Anmertung. 


Iſt z. B. a — 3, b4, ſo iſt x — yFPHS- 5-5, 
Hieraus geht zugleich hervor, daß wenn die drei Seiten eines Dreiecks 
3, 4 und 5 find, dieſes rechtwinklig fein muß (8. 127) und jene in einen 
rationalen Berbältniffe zu einander ftehen. Man nennt foldhe Dreiede 

pythagoräiſche Dreiede. Alle Dreiede, deren Seiten 3n, 40 und 
5nfind, wo n jede beliebige Zahl bedeutet, find potfagoräifee 
"Das pythagoräifche Dreieck gibt zugleich ein Mittel ab, im Praftifchen 
einen rechten Winkel zu conftruiren, indem man ein Dreieck bildet, deſſen 
Seiten bezüglich das 3-, 4- und 5=, oder daS 6-, S- umd 10fache xc. 
einer angenommenen Länge find. Ä 
Ebenſo läßt ſich auch mittelft deſſelben beftimmen, ob ein Winkel 
3. B. eine3 Zimmerbodens ein rechter fer Man mefje nämlih an der 
einen Wand auf dem Boden das In-, an der anderen daS Anfache einer 
angenommenen Länge ab ‚und unterfuche, ob die Verbindungsftrede der 
Endpunkte diefer Stüde das 5nfache jener Länge beträgt. ft diefes der 
Fall, fo ift der Winfel ein rechter, beträgt fie weniger oder mehr, fo ift 
er bezüglich fpig oder ftumpf. 

Um einen allgemeinen Ausdruck zur Beftimmung folher ganzen Zahlen, 

zu erhalten, die, als Seitenlängen angenommen, rechtwinklige Dreiede 


- | er 


Siedenter Abfhnitt. 
n, feien a und b die beiden Katheten, c die Hypoten 


26 Zuſ. 
D=o—a, 

nad $. 125 B®=(+3)(c—a). 
Zubftituirt man im diefen Ausdrud für (c + & 
— a) — y,foif: 

be . x 45 — 20 und x — — 

Vex.y, oe! ma! 
Damit num die Längen von a und e in ganzen 8 
I man x und y zugleid; gerade oder zugleich ungere 
chmen, weil fonft a negativ würde; ferner muß da 
Quadrat geben, wenn b= yx.. y eine ganze Zal 
338. 


- 9, y — alſo be — 9, ſo iſt: à — 4b 
— 25,5 — 1 be— 2532128 
-49,y-1, - be, --a-2,b 
=1,y=-2 -Po3,--a- 85 
w. 


Nimmt man für x und y ſolche Werthe, daß das Pro! 

Duakont, aber der eine Werth gerade und der an 
x-el,y-l, 

zsält man: ame, 

gebrochene Werthe, welche aber dennoch Seiten eim 


ied8 bezeichnen; denn es iſt (a) ar (e) 


5. Aufgabe. 


dig. 193. Bon einem Dreied ( 
die drei Seiten a, bu 
man ſoll einen allgemeine 
den Inhalt deffelben her 

Auflöfung. Ziehtn 
und fegt den an b liegend 
Seite ce — x, fo ift nad) 








48136. Zu. JI=SYb— 2 





— 


— me - ” - 
a m 
..° 
” 
.. * 


Bon der Berechnung der geradlinigen Figuren. 141 
Nah 8. 128 ift aber: 


und hieraus x _ 


Subftituirt man dieſen Werth in obigen Ausdruck für J, fo folgt: 


Im: 1 Wem ]- J 
4c! 


odey J= 1 V 9-4 (b’+- 2 — —an)?, 


Zerlegt man nun bie Differenz der beiden Quabrate unter dem 
Wurzelzeichen nach 5.125 in Summe mal Unterſchied der Seiten 
diejer Quadrat., ſo erhält man: 


J= - „Ver +r4 c?— a?) (2be — b?— 042), 
oder nach $. 123 und 124: 
oder nach abermaliger Zerlegung der beiden Faktoren: 
—E ;V® +He-ta) (b-Fc—a) (a+b—e) (a—b+c). 
Sept man b +c + a, d. i. die Summe der drei Seiten 











= 25, fo ift 
b+rc—a=b+c+a — 2% = 28 — 2a 
a — b — c=- a +b+c — 2 = 25 — 2% 

und a —b+c=a+b+c— 2 — 25 — 2b 


folslich 9 = = —2) (28-2) 28-2) 
2.3 





2), 2 
oder 9— V S (Sa) (S--b) (S—e). 


Anmerkung Durch Anwendung diefer Yormel lafſen ſich oft 
weitläufige Rechnungen umgehen und es ift deshalb dem Studirenden 
anzuratben, diefelbe dem Gedächtniſſe einzuprägen. 

8 ſei z. B. a 20, b — 1502, & — 22m, fo ift 
28 — 25 4 15 4 222 62, alſo S— 31, 8 — — 31 =; 
8 — b — 16; 8 — e = 9, daher: 

J = y31.6.16.9 = y 26784 = 103,65 0% = 163 0= 65 0%, 





wi 
d 
& 
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8. 137b. Aufgaben zur Uebung. 


1) Wie groß ift der Umfang U und der Inhalt J eines Hechtedd 
für folgende Werthe der Grundlinie G und der Höhe H: 
— 18", H=24", d)G=743,58", E 327, 242, 
b)G15,2=, H—10,4® ; 6)G=86,74®, H=-54,9m, 
c) 658,3", H—20,4%, f)G—845,6”, H—1843,02=. 

2) Dar Fußboben eines rechtedigen Zimmers von 16” Fänge und 

8” Breite foll belegt werben; wie viel Bretter von 4” Ränge 
und 0,5” Breite find dazu erforderlich? 

3) Ein rechtediges Feld iſt 246,8” lang und hat 30751,28) 

Inhalt; wie breit iſt daffelbe? 

3a) Von zwei inhaltsgleichen Rechtecken ift Das eine 4,87” lang 

.. und 2,84” breit, das andere hat eine Länge von 4,26”; ‚wie 

breit ift dieſes? 

4) Die Höhe einer Raute von 473, 680” Inhalt beträgt 12, 4m; 

wie groß iſt die Seite berfelben ? 
4a) Der Umfang eines Rechtecks beträgt 24,54”; die Grundlinie 
iſt doppelt jo lang als die Höhe. Wie groß iſt der Inhalt? 

4b6) Die Summe der zwei anliegenden Seiten eines Rechtecks be— 
trägt 8,2”, ihre Differenz dagegen 1,4”; wie groß iſt der 
Inhalt deſfelben? 

5) Wie groß ift der Inhalt eines Quadrats, wenn deſſen Seite 
a) 172,83”; b) 36,42”; c) 26,12”; d) 15,4= lang ifl? 

6) Den Fuhalt eines Dreiecks zu berechnen, wenn bie Grund: 
linie = 56,8” und die Höhe — 80,7” if? 

7 Wie‘ groß ift der Inhalt eines vechtwinkligen Dreieds, wenn 

vie beiden Katheten 248,2” und 160,5” lang find? 

7a) Der Inhalt eines Dreiecks beträgt 125,86U1”, eine Höhe 

mißt 18,4”; wie groß ift die zugehörige Seite? 

8) Die Orundlinie eines Dreiecks beträgt 8,4”, welde Höhe muß 

bafjelbe erhalten, damit e8 mit einem Quadrate von 5, 6” 
Seite gleichen Inhalt hat? 

9) Die beiden Diagonalen einer Raute find 8,52” und 6,38” 

lang; wie groß iſt deren Inhalt? 

10) Die beiden parallelen Seiten eines Paralleltrapezes betragen 

83,2” und 110,4”, die Höhe mißt 50,4”; wie groß. ift ber 
Inhalt? 

11) Der Umfang eines Baralleltrapezes iſt = 122”. Die beiden | 
| nicht parallelen Seiten find 36" und 32” und bie Höhe 
830,4” lang; wie groß ift der Juhalt? 

110) Der Inhalt eines Paralleltrapezes beträgt 151 Klubn eine ber 

beiden parallelen Seiten mißt 18,6 und bie Höhe . 12,4” 
wie groß ift die andere Parallelfeite? 

+12) Die Höhe eines Dreieds ift um 8” größer als bie Grundlinie, 
‚der Inhalt beträgt 44,021”; wie groß iſt bie Grundlime? 
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13) Die Höhe und die zwei parallelen Seiten eines Paralleltrapezes 
verhalten fich zu einander wie 2 : 3 : 5, der Inhalt beträgt 
1270,08”; wie groß find jene Stüde? 

+14) Die Länge eines Rechtecks von 46,44)” Inhalt ift um 3,2” 
größer als die Breite; wie groß find beide Dimenfionen ? 

14a) Der Umfang eines Rechteds ift um 13” größer als eine Seite, 
ber Inhalt beträgt 20,887”; wie groß find die Seiten vefjelben ? 

+14b)Die Seite einer Rhomboide ift um 8” größer als bie zuge- 
hörige Höhe, der Inhalt beträgt 384)”; wie groß ift bie Seite? 

15) Wie groß ift die Seite eines Quadrats a) von 1253,16”, 

. b) von 287, 0”, c) von 94310,41 0”, d) vn 30”, 

e) von $DI”, f) von’ 869104,85167)” Inhalt? 

15a) Die Seite eines Quadrats ſei = a; wie groß ift die Seite 
eines anderen von afachem ‚Inhalte? 

16) Die Summe ber Inhalte zweier Quadrate beträgt 90077”, die 
Differenz derfelben 252”; wie groß ift die Seite eines jeden ? 

17) Wie groß muß die Seite eines Quadrats gemacht werben, 
damit es denſelben Inhalt hat, wie ein Rechteck, deſſen 
Grundlinie = 624,1” und beffen Höhe = 250” ift? 

17a) Die Seiten dreier Quadrate find 8,4”, 17,8” und 25,86”; 
wie groß muß die Seite eines Quadrats gemacht werben, 
damit es benfelben Inhalt hat, wie jene drei zufammen ? 

18).. Die Seiten zweier Quadrate differiren um 12”, ihre Inhalte 

um 2400”; wie groß ift die Seite und ber Inhalt eines 
jeden derfelben ? 

19) Wie groß ift die Hhpotenufe eines vechtwinkligen Dreieds, 
wenn bie Katheten a) 142,8” und 107,1”, b) 23,88” und 

.. 81,84®, ce) 261,72” und 196,29” lang find? 

20) Die Hhpotenufe eines vechtwinkfligen Dreiecks mißt 41,25”, 
die eine Kathete 33”; wie groß ift die andere Stathete? 

21) Eine Kathete eines vechtwinkligen Dreieds mißt 2186,496”, 
die Hypotenuſe 3644,16”; wie groß ift Die andere Kathete? 

22) Der Inhalt eines rechtwinkligen Dreieds beträgt 695,847”, 
die eine Kathete ift 30,2” lang; wie groß ift die Hypotenuſe? 

+23) Der Unfang eines vechtwinkligen Dreieds beträgt 60”; die 

7 Höpotenufe ift 25” lang; wie groß find die beiden Katheten 
und der Inhalt? 

238) Bon einem vechtwinkligen Dreiede kennt man den Umfang U 
und die zur Hypotenuſe gehörige Höhe h; den Inhalt deſſelben 
zu berechnen. | 

+24) Die Hhpotenufe_ eines vechtwinkligen Dreieds mißt 26,5”, die 
beiden Katheten bifferiven um 5,3”; wie groß find diefe und 
der Inhalt? | 

+24a) Der Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks beträgt 311,9046 1”. 
Wie groß find die beiven Satheten, wenn bie Hypotenuſe 
86,05” lang ift? 
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25) Einen allgemeinen Ausdruck für den Inhalt eines rechtwinkligen 
Dreiecks herzuleiten, wenn die Summe der zwei Katheten = s 
und die Summe der Hypotenuſe und einer Kathete = 8 ift? 


26) Welchen Ausdruck erhält man für den Inhalt eines gleich⸗ 


ſchenkligen Dreieds, wenn die Grundlinie durch und der 


Schenkel durch s bezeichnet werben ? 

27) Die Orundlinie eines gleichjchenkligen Dreieds mift 8,4”, ein 
Schenkel ift 5,25” lang; wie groß ift der Flächeninhalt deſſelben ? 

28) Wie groß ift der Schenkel eines gleichichenkligen Dreieds von 
593,05081)”* Inhalt, wenn die Höhe 28,12” lang ift? 

29) Der Umfang eines gleichſchenkligen Dreieds beträgt 24”, ein 
Scentel ift 7,5” lang; wie groß ift der Inhalt diefes 
Dreieds? 

+30) Wie groß ift die Grundlinie eines gleichſchenkligen Dreieds 
von 20,280” Inhalt, wenn der Schenkel eine Länge von 
6,5” hat? 

+30a) Der Scentel eines gleichichenfligen Dreieds mißt 40,5”, vie 
Höhe ift um 16,2” Heiner als die Grundlinie; wie groß ift 
der Inhalt des Dreieds? 

31) Die Hypotenuſe eines gleichſchenkligen rechtwinkligen Dreiecks 
mißt 8,4”; wie groß ift der Inhalt deſſelben? 

31a) Der Inhalt eines gleichſchenkligen rechtwinkligen Dreiecks beträgt 
270,0488)*; wie groß find die drei Seiten deſſelben? 

731b) Die Hhpotenufe eines gleichſchenkligen rechtwinkligen Dreieds 
ift um 15” größer als eine Kathete; wie groß ift der Inhalt 
des Dreieds? 

+32) Wie groß ift die zur Hypotenuſe gehörige Höhe eines gleich- 
ſchenkligen rechtwinkligen Dreieds von 27,996” Umfang? 

33) Berechnet ben Inhalt eines gleichſeitigen Dreiece, von welchem 
die Seite 13,6” mißt! 

34) Wenn man die Seite eines gleichfeitigen Dreieds mit s be- 
zeichnet, fo erhält man welche Formel für deſſen Inhalt? 

34a) Die Höhe eines gleichjeitigen Dreieds ſei h — 8,5"; wie 

| groß ift der Inhalt deſſelben? 

35) Der Inhalt eines gleichfeitigen Dreieds beträgt 5,00548 7)”, 
wie groß ift deſſen Seite? 

1736) Die Seite eines gleichfeitigen Dreieds ift um 4” größer als 
die Höhe; wie groß find beide und der Inhalt? 

37): Die drei Seiten eines Dreiedd find 2,5”, 4,8” und 3,2”; 
wie groß find die zwei Abfchnitte, in welche die 4,8” lange 
Seite durch die zugehörige Höhe getheilt wird ? 

38) Die drei Seiten eines Dreieds find 10, 2°, 18,6” und 17” 
lang; wie groß ift deſſen Inhalt ? 

: 388) Die drei Seiten eine® Dreied® find 585”, 488” und 137” 
- lang; man foll den Inhalt deſſelben berechnen. 








— — — — 
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386) Wie groß ift der Inhalt eines Dreieds, wenn deſſen Seiten 
106,8”, 19,3” und 90,5” lang find? 

380) Zwei Seiten eines Dreiecks jind 3” und 8” lang, der von 
ihnen eingeſchloſſene Winkel mißt 60%; wie groß ift die dritte 

Seite? 

38d) Zwei Seiten eines Dreiecks find 13” und 152 lang, der 
Winkel, welcher der erften von beiden gegenüberliegt, mißt 60°; 
wie groß ift die dritte Seite? 

38e) Zwei Seiten eines Dreieds find 5” und 19” lang. Diefer 
Er ein Winkel von 60° gegenüber; wie groß ift die dritte 

eite? 

39) Zwei Seiten eines Dreiedd find 9,6” und 12,8”, die von 
ihren Bereinigungspunfte auf die dritte Seite gezogene Höhe 
7.68” lang; wie groß ift der Inhalt dieſes Dreiecks? 

7410) Eine Seite eines Dreieds ift 8”, die zwei zu ben. anderen 
Seiten gehörigen Höhen find 6” und 3” lang; wie groß find 
jene Seiten und der Inhalt? 

41) Die drei Höhen eines Dreieds betragen 10”, 12” und 14”; 
wie groß find defien Seiten und der Inhalt? 

41a) Zwei Seiten eines Dreieds von 206,74141” Inhalt find 
17,61” und 23,48” lang; wie groß ift die dritte Seite? _ 

42) Wie groß find Diagonale und Inhalt eines Rechtecks, wenn 
deffen Grundlinie = 306" und deſſen Höhe — 229,5” 
gegeben find? 

+43) Der Umfang eined Rechtecks von 20,880” Inhalt ift um 
13” größer ald die Grundlinie; wie groß find die Seiten? 

744) Die Summe der Diagonale und der Seite eines Quadrats 
beträgt 100”; wie groß ijt der Flächeninhalt? 

+45) Der Umfang eines Ouadrats ift um 48” größer als die 
Diagonale; wie groß ift der Inhalt des Quadrate? 

+46) Der Inhalt eines Redhteds ift — 2883”, die Diagonale 
mißt 77,5”; wie groß find die Seiten? 

47) Ein Rechteck, deſſen eine Seite 29,2” lang ift, hat einen 
Inhalt von 639,48”; wie groß ift die andere Seite? 

147a) Die Diagonale eines Rechtecks von 3,78" Umfang mißt 1,35" 
wie groß ift der Inhalt? 

47b) Bon einer Raute keunt man die Höhe — 48” und eine 
Diagonale = 60”; wie groß ift deren Inhalt? 

48) Die Site einer Raute ift 3,44” lang, ein Winkel an der: 
jelben beträgt 60°; wie groß ift dev Flädheninhalt der Figur? 

49) Ein Winkel einer Raute mit 3,92” langer Seite mißt 45°; 

"wie groß ift der Inhalt derfelben ? 

50) Die Seite eines Rhombus ift 20” und eine Diagonale 30” 
lang; wie groß tft deilen Inhalt? 

Spitz, Lehrbud der ebenen Geometrie. 6. Aufl. 10 


— — 


Siebenter Abſchnitt. 


Der Inhalt einer Rhomboide beträgt 12007, die zwei au— 
ftoßenden Seiten find 12” und 14” lang; wie groß find bie 
beiden Diagonalen ? 

Die beiden Höhen einer Rhomboide find 5” und 8” lang, 
eine Diagonale mißt 10”; wie groß ift der Inhalt? 

Die beiden parallelen Seiten eines Paralleltrapezes find 184” 
und 68”, bie beiden anderen 84” und 72”; wie groß iſt der 
Inhalt defjelben ? 

Bezeichnet man die größere der Parallelfeiten eines Parallel- 
trapezes durch a, tie Meinere duch b, bie beiden anderen 
Seiten durch c und d, fo erhält man für den Inhalt bie 
Formel: 
I- un b V etera-mateta-Nater- ats). 
Leitet diefe Formel her! 

Die beiden Diagonalen eines Paralleltrapezes find 110” und 
100” Tang, ver ſenkrechte Abftand der zwei Parallelfeiten 
it = 80”; wie groß ift der Inhalt? 

Die drei Seiten eines Dreieds feien a, b, co; man fol ven 
Radius r des eingefdriebenen und die Radien r,, r., r., der 
dem Dreied bezüglid an a, b, c angefchriebenen Kreife 
berechnen. 











— 





Achter Abichnitt. 
Don der Achnlichfeit der Figuren. 


$. 138. Erflärungen. 
1) In den vorhergehenden Abjchnitten wurden Die ebenen 
“ Figuren theil® nach ihrer Form und Ausdehnung, theils nur 
ihrer Ausdehnung nach betrachtet und wir haben biefelben nun 
noch in Bezug auf ihre Form allein einer näheren Unterfuchung 
zu unterwerfen. 

2) Zwei geometrifche Gebilde haben einerlei Form 
oder beißen ähnlich, wenn fid dieſelben in eine foldhe 
Lage bringen lajjen, daß für einen feften Buntt 
ſämmtliche Vektoren des einen Gebildes mit Vektoren 

des anderen zujammtenfallen und alle zujammenfallen- 
den und einander entſprechenden Vektoren beiber 
Gebilde einerlei Verhältniß haben. : 

Läßt ſich alſo von zwei Bieleden ABCODF und abedf 
(Sig. 133a und 133b) das eine / z. B. abedf in eine folche Lage 
bringen, daß die von irgend einem Punkte P aus nach den 
Eckpunkten des Vielecks ABCDF gezogenen Beltoren PA, PB, 
PC, .... mit ven Vektoren Pa, Pb, Pc, .... der Eckpunkte 
des Vieleckes abedf zufammenfallen und fich verhält: 

. PA:P=PB:Pb=PC:Peo= 
jo find beide Vielede einander ähnlich. 

Ebenſo find die beiden Streden AB und ab, ober auch die 
gebrochenen Linien ABC und abe unter einander ähnlich, wenn 
die Beziehung befteht: 

PA: Pa = PB:Pb= PC:Pe, 
Analog verhält e8 fich mit. krummen Linien. 


“ ® ‘ 27 
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ıft man ſich aljo für einen feften Punkt P 
ines geometrijchen Gebildes durch Punkte, ' 
ite von P liegen, nach einem conftanten X 
beftimmen dieſe Theilungspunfte ein dem 
iches Gebilde. 
Fig. 133b. 
Fig. 1390. 


d der Quotient des conftanten Verhältniſſes di 

Einheit, jo geht die Achnlichteit in die Cı 

ilde über. 

ongruenz ift demnach ein fpecieller Fall der Aehnlichkeit. 
anzubeuten, daß zwei Gebilde G und g einander ähnlich 

bt man nah 9.5: ne 

id zwei Vielede einander ähnlich, jo Heißen die zwiſchen 

wechenden Eckpunkten Tiegenden Streden homologe 

exjelben. . 

ben nStreden einzeln zu nanderen Streden einerlei 

‚ So jagt man auch, jene feien diefen proportional. 


A. Proportionalität der Linien überhaupt. 


8. 139. Lehrſatz. 


man von irgend zwei Punkten des einen 
8 eines beliebigen Winfels aus zwei parallele 
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Streden nah dem anderen Schenkel, jo find bie 
dadurch auf dem einen Schenkel gebildeten Scheitel» 
abſchnitte ſowohl den’ entſprechenden Scheitelab- 
ſchnitten des anderen Schenkels, Fig. 194, 
als auch den entſprechenden paral= “ 
lelen Streden proportional. 
Borausfegung. (Fig. 134.) Es 
jei man ein Winfel und be // df, 
Behauptung fo verhält fi: 
ab: ad = ac: af = be: df. 
Beweis. Zieht man die Streden 
bf und cd, fo haben bie beiden Dreiede 
bef und bed die gemeinfchaftliche 
Grundlinie be und es ift jomit nad) 


.8&17.1: 


A bef = A bed, 
alfo auch A abe + A bof.—= A abe + A bed, 
ober - Aabf = Aacd...(). 

. Nun Haben aber die Dreiede abf und acd mit dem Dreiede 
adf die gemeinſchaftlichen pohen fg und dh und es verhalt ſich 
daher. nad 8. 135. Zuf. 2 

A abf: hat — ab: ad 


und Aacd: A adf = ac : af. 
Aus beiden Proportionen folgt aber wegen (1) unmittelbar, daß 
ſich verhält: ab:ad=ac:af...(2). 


Zieht man nun bk // af, fo ergibt fich nach bem eben Be- 
wiejenen die Proportion: 
ad: bd — df: dk, 
oder nah A. A. I. 8. 147. 8: 
ad — bd: ad — di — dk: df 


oder abe: ad — kf:df 

oder, da kf = be 

ift, auch ab: ad = be : df. 
Zuſatz. 


Aus (2) folgern wir unmittelbar, daß ſich auch verhält: 
ab:ad—ab=ac:af— ac 
ober abe: ae — ad: af — ad — ab: af — ac 
oder ab: ac.— ad: af — bi : cf, 
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d. h. wenn man durch die Schenkel eines 
einerlei Seite des Scheitels zwei Baral 
jind die einander entfprehenden Scheitel: 
beiden Winteljchenfel proportional ! 
welde zwijhen den Parallelen auf den 
den Winkelſchenkeln liegen. 


5. 140. Lehrſatz. 

Durchſchneidet man die Schenkel e 
auf einerlei Seite des Scheitels durd F 
Fig. 1348, unter einander 
trade, fo verh 
zwifgen den Be 
genden Stüde dei 
ſchenkels, wie bi: 
den Stüde des 
Vorausfegun 

Es jei 
bg // ch // di 
Behauptung 
ab:be:cd:...= 

Beweis. Zieht man 
bp und er // am, 

fo Hat man nad) tem Zufage des $. 189 umd $ 

ab : be = ag : gh 
be: d=bn:np=gh:h 
d:d=eg:g=hk:k 


oder ab:be:ed:df:....=ag:gh:hk: 
Zufäge, 

1) gt ab — be — ed — .... 

ſo iſt auch ag — gh — hk — ....5 


d. h. wenn die Stücke des einen Schenk 
jo find auch die Stücke des anderen € 
ander gleich. 

2) Schneiden die beiden Geraden af und a 


Bon der Achnlichteit der Figuren, 151 


unmittelbar, wie z. B. bf ımh om. in ailt nkinsr Kat ahonfatte 
Denn zieht man bs // gm, 
be : cd’: 
ober be:cd: 
3) Da ſich nad) 8. 188 
ab: 
ac: 
ad: 
fo Hat man aud: 
ab:ac:ad:af:. 
d.h. die Scheitelabſchnit 
halten jidh wie die Str 
auf den entfprehenden 


81 

Zieht man von irgen 
durch eine Reihe von 
Parallelen bf, hp, ꝛc, 
beliebige Strahlen ah, 
am, an, 2, jo fohneiden 
dieje die Parallelen 
nad proportionalen 
Theilen und werben 
von den Parallelen 
felbft proportional 
getheilt. 

Beweis. Nach 8.110 
Zuſ. 3 verhält ſich 


ac:ar 
und ac: ar 
alſo auch be: «& 
Ferner: ad: aı 
und ad: a 
alſo auch ed: d 
und fomit be: ed: d 


Aus 8. 140 ergibt ſich 
ab : bh = ac : cm = 
oder daß die Strahlengprop 
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Zuſätze. 
1) Sit k-ed-d-..., 
jo ift auch hm mp... 


d. h. wenn die Theile auf einer der Barallelen gleich 
find, jo find aud die auf den anderen Parallelen 
unter einander gleich. 

2) Da jich zwei Strecken ſtets in eine parallele Yage bringen 
laſſen, durch deren Endpunkte der Punkt a beftimmt wird, jo ergibt 
ſich aus obigem Lehrjage und der Definition $. 128. 2, daß je 
zwei Strecken einander ähnlich find. 

3) Umgefehrt folgt aus Obigem, daß jede Linie, welche einer 
Strede ähnlich iſt, ſelbſt eine Strede jein muß. 

Fig. 1350. Denn bezeichnen A und B die End- 
punkte der Strede, a und b die der zweiten 
Kinie, jo fann man nad $. 138. 2 beibe 
Gebilde in eine folche Lage beingen, daß fich 
verhält (Fig. 135a): 
PA: Pa = PB: Pb. 

Zieht man nun die Strede ab, ferner 
den Vektor PC, und nehmen wir an, es 
fei e ein Punkt der zweiten Linie ab, fo 
muß fih der Vorausjegung zufolge nach 
8. 138. 2 verhalten: " 

PA : Pa—= PC: Pe. 
Da fich aber nach obigem Lehrſatze u verhält: 

PA: Pa= PC: 
je folgt aus beiden Proportionen, daß. 
Pe = Pd 

jein, aljo der Punkt c in die Strede ab fallen muß. Da ſich | 

derjelbe Schluß für jeden anderen Punkt ber zweiten Linie ergibt, 

fo muß diefe wiederum eine Strede fein. . 


8. 142. Lehrſatz. 

Nimmt man auf jedem der Schenkel eines Wintels 
zwei Punkte fo an, daß die dadurch begrenzten Scheitel- | 
abſchnitte deseinen proportional jind den entjpreden- 
den Scheitelabjhnitten des anderen, jo beftimmen: 
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bie einander entfprehenden Punfte zwei parallele 
Gerade. - 

Borausjegung. (Fig. 135b.) Fig. 1356. 
Es verhalte fich 


ab: ac — ad: af, 
Behauptung. jo iſt bd // ef. 
Beweis. Nehmen wir an, es 
jet nicht bd, ſondern ba’ // cf, jo 
müßte fi) nach 8. 140 verhalten: 
ab : ac — ad’: af. 
Hieraus und aus der Voraus: 
| jegung würde dann folgen: 
ad — ad', 
was nur dann möglich ift, werm d mit d‘ zuſammenfällt, alſo 
ba // ef iſt. 
Anmerkung. Analog gilt diefer Sag, wenn man mehr als zwei 
Punkte auf jedem Winteljchentel fo beftimmt, daß ſämmtliche Scheitel- 
abſchnitte des einen Schentels proportiongl find den entfpredhenden 
Scheitelabſchnitten de3 anderen.- 
erhält ſich alfo (Fig. 1348) 


sab:ac:ad:...=ag:ah:akı:...., , 
fo ift bg // ch // dk u. ſ. w. 
Fuhret den Beweis hierzu aus! 
Zufäge. 


1) Verhält ſich (Fig. 1356) 
ab: be — ad: df, 
fo ift ebenfalls ba // cf; 
denn man hat alsdann nah A. W. I. 8. 147. 8: 
ab:ab+be—=ad:ad — ıf 
ober ab : ac == ad: af 
und fomit ijt nach obigem Satze bd // cf. 
Anmerkung. Auch diefer Schluß läßt fih auf mehr als zwei Ab⸗ 
ſchnitte ausdehnen. Denn verhält ſich 3. B. (Fig. 1348) 
ab:beredi...=ag:ghihk:.... 
fo iſt bg // ch // dku. f. w. 
Beweiſet die Richtigkeit diefer Behauptung! 
2) Obiger Lehrſatz gilt auch für ven Ball, daß man zwei der 
einander. entſprechenden Scheitelabfchnitte auf ‚ven Schenkeln des 


Achter Abſchuitt. 


igen Scheitehwintel8 abträgt, nur find 
gegengejegtem Sinne parallel. 
Fig. 130. Denn verhält fid 
ab : ac = 
und man fehlägt ac 
und zieht c’f”, fo ift 
A af u 
alfo A af = 
fomit nad} 8. 27. Zuſ 
und wegen 
ab : ac = 
nad obigem Sage 
folglich nad) $. 20 au⸗ 


$. 1420. Lehrſatz. 
eſtimmt man auf den Schenkel 
Sig. 1865) vier Punkte b, c, d 
t: ” 
ab:ac=ad:af 
Sig. 1368. und zieht alı 
dg /I fh, jo fü 
ſchnittspunkte 
in einer und 
raden. 
Beweis. Mi 
ag und zeige num 
durch den Punkt h 
zu biefem Ende an 
Linie ch in. einer 
fammenfalfenden P 
fih nad) $. 139 t 
ab : ac — ag: ah“, 
ch der Vorausſetzung verhält fich aber 
ab:ac=ad:af 
bejtünde jomit auch die Proportion 
ad: af = ag: ah’, 
& 8. 142 wäre alfo die Strede dg 





dg // fh vorausgefegt ift, jo muß nach 8. 19 fh’ mit fh, alfo 
h mit h zufammenfalfen, d. h. h in der Geraden ag liegen. 

Anmerkung. Es iſt far, daß diefer Sat entſprechend auch dann 

noch giltig ift, wenn man mehr als zwei proportionale Scheitelabſchuitte 

annimmt und mehr als zwei Durchſchnittspunkte auf Die angegebene Weiſe 

beftimmt. Diefe liegen alsdann fämmtlich mit dem Scheitel des Wintels 
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in einer und derſelben Geraden. 


8. 143. Erklärung. 


155 


Beftimmt man auf den Schenfeln eines Winkels man (Fig. 137) 


vier Punkte b, c, d, f fo, daß ſich verhält 
ab : ac = af: ad, 


jo jagt man, die durch einander entjprechende Theilpuukte beſtimmten 


Geraden be und df jeien antiparallel. 


Aus vorftehender Proportion folgt unmittelbar: 


ab.ad= ac.af 
d. 5. Zwei dur die Schenkel 
eines Winkels gezogene anti- 
parallele Gerade ſchneiden die- 
felben fo, daß das Rechteck ge- 
bildet aus den Scheitelabſchnitten 
des einen Schenkel gleich iſt dem 
Rechtede gebildet aus den Scheitel- 
abſchnitten des anderen Schentels. 
Die oben erwähnte Beziehung gilt 
auch für den Tall, daß man das eine 
der Verhältniffe auf den Schenteln des 
Scheitelwinteld beftimmt. Verhält fich 
alfo 
ab : ac = af’ : ad', 


Fig. 137. 


fo find ebenfalls die Geraden be und d’f’ antiparaliel. 


B. Aehnlichkeit der Dreiecke. 


8.144. Lehrſatz. 


Zwei Dreiede jind ähnlich, wenn zwei Winkel 
des einen einzeln glei find zweien Winkeln des 


anderen. 


nitt, 


Es fei 
er 
Ib, 
Er 
Behauı 
A ABC 
Beweis 
in der Eben 
einen Punkt 
dieſem aus 
die Veltoren 
trägt alsdan 
BC nad b 
Schentel bei 
sieht Hierauf 
verbindet a’ 
Hält ſich nac 
= Pb’: Pa‘ 
= Pb’: Pe‘ 
= Pa’: Pc’ 
AC, und man 


:iede find äl 
:iden gleich i 
eiede zu ein 
ein Dreied 


iſt. 


pr 
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3) Fällt man von zwei Eden eines Dreiecks aus Perpenbifel 
auf die gegenüberliegenden Seiten, jo ift die Verbindungsſtrecke ihrer 
Fußpunkte antiparallel mit der Fig. 1388, 
dritten Seite. 

Denn ift (Fig. 138a) cd _| ab 
und bf _|_ ac, jo hat man 

Jı=-4% 
Aafb — 2 ade, 
alfo nad) obigem Sage: 
Aafboo A ade. 
Es verhält ſich ſomit 
abe: ae — af:nd 
und nach $. 143 iſt daher df anti- 
parallel mit be. 


8. 145. Lehrſatz. 

Zwei Dreiede jind ähnlich, wenn fie einen gleichen 
intel haben und die diejen Winkel einjchließenden Sei= 
ten in beiden proportional find. Fig, 199. 

Vorausſetzung. (Fig.139.) Es 
ſei JA= a und es verhalte ſich 

AB: AC=ab:ac, 

Behauptung. jo iſt 

A ABC A abe. 

Beweis, Denkt man ſich ab 
nad AD getragen und DF // BC 
gezogen, fo verhält fich nach $. 139: 

AB: AC—= AD; AF. 

Hieraus und aus ber Vorausfegung folgt: 


AF = ac. 
Da alfo AD = ab, 

AF — ac 
und JJA=%ı 


fo iſt nah 8.50 A ADF & A abe. 
Nach 8. 144. Zuſ. 2 iſt aber 

AADF oA ABC 
alſo auch A ABO S A abe, 
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Zufag. 
Zwei rechtwinklige Dreiede find ähnl 
Verhältniß der Katheten in beiden einant 


8. 146. Lehrſatz. 


Zwei Dreiede jind ähnlich, wenn di 
des einen proportional find den dre 
anderen. 

Vorausſetzung. (Fig. 139.) Es verhalt 

1) AB:AC= ab: ac 
und 2) AB: BC = ab: be, 

Behauptung. jo it A ABC nA abe 

‚ Beweis. Trage ab nad AD und ziehe 
verhält ſich nach 8. 139: 

3) AB: AU= AD:AlI 

4) AB: BC = AD: DE 


Aus 1) und 3) folgt AF= ac, 
und aus 2) und 4) DF = be; 
folglich, da auch AD = ab, 


jo ift nach 8. 58 AADF@A abe, 
Nach $. 144. Zuf. 2 ift aber 

A ADF wo A ABC, 
alſo auch AM ABOC A abe. 


8. 147. Lehrſatz. 
Zwei Dreiecke ſind ähnlich, wenn zu 
einen zweien Seiten des anderen prop 
die der größeren dieſer Seiten gegeni 
Winkel in beiden einander gleich find. 
VBorausfegung. (Fig. 139.) Es verhalte 
AB: BC = ab: be, 
ferner jet BC > AB, alfo au be > ab 
und JA=Jı 
Behauptung. jo it A ABC A abe 
Beweis. Denkt man fi) ab nach AD getrage 
gezogen, fo verhält fich nach 8. 139 
AB: BC = AD: DF, 
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Hieraus und aus der Vorausſetzung folgt: 
DF = be. 
Da alſo AD = ab, 
DF = be, 
JA-%, 
jo iſt nah 8.60 A ADFC A abe, 
und weil nach $. 144. Zuf. 2 . 
AADF oA ABC, 
fo ift auch A ABOC A abe, 


Zuſatz. 
Zwei rechtwinklige Dreiecke jind ähnlich, wenn die 
Hypotenuſe und eine Kathete des einen der Hhpotenufe 
und einer Kathete des anderen proportional ſind. 


8. 148. Lehrſatz. 
Zwei Dreiede jind ähnlich, wenn die drei Seiten 
des einen einzeln ben brei Seiten Fig. 140. 


des anderen parallel ſind. 
Borausjegung. (Big. 140.) Es fei 
AB /j ab, AC // ac und BC // be, 
Behauptung. fo ift 
A ABO A abe. 
Beweis, Verlängert man be bis D, fo 
iſt nah 8.26.2.8 abe — 4 ADF, 


aber I ADF = 4 ABC, 
folglich auch A abe = I ABC. 
Ebenſo ift X acb= 4 CFb 

und A CFb= ACB, 
folglich auch A acb—= ZJACB: 


daher nad 8. 144 
AABC A abe. 


8. 149. Lehrjatz. 
Zwei Dreiede jind ähnlich, wenn die Seiten des 
einen einzeln auf den Seiten des anderen ſenkrecht 
ftehen. 


17 
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Vorausſetzung. (Big. 141) E 
ac _' AC und be ! BC, 
. Behaupti 
Fig. 141. AAB 
Beweis. , 
b aus bd // 1 
ſtehen nach 8. 3 
lich jenkrecht aı 
I .dbe+ 
und 5 dbe + 
daher 
Nah $.28iftäbe 
alſo auch 
Wird ferner og // CA und ch // CB 
A geh = A ach 
und A geh — I AC 
folglich JACB= A ach 
aber nach 8. 144 
voher nach 5 A ABC A abe. 

Aumerkung. Die beiden letzten Lehrſätz 

allgemeinen Satzes: 

Zwei Dreiecke find ähnlich, wenn 
einen eine ſolche Lage gegen die drei 
haben, daß fie einander, in gleicher 
unter ein und demfelben-Wintel ſchn 

und wurden ihrer häufigen Anwendung wegen 5 
aufgeführt. 


©. Aehnlichkeit der Die 


8. 150. Lehrſatz 

Bei ähnlichen Bieleden find die 

proportional und die von ihne 
Wintel einzeln einander gleid. 

Borausjegung. (Fig. 142.) Es jei 

Behauptung. fo verhält ſich 
AB:ab=BC:be= CD: 
welt JA=-4,JB=- 2 








i 
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Beweis. Denkt man fid) beide Vielecke in eine der in 
8. 138. 2 gegebenen Definition entſprechende Yage gebracht und 
bezeichnet P den jämmtlichen Vektoren gemeinichaftlichen Punkt, jo 
muß fih nad 8. 138. 2 verhalten: 
PA: Pa — PB: Pb - PO: Pe — 


und es iſt daher nach 8. 142 Fig. 142. 
AB // ab, BC/ be, CDed 
u. ſ. w. 

Nach 8. 139 oerhelt ſich alſo: 

PB:Pb= AB: ab 
und 

PB : Pb = BC : be, 
alſo auch 

AB: ab = BC: be. 
Ebenjo 

PC : Pe = BC : be 
und . 

- PC: Pe = CD: cd, 

daher auch 


BC :be = CD: cd. 
Folglich allgemein: 
AB: ab — BO: be — CD: ed — 
Nach 8. 28 iſt ferner 
BA A eu. ſ. w. 


$. 151. Lehrſatz. 


Bringt man zwei ähnliche Vielecke in eine ſolche 
Lage, daß zwei homologe Seiten in gleichem oder 
entgegengeſetztem Sinne parallel laufen, ſo ſind auch 
die übrigen Seitenpaare einzeln in gleichem oder 
entgegengejegtem Sinne parallel und die Geraden, 
welde man durd die einander entſprechenden Ed- 
puntte zieht, gehen burg einen und venfelben Punkt. 

Borausjegung. (Fig. 143a und 1430.) Es fei 

ABCDF  abedf 
und AB / / ab, 


Spin, Lehrbuch der ederien Geometrie. 6. Aufl, 


— 
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Behauptung. fo iſt auch BO // be, CD // ed u. ſ. w. 
und bie Geraden Aa, Bb, Ce ur. j. w. ſchneiden einander in dem⸗ 
ſelben Punkte. 

Beweis. Da nach 8.150 JA= Ja, AB— Ab 
u. ſ. w., jo ergibt ſich nach 8. 280 unmittelbar, daß BC // be, 
ED If ed. ſ. w. iſt. 


gig, iazo. ig. 1436, 


Bezeichnet nun P den Durchſchnittspunlt zweier ber Geraden 
#3. von Aa und Bb, fo verhält ſich nach $. 139 
PB: Pb= AB: ab 
und nad 8150 AB: ab = BC: be, 


alfo au PB : Pb = BC: be. 
Nah 8. 145 ift daher A PBOC Pb... 
alfo & BPC = A bPe 


und e8 liegen jomit die drei Punkte C, ce und P in einer Geraden. 
Ganz analog läßt fich zeigen, daß auch D, d und P in einer 
Geraden liegen u. ſ. w. 


Zufäge 
1) Je nachdem bei obiger Vorausfegung die zwei Seiten in 
gleichem oder entgegengejegtem Sinne parallel find, heißt die Lage 
der beiden Polygone eine. ähnliche (Fig. 143a), ober eine 
inverfe (umgefehrte) (Fig. 143b). Der gemeinfchaftliche Durch- 





DE DE 
N 
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ichnittSpunft: P der Vektoren wird Aehnlichkeitspunkt und 
jede durch denjelben gezogene Gerade ein. Aehnlichkeitsſtrahl 
genannt. Je nachdem die Polygone eine ähnliche oder inverje Lage 
haben, Fällt der Aehnlichkeitspuntt außerhalb oder. zwijchen 
beide: Polygone und. heißt Hiernach bezüglich Außerer . oder 
innerer Aehnlichkeits punkt. “Diejen- entjprechend bat man 
äußere und innere Aehnlichteitsſtrahlen zu unter⸗ 
ſcheiden. 

2) Iſt XY irgend ein Aehnlichkeitsſtrahl, und man wüchtet 
Ax und ay ſenkrecht auf denſelben, ſo verhält ſich 

AP: aP Ax: ay, | 
d. h. die Entfernungen zweier entfpredeinden &d- 
punkte ähnlicher Bielede vom Aehnlichkeitspunkte 
ftehen in viemjelben Berhältnifje wie die Entfernungen 
berjelben Punkte von einem Aehnlichkeitsſtrahle. 

3) Umpgefehrt ift jeve Gerade, deren Entfernungen von. zwei 
entjprechenden Edpunften zweier ähnlichen‘ VBielede von ähnlicher 
oder inverjer Lage ſich verhalten wie die Entjernungen des 
Aebulichteitspunltes von denſelhen. Eckpunkten, ein Aehnlichkeits⸗ 
ſtrahl. | en 


8. 132. Lehrſatz. 

Zwei nede ſind ähnlich, wenn (u—2) auf einander 
folgende Seiten des einen den (n—2) auf einander 
folgenden Seiten des anderen proportional und (n—1) 
einander entſprechende Winkel einzeln gleich find 

Vorausſetzung. (Fig. 142.) Es verhalte ſich 

AB: ab = BO: be = CD cd | 
und 8 ji... - 
JA=-J,JB=g0 3C0C=-&6,4D=- = 4, 

Behauptung. jo iit ABCDE abedf. 

Beweis. Bringt man beide DVielede in eine jolche Lage, 
daß zwei bomologe Seiten AB und ab in gleichem Sinne: parallel 
find, .fo maß, -wegen der Gleichheit der Winkel, auch AE- /i af, 
BE //be,:CD.:f/ cd; DE /f. Uf fein: Schneiden num die durch 
zwei homologe Eckpunktenpaare A, a und B,b geaogerent Getaben 
einander in dem Punkte P, verhält fih nad) 8. 189: 

PB: —= AB: ab . Ad. 
18 
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und da nach der Vorausſetzung auch die ame beitebt: 
AB:ab = BC: 

ie reſultirt hieraus: 
| PB:Pb = BC: be. 

Die drei Punkte C, c, P liegen fomit in einer Geraden. 

Ebenfo läßt fich nachweiſen, daß D, d und P in eine und 
dieſelbe Gerade fallen. nn 

Da fh lo PA: Pa — PD: Pa 
verhält und AF /! af, DF // df 
it, jo müſſen nach 8. 142a auch bie drei Punfte F, f, P in 
einerlei Gerade onen. 

Sämmtliche Gerade, welche man jomit durch die Scheitel der 
n gleichen Winfelpaare zieht, fchneiden einander in einem und 
demſelben Punkte P. Nach 8. 139 verhält ſich nun: 

PA: Pa — PB:Pb=PCU:Pe=.... 
und es iſt daher nach 8. 138. 2 
ABOCDEF  abedf. 


Zuſätze. 

1) Zwei Vierecke ſind ähnlich, wenn zwei Seiten des einen 
proportional zweien Seiten bes. anderen und drei homologe Winfel- 
paare einander gleich find. 

2) Reguläre Polygone von gleicher Seitenzahl find ähnlich. 

3) Parallelogramme überhaupt find ähnlich, wer zwei an- 
liegende Seiten proportional find und ber von ihnen eingeſchloſſene 
Winkel in beiden gleich iſt. 

4) Rechtecke ſind ähnlich, wenn zwei anliegende Seiten pro⸗ 
portional ſind. 

5) Rauten find ähnlich, wenn jie einen gleichen Winkel haben, 


8. 153. Lehrſatz. 


Zwei necke find ähnlich, wenn (n-1) aufeinander— 
folgende Seiten des einen den (n—1) aufeinander- 
folgenden Seiten des anderen proportional und (n—2) 
einander entſprechende Winkel einzeln. gleich find. 

Beweis. Diefer wird ähnlich gerührt wie bei vorhergehen⸗ 
dem Satze. 
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Zuſatz. 
Zwei Vierede find ähnlich, wenn drei Seiten des einen denen 
des anderen proportional und zwei einander entjprechende Winkel 
einzeln gleich find. 


8. 154. Lehrſatz. 

Zwei Vielecke ſind ähnlich, wenn ſie aus einer 
gleichen Anzahl ähnlicher und übereinſtimmend 
liegender Dreiecke beſtehen. 

Vorausſetzung. (Fig. 144.) Es ſei 

A AFB oA atb, 
A BFD A bfd u. ſ. w., 

Behauptung. fo iſt Fig. 144» 
ABCDF o abedf. \ 

Beweis. Wegen der 
Aehnlichkeit der überein» 
ftimmend liegenden Drei» 
ede verhält fich : 

1) AB: AF = ab: af 
2) AF:FB=af:fb 
3) FD:FB=fd:fb, 
fomit nad) 2) und-3) auch: 
4) AF:FD=af.: fd, 
alfo nach 1) und 4) 
AB: AF:FD=ab:af: fd. 
Analog läßt fich bie Propostionaltät aller Bolygonjeiten nachweiſen. 
Berner it —— = 
. & ArB — — afb, 
BrD A bfd, 
alſo auch 4 AFB + 3BFD= A afb 4 2 bfd 
oder JAILD= 5 afd 
und e8 ergibt ſich leicht in analoger Art die Gleichheit der übrigen 
entfprechenben Winkel. Nach 8. 152 find fomit beide Vielecke ähnlich. 


ö 8. 155. Lehriag,. 

Aehnliche Bielece laſſen ſich in eine gleiche Anzahl 
ähnlicher und übereinſtimmend liegender -Dreiede 
zerlegen. 


ur — 
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Vorausſetzung. (Fig. 144.) Es ſei 
ABCDF  abedf, 
Behauptung. jo ift 
AAFPBA ab, 
A BED A bfd uf. w. 
Beweis. Aus der Vorausjegung folgt: 
AF:AB=af:ab 
und JA= Ja. mel, 
alfo ft nah 815 AAFBr Aafb...l) . 7 | 
Hieraus ergibt eh A AFB= A afb .. | 





und da A AFD—  afd, 
fo ftaud) XAFD— XAFB = X afd — X ufb 
ober BFD — bfd. Us 


Da jich ferner verhält: _ 
- AF:EFD=af:fd 
und nach a) AF:FB=af:fb, 
jo verhält fih au FD: FB= fd: fb. .. (3) 
Aus (2) und (8) folgt aber nach 8. 145: 
"ABFDo&A bfd. 
Auf gleiche Art läßt fich bie Achnlichteit— aller üsernfimmend 
liegender Dreiede nachweiſen. 
An merlung. Die Richtigkeit des Satzes kann aud) leicht mittelſ 
des $. 151 und der Definition 8. 138. 2 bargeihan- werben. duhret 
dieſen Beweis ſelbſt aus! 


D. Eigenfchaften, welche ſich für die ebenen Figuren ans den 
vorhergehenden Sützen ergeben. 


a) Das Dreied betreffend. 
8. 156. Lehring. 


» Rälkt man im redhtwinkligen Dreied vom Scheitel 
Des rechten Winkels aus.eine Senkrechte auf die 
Hypotenuſe, jo theilt dieſe Das Dreied in zwei Dreiede, 
welde unter einander und dem ganzen Dreiede 
ähnlich find. 

Borausfegung (Fig. 145.) E fi A abe = R un 
bd | ac, oo 








Behauptung. jo ift 
A abd A bed A ach. 
Beweis. Nach 8. 149 Fig. 145. 
iſt A abd A bed 
und da 
Jı=Ja 
und 


5. bda = 2 abe, 
jo ift nah 8. 144 

A abd A ach, 
folglich auch 


Bon der Aehnlichteit der Figuren, 167 


Aabdon A bed 2 A ach. 


Zufäge 

1) Aus der Aehnlichfeit der Dreiede abd und bed folgt 

unmittelbar die Proportion: 
ad: bd — bi : de*), d. h.: 

Die zur Hypotenuſe gehörige Höhe eines recht— 
winfligen Dreieds ift die mittlere geometriſche Pro- 
portionale zwifchen den Projectionen ber beiden Ka— 
theten auf der Hypotenuſe. 


Anmerkung. Aus diefer Proportion erhäft man unmittelbar 
ba? — ad. de. Berg. $. 1262. Zuf. 21 


2) Da A abd A ach, 
fo verhält ſich ae:ab— ab: ad,....e) 
und weil 2 bed m A ach, 
auch : be — be: dc, PB) 


d. h.: Die Batgete eines rechtwinkligen Dreieds ift die 
mittlere geometrijhe PBroportionale zwifhen der 
ganzen Hhpotenuje und. ihrer Projection auf diejer. 
Anmerkung. Aus a) folgt: ab? — ac. ad, 
aus p) be — ac. de 
und hierans durch Addition: 
ab? + be? — (ad + de) ac = act, 
d. i. der pythagordiſche Lehrfat. 


*) €8 ift wohl zu berückſichtigen, daß ad und bd, fo wie bd und de 
Homologe Seiten der A A abd und bed find, da fie gleichen Winkeln gegen- 
überligen. Auf daſſelbe fei man in den nachfolgenden Sägen bedacht. 
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8. 157. Lehrſatz. 

Eine Gerade, welche einen Winkel eines Dreiecks 
halbirt, theilt die gegenüberliegende Seite in zwei 
Abſchnitte, die ſich verhalten wie die beiden anliegen— 


den Dreiedjeiten. 
VBorausjegung. (Fig. 146.) cd halbire den A ach, 
Behauptung. fo verhält fih ad: db — ac : ch. 


Fig. 146. 





Beweis. Verlängert man ac um cf — cb und zieht fh, 


jo iſt A acb = 2 Z afb, 
alſo A acd= I afb, 
folglich fb/ cd 


und es verhält fi ſomit nach 8. 140 
ad: db = ac: ch, 
oder ad:db = ac: ch. 


Zufäge. 
Halbirt man auch den Außenwinkel fcb duch cg und zieht 


bh // ge, fo verhäft ſich nad) 8. 139. Zuf. 
ag:bg = ac: he, 


over da A hem 2 A bem, 
alſo he = cb, 
auch ag:bg = ac: ch, 


d. h. der oben ausgeſprochene Yehrjag gilt au in 
Bezug auf die Halbirungslinie des Außenwinkels. 
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O8. 158. Lehrſatz. 

Zieht man in einem Dreied eine Transverjale, 

welche zwei Seiten und die Verlängerung ber dritten, 
} oder: Die Berlängerungen Fig. 141. 
der drei Seiten fchneibet, | 
fo tHeilt diefe jede der drei 

Seiten in zwei folde Ab- 
ſchnitte, daß das Produkt 
aus drei nicht aufeinander- 
folgenden Stüden gleich 
dem Produkte der drei 
anderen ift. 
. Vorausjegung. (Fig. 147 und 148.) Es jei dm eine 
beliebige Transverjale des A abe, 

Behauptung. fo ift Kia. 148, 
af.cm.db= fe.mb.ad. 

Beweis. Zieht man 
ag / / dm, fo ift nad) 8. 144. 
Zuſ. 2 

Aagew A fine 
nd 


" A dnb m A agb, 
folglich verhält fig: 


af: ſe — gm: cm 


nd J 
db: ad = mb : gm, 
alfo, wenn man biefe Pro⸗ 
portionen gliedweife mit eine 
ander multiplicirt, auch 
af.db:fe.ad—gm.mb:cm.gm, 
ober af.db:fe.ad- mb: cm, 
woraus folgt: af. cm . db — fc. mb. ad. 


u 


O 8.159. Lehrſatz. 
Nimmt man auf zwei Seiten ca-und ch (Fig. 147) 
und der Berlängerung der dritten Seite ab oder aud 
auf ben Berlängerungen biefer Seiten (Sig. 148) der 
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Reihe nah drei Buntte f, m d jo 
ziehung ftattfindet: 
af.cm.d=fe.mb. 
fo Liegen die drei Punkte f, m, din gi 
Beweis. Zieht man durch d und f ein 
angenommen biejelbe jchneive die Seite cb 
vorhergehendem Lehrjage 
af.com®.db=fe.mb. 
Durch Divifion diefer Gleichung in bie 
aber bie Proportion 
cm : cm’ = mb : mb, 


ober cm : mb — em‘: m’b, 
ober em:mb + om—= cm 
oder, ba in Fig. 147 mb + cm = mil 
und in Fig. 148 mb — cm = mil 
iſt, em:cb= cm 
und hieraus cm= cm 


d. h. die durch d und f gehende Gerade ſchi 
im Punkte m, oder die drei Punkte f, n 
gerader Linie, 


‚© 8. 160. Lehrſatz. 

Fig. 149. Zieht man d 

halb oder außer 

eds abe (Fig. 1 

legenen Punkt 

punkte Transvı 

jede ber Dreie 

ſolche Abſchnitt 

das Produkt dre 

ander liegenden 

Produkte der dy 

Vorausſetzung. af, cd und bg ſeien t 
Behauptung. fo ift 

ad.bf.ge=db.fe.: 


rm 
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Beweis. Nach 8. 158 erhält man für die AA abg und 


cbg, wenn man bezüglich cd und af ale Eransoeriaen anfieht: 


ad.bp.ge=db. m 


und bFogp.ac=fe. bp, 
oder, wenn man beive Gleichungen mit einander multiplicirt: 


ad.bf,.ge=db.fe.ag. 


ig. 150. 


O 8. 161. Lehrſatz. 

Theilt man jede der drei Seiten eines Dreieds jo 
in zwei Abjchnitte, daß das Produkt aus drei nicht 
aneinander liegenden derjelben gleich ift dem Produkte 
der drei anderen, und zieht durch jeden Theilpunft 
und den gegenüberliegenden Edpunft des Dreieds 
Gerade, fo fhneiden diefe einander in einem und 
demfelben Punkte. 

. Borausjegung. Es fei (Big. 151. @ mb 4) 

ag.ch.bf=ge.hb. 

Behauptung. jo ſchneiden ah, bg, Pr einander in einem. 
und bemfelben Punkte d. 

Beweis. Zwei ber Geraden z. B. ah und cf ſchneiden 
einander im Punkte d und es ift nun noch zu beweifen, daß, wenn 
man den Durchfchnittspunft einer dritten von b aus durch d ge 
zogenen Geraden mit der Seite.ac durch g“ beinet, g' mit g 
zufammenfallen muß. 


— 


172 Achter Abſchnitt. 


Da nach 8. 160 
ag’.ch.bf=ge.hb.af 
ift, fo folgt Hieraus und aus der Vorausjegung: 
ag:ge — ag’: glc 

oder gigetgeag:getg 
Nun ift aber in Fig. 151 (a) 
ge 4 ag — g 4 at — 
) 


ge — g-ge— gi- 


folglich in beiden Fällen 


und in Fig. 151 (£, 


ag — ag', 
d. 5. Punkt g fällt mit g’ zujammen. 
Fig. 151. 


db) Den Kreis betreffend. 
8. 162. Lehrfäte. 5 
Fig. 152. I) Da zwei Sehnen ab und 
ac (Fig. 152), welche man von 
irgend einen Punkte der Peri⸗ 
pherie eines Kreiſes nach den 
Endpunkten eines Durchmefjers 
be zieht, mit diejem nach 8. 107. 
Zuf. 3 ein vechtwinkliges Dreiec 
bilden, jo verhält fich nach $. 156. 
Zuj.1, wenn man ad _|_ be zieht, 
bd:ad=ad:de, 
d. 5: Die Hälfte einer auf 
einem Durchmeſſer ſenkrecht ftehenden Sehne ift die 


mittlere geometrijche Proportionale zwiſchen den zwei 
Abſchnitten des Durchmeſſers. 
Aus vorſtehender Proportion folgt unmittelbar: 
ad? — bd .. de, 
d. h.: Das Quadrat über der Hälfte einer Sehne, welche 
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auf einem Durchmeſſer ſenkrecht fteht, ift gleich dem- 


Rechtecke gebildet aus den beiden Abſchnitten des 
Durchmeſſers. 

2) Nach 8. 156. Zuf. 2 verhält ſich: 

be : ba = ba: bd, 

d. &.: Jede vom Endpunkte eines Durchmeſſers aus— 
gehende Sehne iſt die mittlere geometriſche Pro— 
portionale zwiſchen dem ganzen Durchmeſſer und ihrer 
Projection auf dieſem. 

Aus vorſtehender Proportion folgt unmittelbar: 

ba? — be . bd, 

d. 5: Das Quadrat einer vom Endpunkte eines Durh- 
mejfers ausgehenden Sehne ift gleih dem Rechtecke 
gebildet aus dem Durchmeſſer und ihrer Projection 
auf diejem. . 

3) Nach 2) ift (Fig. 153) Fig. 130. 

ab? — ad.af 
und act — ad.ag, 
alſo verhält fi: 
ab? : ac! — afıa 

d. h.: Die Quadrate zweier 
Sehnen, welde von dem 
Endpunfte eines Durchmeſ— 
fers ausgehen, verhalten 
fich wie deren Projectionen 
auf diefem. 


\ 8. 1620. Lehrſatz. 

Zeichnet man in einen Kreis ein Dreied, fo tft 
das Rechteck aus zwei Seiten dejjelben gleich dem 
Rechtecke gebildet aus der zur dritten Seite gehörigen 
Höohe und dem Durchmeſſer des Kreiſes. 








| 
i 
1 


— 
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Vorausſetzung. (Fig. 1532.) Es ſei m 
punkt, af be, 

Fig. 1530. Behauptung 

’ abe. ae — 

Beweis. Ziel 

nach 8. 107. Zuſ. 

A abe — 

und nach 8. 107. 

A afb — 

alſo nach 8. 144 

A afb 
folglich gerät fig 
B af = 
oder es ift ab ae — 


8. 163. Lehrſatz. 


Schneiden zwei Sehnen einander in 
Kreifes, jo ftehen ihre Abſchnitte in 


Proportion. 
\ Vorausjegung. 
in 1a ſeien ab und ed bie 
Behauptung. 
af:fe—= 


"Beweis. Zieht 
ſo iſt nach $. 107. ; 
! I add = 
ww ZJab= 
folglich nad) 8. 144 
A acf A dbf, 
alfo verhält ſich 
af: fe — fd: fb, 


Zuſatz. 
Aus vorſtehender Proportion folgt unmittelbar: 
af. fb= fe. fd 
d. h.: Die aus den Abfehnitten der zwei Sehnen 3 ges 
bildeten Rechtede jind eittander gleich. 
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Schneiden zwei Sekanten einander außerhalb eines 
Kreijes, fo ftehen jie in umgekehrter Proportion mit 
ihren außerhalb des Kreijes liegenden Stüden. 
Borausfegung. (Fig. 155.) ab und be jeien zwei Sefanten, 
| Behauptung. fo'verhält fich 
| ab : be = bf : bd. , 
Beweis. Zieht man af und cd, jo ift nach 8. 107. Zuj. 1 
5:baf = A bei 
und Ab—Ab, 
alſo nah 8. 144 A abf A ebd; 
foiglich verhält ſich ab: be — bf : bd, 


Fig. 153. Fin. 156. 
° Zuſatz. 
Aus wiſteeer Proportion folgt: 
ab. bd — be. bf, 


d. 5: Die Rehtede gebildet aus den Sefanten und 
ihren außerhalb des Kreijes liegenden Stüden find 
einander glei. 


8. 165. Lehrſatz. 

» Wenneine Sefante und eine Tangente einander jchnei- 
den, jo ift die Tangente die mittlere geometrifche Pro- 
portionale zwiſchen der ganzen Sefante und»dem außer- 
halb des Kreifes liegenden Theile derjelben. 

Vorausſetzung. 58 156.) ab jet die Sefante und be die 
Tangente, 
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Behauptung. jo verhält ſich 
ab : be = be : bi. 
Beweis. Zieht man ac und de, jo iſt 
Ib=-%b 
und nach $. 109. Zuf. 1 
A ead — A de, 
alſo nach 8. 144 A abe A ebd, 
folglich verhält ſich 
ab : be = be : bd. 


Zuſabz. 
Aus vorſtehender Proportion ergibt ſich die Gleichung : 
ab. bd — be#, 
d. h.: Das Rechteck gebildet aus der Sefante und ihrem 
außerhalb des Kreifes liegenden Theile ift gleich dem 
Quadrat über der Tangente. . 


Anmertung. Hieraus läßt ſich aud der Sat %. 112, 4. Aufg. 
Zuf. 2. =. folgern. 


O8. 166. Lehrſatz. 

" In jedem Kreisviered ift 
das Rechteck gebildet aus den 
beiden Diagonalen glei der 
Summe der Redhtede je zweier 
gegenüberliegenden Seiten. 

Behauptung. (Fig. 157.) 
ac.bd=ab.ced-+ be. ad. 
Beweis, Nach 8. 107. Zuf. 1 


ift 
5 bace = I bde 
und 4 bea =  bda, 
alfo, wenn mar A abf = — dbe macht, nad: 8. 144 
Aabfın A dbe 
und Abefon A bie, 


folglich verhält fich 
ab:af=bd:cd 
und be : fe = bd : ad. 
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Aus beiden Proportionen folgt: 
af.bd—=ab.cd 

und fe. bd — be. ad, 
und hieraus duch Abbition: 

(af + fo) bd — ab.cd + be. ad 
oder ac.bd=ab.cd + be.ad: 

Anmerkung. Dieſen Sab nennt man nah Ptolemäus 

(125 u. Chr.) den ptolemäifchen Lehrſatz. 


8. 167. Lehrſatz. 

Zwei Centriwinkel eines Kreiſes, oder in zwei Krei— 
ſen mit gleichen Radien, verhalten ſich zu einander wie 
die Bogen, auf welchen ſie ftehen. 

Borausfegung. (Fig. 158.) abe 
und dbf jeien irgend zwei Centriwinfel, 

Behauptung. jo verhält jich 
abe : Zdbf — Bog.ac : Bog. di. 

Beweis. 

1. Fall. Die Bogen feien 
commenjurabel. 

Denkt man fic) die Bogen ac und di 
in gleiche Theile getheilt, jo daß jeder 
Theil des einen Bogens gleich jedem 
Theile des anderen Bogens ift und enthält Bogen ac z. B. m 
und Bogen df n jolder Theile, jo verhält ſich 

1) Bog. ac: Bog. d= m:n. 

Durch die zu den Tpeilpunkten der Bogen gehörigen Nadien 
werden ñnach 8. 85 auch die Gentriwinfel abe und dbf bezüglich 
in m und n gleiche Theile getheilt, ſo daß fich auch verhält: 

2) ZJabe: Jdbf=-m:n 

Aus 1) und 2) folgt demnach: 

A abe: A dbf = Boy. ac : Boy. df. 

O 2 Fall. Die Bogen jeien incommenfurabel 

In der Proportion 

1) abe: A dbf = Bag. ac: x 
muß x entweder gleich, größer oder Heiner als Bog. df jein. 

Angenommen, es jei x größer als 209. df, z. B. = Bog. dg 
und es verhielte ſich aljo 

2) A abe: A dbf = Bog. ac : Bog. dg, 


Sig. Lehrduch dır ebenen Geomenie. 6. Aufl. 12 
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jo Tann man Bog. ac in jo Heine gleiche Theile t 
Theil Heiner als fg wird, und wenn man einen jo 
d gegen g trägt, fo wird enblich ein Theilpunft zu 
nad m fallen, aljo Bog. ac mit Bog. dm comn 
und ſich nach dem 1. Falle verhalten: 
3) 4% abe : A dbm — Bog. ac : 
Aus 2) und 3) folgte aber alsdann 
A dbf : I dbm = Bog. de : 
oder Kleineres: Größerem — Größeres : 
was unmöglich ift. 
Die Proportion 2) fann demnach nicht ftattfi 
vierte Glied der Proportion 1) Tann nicht größer al 
Auf gleiche Weije läßt fich zeigen, daß daſſelbe ı 
Dog. df, z. B. — Bog. dh fein ann. 
Da aljo x nicht größer und nicht Heiner ale Bo 
fo muß nothwendig x — Bog. df fein und ſich al 
abe: 5% dbf — Bog. ac : Bog. 
Anmerkung. Auf diefen Fall läßt ſich aud) das 
zu 8. 134 gegebene VBeweißverfahren anwenden. 
Sind nämlich C und c die beiden Gentriwintel, B 
hörigen Bogen und man fett 
y<C<ia+Nyr 


und nach 
folgt: a _C +1 N 
fo-folgt: Mean a 
und ebenfo aus B<B<(n+1? 
umd eb =np 
n_B_n+i , - 
— 


Analog wie früher ergibt ſich nun aus (1) und 2), daß 
c B 
oder daß ſich verhäft ° 
C:ic=B:b 
Man wendet .ven joeben bewiejenen Sag. zur Mefjung der 
Wiulel an, 
Dean nimmt als: Winkeleinheit den 90. Theil eines rechten: 
Winfeld an und nennt jolhen Grad (vergl. $. 14). 
Iſt dig (Fig. 159 j. folg. ©.) irgend ein Winkel, A abe 
die Winfeleinheit und man befchreibt zwiſchen den Schenteln beider 
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Winkel mit gleicher Zirkelöffnung von F amd b ang bexiiafich. hie 
Bogen n 


Dan 
Wintel d 
abe enth 
grade pc 
Bogen ı 
ſehen um 
grade de 
Anzahl t 
ſchließen 

Auf 
ruht die C 
des Wi 
folgende 

Man 
concontrii 


Theile (1 
kreiſes in 
Reihe na 
des ander 
a 

ausge 
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Um mittelft diefes Inftrumentes die Größe eines Winkels zu 
beftimmen, lege man daſſelbe jo auf den zu meſſenden Winkel, daß 
ber Mittelpunkt ce auf den Scheitel fällt und der Durchmeffer ab 
an einen der beiden Schenkel zu liegen kommt; die Zahl, nad) 
welcher der andere Winkelſchenkel auf dem Transporteur zeigt, wenn 
man auf der Seite aufiteigend zählt, auf welcher der erſtere Schenfel 
nach O zeigt, gibt die Größe des Winkels an. So mißt z. B. in 
Fig. 160 5 geb 60°%, A gea dagegen 120°, 


Zufätße. 

Nimmt man den ziwiichen den Schenfeln eines Centriwinfels 
liegenden Bogen als Maß für diefen Winkel, fo laſſen fich die Säte 
der 88. 107 und 109—111 auch auf folgende Weile ausprüden: 

1) Ein Beripheriewinfel hat die Hälfte des Bogens 
zum Maß, welder zwijchen feinen Schenteln liegt. 

2) Jeder Berührungswinkel bat die Hälfte Des 
Bogens zum Map, welder zwiſchen feinen Schenkeln 
liegt. 

O 3) Jeder Sehnenwinfel hat die halbe Summe 
ber zwei Bogen zum Maß, welche zwifchen jeinen 
Scenfeln und deren VBerlängerungen liegen. 

O 4) Jeder Sefantenwinfel hat die halbe Diffe- 
venz der zwei Bogen zum Maß, welche zwifchen jeinen 
Schenfeln liegen, 


O8. 168. Lehrſatz. 

Verlängert man je zwei gegemüberftebende Seiten 
eines in einen Kreis gezeichneten Sechsecks, jo liegen 
die Drei dadurch bejtimmten Durchſchnittspunkte in 
einer und derjelben Geraden (Sa von Pascal). 

Behauptung. (Fig. 161.) Die drei Durchfchnittspunfte b, 
k und m liegen in einer und berjelben Geraden. 

Beweis. BVerlängert man drei nicht aufeinanderfolgende Seiten 
des Sechsecks, 3. B. ag, be und df, fo erhält mann, p und q als 
Durchichnittspunfte und nach dem Zufage zu 8. 164 die Gleichungen 

nb.nc = na.ng, 
pd.pf = pe.pb, 
2.qga — qgf.qgd. 


ö 





| 


Sieht man nun im A qpnu der Reife nad) hd, ka, mg als 
Transverfalen ar, fo ergeben fih nad) 8. 158 beziehungsweiſe die 
Relationen: 
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qd.nh.pe=pd.gh.ne, 
bp.gk.na=nb.pk. ga, 
’ gf .pm.ng=qg.fp..mn. 
Multipfieirt man nun die vorftehenden ſechs Gleichungen mit 
einander, fo ergibt ſich die Beziehung 
oh. qk.pm= qh.pk, mn. 


Fig. 161. 


Nun fallen aber die drei Punkte h, k, m in die Seiten des 
Dreiecks qnp, fomit liegen fie nach vorftehender Gleichung und 
$. 159 in einer und derſelben Geraden. 


© 8. 1682. Lehrſatz. 

Werden die Seiten eines Dreieds oder deren Ver— 
längerungen burd eine Kreislinie gejhnitten, fo 
Liegen an jeder Ede des Dreieds zwei burd den Kreis 
begrenzte Abſchnitte, und das Produkt der ſechs Ab- 
f&hnitte in dem einen Sinne um die Figur herum ift 
gleich dem Produkte der ſechs anderen Abſchnitte in 
Dem entgegengefetten Sinne herum genommen. (Sat 
von Carnot.) 
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Vorausſetzung. (Fig. 162 und 168.) abe 
Behauptung. jo ift 
ad.af.bg.bh.ck.m—=am.ak.ch 
Beweis. Nach $. 163 und 164 ijt: 
ad.af = am. ak 
bg .bh— bf . bd 
ck .em— ch .cg. . 
Multiplieirt man diefe Gleichungen mit einantı 
ad.af.bg.bh.ck,on—=am.ak.ch 


Fig. 162 . 
Fi 


8. 169. Lehrſatz. 

Zieht man in zwei Kreiſen in gleicher 
gegengeſetztem Sinne parallele Radien, u 
Endpunkte je zweier zuſammengehörigen 
rade, ſo ſchneiden dieſe einander in beid 
einem und demſelben Punkte der Centra 

"Beweis. Es ſei zunächſt (Fig. 164) ac 1 
von e aus durch d gezogene Gerade die Centrale 
einem Punkte p jchneiden. 

Ziegt man nun df // pa, pit Aaper 
verhält fich pa: ac fd: fe, 
oder, wenn man ac duch R und bd = bd’ du 

p:R=ab:R—r, 

woraus folgt: 


pa = 
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Da aber au A bpd cr A fde iſt, je verhält ſich ferner 
pb: bd = fd : fe, Big. 164. 
oder 
ppir =ab:R—r, 
woraus fi ergibt: 
r 
R-r 
Aus den beiden Ausdrücken 
(l und (2 geht aber hervor, 
daß die Abftände pa und pb 
von pe, d. h. von der Rage des 
Punktes c ganz unabhängig find, 
und daß aljo alle auf ähnliche 
Weife wie cd conjtruirten Ge— 
raden durch den Punkt p gehen 
müffen. 
Um die Richtigfeit des Satzes 
auch für ben zweiten Fall zu 
beweijen, fei ac // bi‘, und die 
Gerade cd’ jchneide die Genträfe 
in p'. 
Da alsdann 
A acp' o A bdip‘, 
ift, fo verhält fich: 
pa: ac= pb: bd‘ 
oder pa:R=ab —pa:r 
und hieraus 


pb ⸗ ab ... (2 


p'a — 5 — · ab . . . (3 
Ferner folgt aus der Proportion 
pa:R=pb:r, 
auch ab—pb:R=pb:r- 
und hieraus 


Pb... 


Aus (3 und (4 erfieht man, daß fih für den Durchſchnitis⸗ 
puntt p‘ dieſelben Schlüffe ziehen laſſen, wie für den Punkt p. 
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Zu ſätze. 
igt man, daß ſämmtliche Ger 
größeren Kreiſe zieht, durch 
proportional getheilt werden, 
der in 8. 138. 2 gegebenen 
eiſe ähnlich find. 
anmend mit dem im $. 151. 
Bunkte p und p Aehnlid 
deren und p‘ den innere 
in Kreiſe. Die duch die A 
heißen auch hier. beziehungt 
chkeit sſtrahlen. 
durchſchnittspunlkte eines Aehı 
seripherien, welchen feine pa 
(Fig. 164) d und g, hun 
e Bunfte vom äußeren ı 
ſtrahle. 
lehnlichkeitsſtrahl einen Punk 
gemeinſchaftlich, ſo muß er ı 
Speripherie gemeinfchaftfich he 
n Radien müffen gleichgerichte 
nachdem ber Aehnlichkeitsſtre 


lichleitsſtrahl ift immer ent! 
ve Kreife ober liegt außerhall 
nd h (Fig. 164) die zwei Be: 
it den gegebenen reifen a u 
nit dem Mittelpunfte jenes $ 


= age — ug = 

bd // ac und bh // ag 
den Berührungspunfte 
'e Punkte vom äußereı 


ſich für eine einjehliegende : 
von beiden Kreijen der eir 
nd berührt, jo find die Berü 
von inneren Aehnlichkeitsftre 





nn ei treue —— 
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Figur ift diefes ebenjo leicht wie der vorhin angeführte Sak zu 
beiweijen. 

7) Zieht man den Radius bh und damit parallel den Radius 

g, jo muß diejer, wie dies nach Vorhergehendem leicht einzujehen 
it ben Aehnlichkeitsſtrahl pe in einem Punkte & der Kreißperipherie 
ſchneiden. 

8) Ebenſo läßt ſich nun leicht nachweiſen, daß, wenn man von 
einem Aehnlichkeitspunkte an den einen Kreis eine Tangente zieht, 
dieſe auch den anderen Kreis berühren muß. 

9) Bei concentriſchen Kreiſen fallen beide Aehnlichkeitspunkte 
mit dem! Mittelpunfte zuſammen. 

10) Für zwei gleiche Kreife liegt der äußere Aehnlichfeitspunft 
auf der Gentrale in umendlicher Entfernung, der innere Dagegen 
im Mittelpunfte der Eentrale. 

11) Die von den beiden Mittelpunften aus nad) einem zu— 
gehörigen Aehnlichkeitsitrahle gezogenen parallelen Streden ver- 
halten fi) wie die Radien der betreffenden Kreiſe. 

12) Umigefehrt folgt hieraus, daß, wenn zwei von den Mittel- 
punkten zweier Kreiſe ausgehenve parallele Streden ſich wie bie 
betreffenden Radien zu einander verhalten, die Enppunfte jener 
Streden einen Aehnlichkeitsjtrahl bejtimmen. Ä 

Anmerkung. Diejer Satz kann zur Conftruction der Aehnlichfeit3- 
punkte benußt werden, indem man zwei Achnlichkeitsftrahlen auf die 
angegebene Weije beftimmt. 

13) Nach 8. 105. Zuf. 6 läßt fich auch von dem inneren und 
äußeren Aehnlichkeitspunkte eines Kreifes und einer Geraden Iprechen. 
Da in diefem Falle alle der Geraden entiprechenden Radien zu 
derſelben jenfrecht find, fo fallen die im Kreife damit parallel ge- 
zogenen Radien mit der Gentrale beider Gebilde zujammen. “Die 
Endpunkte des zur Geraden fjenfrechten Durchmeffers find jomit 


bie beiden Aehnlichkeitspunkte. 


OS. 170. Lehrſatz. 

Die Rechtecke aus den Entfernungen je zweier 
potenzhaltenden Bunkte eines und dejjelben Aehnlich— 
feitsftrahles vom äußeren Aehnlichfeitspunfte jind 
einander gleich. 


Achter Abſchnitt. 


Zeweis. Aus der Aehnlichkeit der A. 
164) folgt: 

pd: pe = pb: pa 
aus der Achnlichteit der A A pbh und p 

ph: pg = pb : pa. 
lus beiden Proportionen ergibt fich 

pd: pe = ph: pg; 


iſt pd.pg = ph. pe. 
merkung. Für den inneren Aehulichteitsſtrahl ge) 
Zuſatz. 


zür den in 8. 169. Zuſ. 13 angeführten F 
: Sag unveräntert. Sind daher (Fig. 16 
Fig. 105. äußerer 
Aehnlich 
und f, 
potenzi 
jo it 
pe. 
und 
ph. 
wie ſich 
Aehnlich 
pfd, pp 
ergibt. 
Die 
und p’'h 
nad für 
Aehnlich 
und bezüglich = pd . pp’ und p’d . pp‘ 
Strahlen parallel zu be gezogen, jo wird 
pk = p’g = 0 und e8 entfpricht jomit | 
em erften Falle der Werth pdi. pp‘, in 
9 p‘d. pp“ 


O8. 171. Lehrſatz. 
Benn ein Kreis und eine Gerade v 
Kreije berührt werden, fo jind dir 


— 


— — — 
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punkte potenzhaltende Punkte vom äußeren oder 
inneren Aehnlichkeitsſtrahle, je nachdem die Berührung 
der Kreiſe von außen oder von innen geſchieht. 

Vorausſetzung. (Fig. 166.) ig. 166. 
Die beiden Kreife m und n be- 
rüren den Kreis a und vie 
Gerade be, 

Behauptung. jo jind k 
und f potenzhaltende Punkte vom 
äußeren und g und h folche vom 
inneven Aehnlichkeitsſtrahle. 

Beweis, Zieht man von 
m und n aus duch a Gerade, 
jo gehen dieje nach 8. 106 durch 
die Berührungspunkte k und g, 
und wenn man durch a eine 
Senlrechte zu be zieht, je iſt 

ad // mf // oh, 
aljo nach 8. 144 
A akp A mkf 
und A agp'oo A ngh, 
folgli), da mkf und ngh gleich 
ſchenklige Dreiede find, 
ak — ap ud ag = ap‘, 

d. h. die durch a zu be jenfrecht gezogene Gerade ſchneidet die 
Linien fk und gh in ber Peripherie des Kreiſes a, woraus ſich 
num nad $. 170. Zuſ. die Nichtigfeit des obigen Satzes ergibt. 


. Zuſätzze. 

1) Berührt ein Kreis eine gegebene Gerade in 
einem Punkte und hat er mit einem gegebenen Kreiſe 
einen Punkt gemeinſchaftlich, der zum Berührungs— 
punkte potenzhaltend iſt, ſo berührt jeder Kreis die— 
ſen und zwar von außen oder von innen, je nachdem 
der gemeinſchaftliche Punkt ein potenzhaltender vom 
äußeren oder inneren Aehnlichkeitsſtrahle ift. 

Denn berührt 3. B. (Fig. 166) der Kreis m bie Gerade be 
in f und Hat er mit dem Kreije a ven zu f potenzhaltenden 
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Punkt k vom äußeren Aehnlichkeitsitrahle gemeinjchaftlich und mar 
zieht diefen Strahl kf und die Streden ka und km, jo iſt mf // pd, 
weil beide | be, aljo I mfk = I mkf = I apk = A akp 
und fomit akm eine gerade Linie. Folglich berühren die Were a 
und m einander in k ($. 105). 

Ganz analog läßt fich zeigen, daß die beiden Kreiſe a und n 
einander in g berühren, wenn n die Gerade be in h berührt und 
mit a ben Au h potenzhaltenden Punkt g vom inneren Achnlich- 
keitsſtrahle gemeinjchaftlich Hat. 

2) Berührt ein Kreis einen gegebenen Kreis ineinem 
Punkte und hater mit einer gegebenen Geraden einen 
Punkt gemeinfhaftlih, der zum Berübrungspunfte 
potenzhaltend ift, jo berührt jener Kreis Die Gerade 
und zwar von außen oder von innen, je nachdem der 
gemeinihaftlibe Punkt ein potenzbaltender vom 
äußeren oder inneren Aehnlichkeitsſtrahle ift. 

Denn berührt 3. B. (Fig. 166) der Kreis m den reis a 
in k und bat.er mit be den zu k potenzhaltenden Punft f vom 
äußeren Aebnlichfeitsitrahle gemeinjchaftlich, und man zieht dieſen 
Strahl pf und die Gentrale am, fo ift I mfk = 5 mkf 
—= A pka = A apk, alſo auch I fmk = A pak und 
fomit mf // pd. Folglich berührt der Kreis m bie Gerade be in f. 

Ebenſo läßt fich der Sat für einen potenzhaltenvden Punkt vom 
inneren Achnlichfeitsitrahle als gemeinichaftlichen Punkt beweifen. 


Anmerkung. Mittelft diefer Sätze Können leicht die Aufgaben 
$. 113. B. 28 und 29 geldft werden. 


O 8. 172. Aufgabe. 


E8 find zwei Kreife gegeben; man foll eine Gerade 
beftimmen, welche die Eigenfchaft bat, daß die Tan— 
genten, welche man von irgend einem Punkte derjelben 
aus nach beiden Kreifen zieht, einander gleich jind. 

Auflöſung. (Big. 167.) 

Durchfchneide beide Kreife von einem beliebigen Punkte c aus 
mit beliebiger Zirfelöffnung, ziehe die Sefanten df und gh ver 
Durhichnittspunfte und fälle von deren Durchichnitt m aus den 
Perpendifel mn auf die Eentrale ab, fo ift diefer die verlangte 
Gerade. 
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Beweis. Zieht man von irgend einem Punkte n der Ge- 
raden bie Tangenten nq und ns, und verbindet n mit a und b, 


fo ift nach 8. 126 na? 
und nb? 
alfo na? — nb? 
ober weil nach $. 126. Zuf. pa? 
und pb? 
alſo pa? — pb? 
ift, auch na? — nb? 
Fig. 


— np? + pa? 

= np? + pbe 

— pa? — pb?, 

= ma? — pm? 

= mb? — pm?, 

— ma? — mb? 

= ma’ — mb! ....... 
167. 


Zieht man nun von m aus durch a und b die Sefanten mw 


und my, fo ift 








ma? = (my + va)? = mv? + 2mv. va + va? 
= (my + 2va),mv+ va? 
— mw.mv-+- va, 
oder nad) 8. 164. Zuf. 
mt—-mf.md+val:.... 





und mb? — (mt + tb)? = mt? + 2mt . tb + tb? 


= (mt + 





H 2tb) mt + tb? 


= my.mt + tb#, 


ober nach $. 164. Zuf. 


mb? = mg. mh + 2; 


alfo nad (1: 


na? — nb?—= mf.md + va? — mg. mh — tb?, 


190 Achter Abſchnitt. 





oder va nach 8. 164. Zuf. in Bezug auf den von e ans be- 
jchriebenen Kreis 





mf. md = me. mh 
iſt, auch 
na? — nb? = va? — th? .... 8 

oder na? — va? = nb? — tb? | 

oder na? — qa? = nb? — sb? 

oder ng — ns, | 
| Auf gleiche Weiſe läßt fich Die Nichtigfeit diefer Conſtruction 
für je zwei Kreiſe, welche einander berühren, jehneiden, oder in— 


einanderliegen, darthun. 


O $. 175. Erklärungen und Lehrfägr. 


1) Das Produkt (Rechte) mf . md aus den Entfernungen 
irgend eines innerhalb oder außerhalb des Streijes gelegenen Punktes 
m von den Durchicehnittöpunften der durch ihn gehenden Geraden 
mit der Peripherie eines Kreiſes nennt man die Potenz Des, 
Punftes in Bezug auf diefen Kreis, oder auch die Potenz 
des Kreifes in Bezug auf jenen Punkt. Dieje ift entweder 
eine äußere oder innere, je nachdem der Punft m außerhalb 
oder innerhalb des Freies liegt. 

2) Die äußere Potenz eines Punktes, z. B. für n in Bezug 
auf ven Kreis um a (Fig. 167) ift gleich dem Quadrate ver 
Zangente nq (j. $. 165. Zuf.) und die innere Potenz ift gleich 
dem halben Quadrate der Heinften Schne, welche durch den Punkt 
gezogen werben kann*) (vergl, 8. 95 und 163). 

3) Nach 8. 172 hat die Gerade mn (Fig. 167) die Eigen- 
ichaft, daß die Tangenten, welche man von irgend einem Punfte 
derſelben an beide Streije zieht, einander gleich find, folglich müſſen 
auch die Botenzen jolcher Punkte in Bezug auf beide Kreife einander 
gleich fein. Man nennt deshalb auch diefe Gerade mn Potenz- 
linie oder Chordale und jeden Kreis, deffen Mittelpunkt in mn 
liegt, Potenzfreis over Chordalfreis beider Kreije. 


*) Nach 8. 95 ift unter allen Sehnen, welche man durch dem Punkt 
ziehen kann, diejenige die Eleinfte, welche amt weiteften vom Mittelpunkte ent- 
fernt ift, alfo auf der Verbindungslinie des Punktes mit dem Mittelpinifte 
jenfrecht Steht. 
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4) Die Gerade mn ift hiernach der geometrijche Ort eines 
Punktes, für welchen in Bezug auf die beiden SKreife die Tan—⸗ 
genten over Potenzen gleich find. Diefelbe Heißt darum auch die 

| Linie der gleihen Zangenten, die Linie der gleichen, 
Potenzen, Potenzachſe oder Radikalachſe. 

5) Die Chordale mn fteht auf der Centrale ab ſenkrecht und 
balbirt die an beide Kreije gezogenen gemeinjchaftlichen Tangenten. 

6, Für zwei Streije, welche einander jchneiden, tft die gemein- 
schaftliche Sehne, für zwei einander berührende Kreije die gemein- 
ichaftliche Zangente die Chordale. 

7) Schneiden zwei Kreife einander jo, daß die in den Durch— 
ichnittöpunften an bie zwei Kreije gezogenen Tangenten jenfrecht 
aufeinander fteben, jo jagt man, die beiden Kreiſe jchneiden ein- 
ander fenfrecht oder orthogonal. 


8) Ein Kreis, welcher zwei gegebene Kreife rechtwinklig durch- 
ichneivet, heißt Orthogonalkreis. Die Chordale ijt ver 
geometrifche Ort für die Mittelpunfte der Kreije, welche vie be- 
treffenden zwei Kreife ortbogonal durchichneiben. 


9) Um die Potenzlinie für zwei beliebige Kreife zu erhalten, 
durchichneide man beide mittelft eines Hilfskreiſes, errichte als⸗ 
dann von dem Durchichnittspunfte der beiden gemeinjchaftlichen 
Sehnen einen Perpenpifel auf die Gentrale der zwei gegebenen 
Kreife. 


10) Aus der Gleichung (2 des 8. 172 folgt: 
mf. md = ma? — va, 
d. h.: Die Botenz eines Punktes ift gleich der Diffe- 
renz der Quadrate der Entfernung dieſes Punktes 
vom Mittelpunfte und des Halbmefjers. Für einen 
und denjelben Punkt eines Kreiſes ift dieje aljo eine 
conjtante Größe. 


11) Nach 8. 172. (3 war 
na? — nb? = va? — tb3, 
d. h.: Die Differenz der Quadrate der Entfernungen 
eines jeden Punktes der Potenzlinie von den Mittel- 
punften der beiden Kreije tft gleich der conftanten 
Differenz der Quadrate beider Radien. 
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12) Da (Fig. 167) pa? — pb? — ne? - 
oder nach 8. 172. (3) pa? — pb? — va? - 
jo iſt pp — Ce 
Nimmt man hierin va > tb, fo wird auch 
d. h.: Die Potenzlinie Tiegt weiter vom Mittelp 
Kreijes entfernt als von dem des Hleineren. 
13) Aus $. 172. (3) folgt unmittelbar: 
pa® — va? — pb? — tb? 
oder (pa + va) (pa — va) — (pb + tb 
oder (pa + va) pf — (pb + tb) ph. 
Iſt num va > tb, alſo nad) 12. auch pa 
wenn vorſtehende Gleichung beftehen ſoll, pf < 
d. h.: Die Potenzlinie Tiegt näher an der Perip 
Kreiſes als am der des kleineren. 


O 3. 174. Lehrſatz. 

Zieht man von einem außerhalb 

gelegenen Punfte p (Fig. 168) aus die 

Fig. 168. und pb aı 

ſchneidet d 

ſtrecke ab dı 

punkte bi 

in einem P 

das Rechte 

den Entf 

zwei Punk 

Mittelpur 

drate des 

gleich ift. 

Beweis... Na) $. 98 und $. 156. Zuf. ! 
po: ac — ac: pıc, 

woraus unmittelbar folgt po. Pꝛe ⸗ ac? = R% 


"O8. 174a. Lehrſatz. 
Zieht man dur einen innerhalb 


gelegenen Punkt p (Fig. 168a. f. ©.) die z 
Centrale op, ſenkrechte Sehne aibe, uı 
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punkten a, und b, berfelben Tangenten, jo beftimmt 
deren Durchſchnitt einen Fig. 1688. - 

Punkt p, fo, daß das 

NRechted gebildet aus den 

Entfernungen der zwei 

Punkte p und p, dom 

Mittelpunfte c dem Qua- 

drate des Halbmeijers 


gleich ift. | 
Beweis. Wie vorhin | 
ergibt ſich: | 
pie. pe = Re. | 


8. 175. Erklärungen und Lehrfäte. 

1) Zieht man durch den Punkt pı (Fig. 1684) eine zur 
Sehne a,b, parallele Gerade ab, jo heißen in ven beiden zulegt 
betrachteten Fällen die Punkte p und p, bezüglich die Pole der 
Geraden ab und a,b,, bieje dagegen die Polaren ver Punfte 
p und p, in Bezug auf ben Kreis um c. 

2) Die Punkte p und p, werden auch zugeordnete (con- 
iugirte) Pole over reciprofe Punkte genannt. 

3) Bon zwei reciprofen Punkten liegt ftet der eine inner- 
halb, ber andere außerhalb des Kreiſes. ö 

4) Die Polare eines Punktes ift diejenige Gerade, welche 
durch ben reciprofen Punkt geht und die entſprechende Gentrale 
senkrecht durchſchneidet. 

5) Je nachdem der Pol außerhalb oder innerhalb des 
Kreifes liegt, befindet fich feine Polare innerhalb oder außer- 
Halb defjelben. Liegt der Pol in der Peripherie, fo ift nach 
obiger Conftruction die durch den Punkt an den Kreis gezogene 
Tangente die entfprechende Polare und umgekehrt. Fällt der Pol 
mit dem Kreismittelpunfte zujammen, fo ift die unendlich ferne 
Gerade jeine Polare. 

6) Der Durchmeffer ift die Polare eines in unenblicher Ent 
fernung auf der zum Durchmeſſer ſenkrechten Eentrale Tiegenden 
Bunttes. “ 

7) Obige Säge $. 174 und 8. 174a laſſen ſich nun aud) fo 
ausbrüden: ö 


Spig, Lebrbud der ebenen Geometrie. 6. Aufl. 13 
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Das Rechteck gebildet aus den Entfernungen zweier 
reciproken Punkte eines Kreiſes vom Mittelpunkte iſt 
gleich dem Quadrate des Halbmeſſers. 

- 8) Sind p und p, (Fig. 168b und 1680) reciproke 
Punkte des Kreifes c, und man errichtet in einem 
derjelben 5. B. p, eine Senkrechte ab auf die zugehörige 
Centrale pc, nimmt auf ihr einen beliebigen Punkt q, 
an und fällt von p aus den Perpendifel pq aufdie Ge— 
rade cg,, jo ift ver Fußpunkt q dejjelben ver reciprofe 
Punkt zu q. 

Denn man hat wegen der Aehnlicpfeit der Dreiede pcq 
und pꝛequ: pe:ge= ge: pe 
oder ge.ge=pe .pe= R# 
aljo find q und q, veciprofe Punkte, 

9) Die Polare irgend eines Punktes q, der Geraden ab geht 
daher immer durch den Pol p der Geraden ober: 

Liegen mehre Punkte in einer Geraden, fo ſchnei— 
den deren Polaren einander in einem und demjelben 
Bunte, welcher ver Bol jener Geraden ift. 


ig. 1680. dig. 1680. 


10) Zieht man von beliebigen Punkten einer außerhalb eines 
Kreijes liegenden Geraden aus Tangenten an denjelben, jo ſchneiden 
die entjprechenden Berührungsjehnen einander in einem Punkte. 

11) Die Pole ſämmtlicher Strahlen eines Strahlen— 
büſchels liegen in der Polare des Mittelpunktes des 
Büſchels. 

Denn iſt p (Fig. 168b und 1680) der Mittelpunkt des Büſchels 
und man beftimmt dazu den reciprofen Punft p,, errichtet ab_I_pıc, 
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fo ift ab die Polare von p. Iſt nun df irgend ein Strahl des 

Büſchels und man fällt cq _|_ df, jo ift 
g.qe=pe.pe=R', 

alfo ift q, der Pol von df. ö 

12) Die Polaren dreier nicht in einerlei Geraden liegenden Punkte 
fönnen ſich nicht‘ in einem Punkte fehneiden und umgekehrt. 

13) Da zwei Gerade, welche auf zwei zu einander ſenkrechten 
Geraden jentrecht ftehen, ſelbſt zu einander ſenkrecht find, jo werben 
die Pole zweier zu einander ſenkrechten Geraden vom SKreismittel- 

! punkte aus unter vechten Winkeln gejehen, und umgefehrt ftchen 
die Polaren zweier Punkte, welche vom Mittelpunkte aus unter 
echten Winkeln gefehen werben, ſenkrecht auf einander. 

14) Die Pole von vier Strahlen eines Büſchels, von welchen 
zwei Die Winkel der beiden anderen Hafbiven, werden vom Mittel- 
punkte des Kreijes aus unter Winkeln gejehen, deven entſprechende 
Schenkel viefelbe Eigenſchaft haben. 


8. 1750. Anwendung der borhergehenden Sätze. 
1. Aufgabe. 
Eine Strede ab (Fig. 169a und 169b) in eine belichige Anzahl, 
+ B. in 5 gleiche Theile zu theilen. 
Fig. 1692. 


1. Auflöjung. (Fig. 1692.) Ziehe von a aus eine belichige 
Gerade ac, trage auf ihr irgend eine Strede fünfmal neben einander, 
‚verbinde den letzten Theilpunft 5 mit b und ziehe durch die übrigen 
Punkte Parallele zu biefer Verbindungslinie, jo theilen dieſe bie 
Gerade ab in fünf gleiche Theile. 
Beweis. Vergl. $. 140. Zuſ. 1. 
n 19* 
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2. Auflöſung. (Fig. 1696.) Ziehe mit ab irgend eine 
Parallele cd und trage darauf eine beliebige Strede f1 fünfmal 
Fig. 1696. auf, ziehe Durch f und a 
und duch 5 und b Ge- 
rade und verbinde den 
Durchſchnittspunkt p dere 
jelben mit den anderen 
Theilpuntten, jo bejtimmen 
dieſe Verbindungslinien 
duch ihren Durchſchnitt 
mit ab bie zu fuchenden 
Theilpunkte dieſer Strede. 
Beweis. Vergl. 8. 141. Zuſ. 1. 


2, Aufgabe. 
Eine Strede ab (Fig. 170) in verhältnigmäßige Theile, z. B. 
in zwei Theile Ku speiten, welche fi wie 2 : 5 verhalten, 
Auflöjung. Trage auf 
einer beliebigen von a aus» 
gehenden Geraben eineStrede 
5+2=7 mal auf, ziehe b7 
’ — und damit durch 2 eine 
Parallele d2, fo find ad und db bie verlangten Theile. 
Beweis. Nad 8. 140 verhält ſich 
ad: db = a2: 27 
ober ad:db— 2: 5. 
Eine zweite Auflöfung erhält man nad 8. 141. Vergl. die 
zweite Auflöfung der vorhergehenden Aufgabe. 


Anmerkung. Auf ähnliche Weife verfährt man, wenn eine Strede 
in drei oder mehr Theife nad). beftimmtern Verhältniſſe ‚geteilt werben 
foll, oder wenn ſich die Theile der Strede wie irgend andere gegebene 
Streden verhalten follen. In letzterem Falle trage man ftatt der Summe 
der Berhältnißzahlen die Summe der Streden auf ac u. |. w. 


3. Aufgabe, 

Zu drei gegebenen Streden die vierte Proportionale zu con 
fteuiven, d. h. wenn a, b und e drei Streden find, durch Eon- 
ftruction eine vierte x zu finden, fo daß fich verhält: 

J a:b=c:x 








— 
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Auflöfung 1. Zeichne irgend einen Winkel mnp (Fig. 171), 
trage a nach nq, b nad) qp und c nach ns, ziehe qs und pm // qs, 
jo ift die Verlängerung sm = x. 

Beweis. Nah $. 140 verhält fich 

ng:gqp=ns: sm, 
oder a: b= e:x 

Auflöſung 2. (Fig. 171.) Trage auf die Schenfel eines 
beliebigen Winkels mnp die Strede a nad) np, b nad nq und 
e nad) nm, ziehe pm und qs // pm, fo ift ns = x. 

Beweis. Es verhält fich, da nach $. 144. Zuſ. 2 

A onpm m Angs 
iſt, np:ing=nm:ns, 
oder a:b= c:x 
Fig. 171. Fig. 1718. 


Auflöjung 3. (Sig. 171a.) Mache den einen Schenfel mn 
eines mup = a, ben anderen np = b und mg = c, ziehe 
mp, dann qs // np, fo iſt ge = x. 

Beweis. Da nad $. 144. Zuf. 2 

A mnp cr A unge, 
fo verhält fich mn:np= mq:gs, 
oder a:b= c:x 

Auflöfung 4. (ig. 154.) Ziehe zwei fich ſchneidende Gerade 
ab und cd, made fa == a, fc == b, fd = c und lege nad 
8. 112. 2. Aufg. durch die drei Punkte a, c und d einen Kreis, 
fo ift das Stüd fb — x. 

Beweis. Nach 8. 163 verhält ſich 

‚fa:fe= fd: tb, 
oder a:b=cı:x 

Auflöſung 5. (Fig. 155.) Trage vom Scheitel b. eines 
beliebigen Wintel8 abe aus a nad) ba, b nad be und c nad bf 
und lege durch die drei Bunfte a, f und c einen Kreis, fo ift der 
Theil bd = x. 
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6. Aufgabe, 


Einen Transverjalmakftab zu confttuiren. 
Auflöjung Man trage die als Längeneinheit (Meter) an⸗ 
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genommene Strecke ga (Fig. 173a) mehremal auf einer Geraden 


Fig. 1788. Ä 
| I] 

TEE EEE 

2 EEE 
ee, 





aljo ift 


oder da 


ab und theile dieſe Einheit in 10 
gleiche Theile, fo ftellt ein folcher 
Theil ein Dezimeter vor. Er- 
richtet man nun gm | ga und 
trägt ein beliebige8g Stück gn 
10mal auf, zieht dann durch bie 
Theilpuntte Parallele zu ge und 
verbindet ven Endpunkt des 9. 
Dezimeterd p mit m und zieht 
durch die übrigen Theilpunfte der 


Strede ga Parallele zu pm, fo 


erhält man einen Mafitab, auf 
welchem mar gegebene Längen 
verjüngt abgreifen kann. 

Wäre z. B. eine Länge von 
2” 6°= 7°° nach demſelben aufzu- 


"zeichnen (vorausgeſetzt, daß ga die 


Länge eines Meters ausprüdt), 
jo jege man in q ein und öffne 
ben Zirkel bis k, jo ftellt. qk die 
verlangte Länge vor. 
Denn k = qt +tv-+ vk 
— ba + tv — ah, oder da 
ba = 2”, ah = 6%", 
qk =.2” + 6°" + tv. 
Nun verhält ſich aber: 
at: tv= ay: yx, 
oder | 
7:tv= 10: yx; 
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auch v- zZ u 
! folglich ift gk = 2° + 6° + 7m — zu 6 7m, 
! Anmerkungen. 


1) Je nachdem nun eine Länge in noch größerem oder Hleinerem Maf- 
! ſtabe aufgetragen werben foll, kann man z. ®. ba als 1”, aljo a2 als 
} j4=, oder al als 1= und fd als 14= xc. annehmen. 
2) Um bei Meffungen von Streden oder Kreisbogen fehr genaue 
Zahlenwerthe zu erhalten, benutzt man eine zur Seite eines Mafftabes 
verſchiebbare Vorrichtung, welche Nonius, oder aud) nad ihrem Er- 
finder Peter Vernier, Bernier genannt wird, und worüber das Nähere 
ı in jedem Lehrbudje über praftifche Geometrie nachzuſehen iſt. 


7. Aufgabe. 


Eine Strede nach dem mittleren und äußeren Verhältniſſe, 
deh. fo zu theilen, daß das größere Stück die mittlere geometrifche 
Proportionale ift zwifhen der ganzen Strece und dem kleineren 
Stüde. 


Fig. 174. 


Aufldöfung (Fig. 174) Es jei mn bie zu theilende 
Strede. Errichte im Endpunkte m auf mn bie Senkrechte np, 
mache dieje = ber Hälfte non mn, beſchreibe von p aus mit pn 
den Bogen nq und mit mq von m aus den Bogen gs, fo ift s 
ver Theilpunkt und ms ber größere Theil. 

Beweis 1. Ergänzt man ben Bogen um p zu einem Sreife, 
fo ift nad) 8. 97 mn eine Tangente an benjelben und es verhält 
fih aljo nad 8. 165 

mr; mn = mn; mq, 
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oder Da mg = ms 
und mr = mg qIr — ms 4 mn 
iſt, auch m mn : mn = mn:ms, 
oder mm:ms mm — mm=ms:mn — ms, 
oder mn : ms = ms: an. 
Beweis 2. Nach dem pythagorätfchen Lehrſatze it: 
mp? == mn? + pn?, 





oder da mp = mq + qp = ms > 
und | pn = 7 - 

2 2 
ift, auch [ms + 7 —= mn? + Fl: 
oder nach 8. 123 | 

2 
ms? + ms. — m + , 
oder ms? + ms. mn = mn?, 
alſo auch ms? = mn (mn— ms) = mn. en. 


Drüdt man dieſes als Proportion aus, jo folgt: 
mn ; ms = MS ; SD, 





Anmerlungen. 
1) Bezeichnet man die Strede durch a und den größeren Theil Durch . 
x, fo verhält fi) alfo 
a:X=e X: à — x 
Bezeichnet man dagegen den größeren Theil mit T, ten kleineren 
mit t, fo verhält fich 
T-+t:T=-T:t 
Hieraus folgt: 


Tt+=- T, 
oder Te? - # = TRt, 
oder ?(T+t = Te. 


Es verhält ſich alfo 

TT:t=-T+t:t, 
d. 5. das Duadrat über dem größeren Theile verhält fich 
zum Onadrat über dem kleineren Theile wie die ganze 
Strede zum kleineren Theile. 


2) Obige Theilung führt den Namen „goldener Schnitt“ 
(sectio divina.) 


m | — —— 
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E. Anwendung der Achnlichkeitsfäge auf die Berechnung 
der eckigen Figuren. 


8. 176. Lehrſatz. 

Die Umfänge ähnlicher Dreiede verhalten ſich wie 
irgend zwei bomologe Fig. 175. 
Seiten. 

Vorausſetzung. (Fig. 

175.) Es fein U und u 
die Umfänge der ähnlichen 
AA ABC und abe, 

Behauptung. fo verhält 
ſich U:u — BC: be. 

Beweis. Man hat: 


AB: ab = BU: be, 

BC : be = BC : be, 

AC : ac = BC: be, 
oder nach gliedweifer Addition: U: u =3BC: äbe, 
alſo auch U:u — B0O: be. 


8. 177. Lehrſatz. 


In ähnlichen Dreiecken verhalten ſich zwei homo— 
loge Seiten wie die zugehörigen Höhen. 


Fig. 176. 


Borausjegung. (Fig. 176.) Es fi A ABU A abe, 
BD _! AC und bd _| ac, 
Behauptung. jo yerhält ſich AC: ac = BD : bd. 
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Beweis, Es verhält fi 
AC:ac—= AB: alt 
und weil nah 8.144 AABD A abd, 
auch AB:ab=BD:b 
folglich auch AC:ac=BD:b 


8. 178. Lehrſatz. 
Die Inhalte ähnlicher Dreiede 
die Quadrate zweier homologen ©: 
Borausjegung. (Fig. 176.) Es jei 
Behauptung. fo verhält ſich A ABC: 
Beweis. Nach 8. 177 verhält fich 
BD: ba — Al 
aber AC: ac — Al 
alſo and AC.BD: ac. bd — Al 
AC.BD ac. bd 


oder 3 Eng ac 
over nach $. 136. Zuf. 1 
A ABC: A abe = Al 


8. 179. Lehrſatz. 
Haben zwei Dreiede nur einen g 
verhalten fie ji wie die Produkt 
Winkel einjhließenden Seiten. 
Fig. 177. Boraı 
Die zwei 
haben ven 
Beha 
Aabe: A 
Bewe 
und af bie 
ift nad) 8. 
A: 
Es verhält ſich alſo 
bg :dh = ab: ad 
und ac:af — ao: afı 
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ud ac. bg:af.dh—=ab.ac:ad,.af, 
ei = ab.ac:ad.af, 
Aabe:Aadf = ab.ac:ad.af. 


8. 179. Lehrſatz. 
: Inhalt eines Dreieds wird erhalten, wenn 
8 Produkt der drei Seiten defjelben burg den 
sen Halbmeſſer des umgefhriebenen Kreijes 
Fig. 1778. 
Pe UFER (8ig.177a.) Es 
das Dreieck, mb ber Halb» 
es umgefehriebenen Kreijes, 
'auptung. fo ift 
ac.ab. be 


veis. Zieht man bd_| ao, 
ich 8. 136. Zuf. 1 


A abe = — ad 


an nun mf | ab, fo ift nach $. 89 und 8. 107 
A bmf = I bed; 
— iafb — I bie, 

814 Abmfo A bed. 

verhält ſich ſomit 
bm hf — be: bi, 

folgt: 





br. be _ ab. be 
dd — 0 In 
tan diefen Werth in (1) ein, jo rejultirt: 
ac.ab. be 
A abe — Im 





. Bufag. 
Vorftehendem ergibt fich unmittelbar der Satz: 
: Halbmefjer des um ein Dreied bejhriebenen 
} wird gefunden, wenn man das-Probukt der drei 
durch den vierfachen Inhalt des Dreieds dividirt. 


206 Achter Abſchnitt. 


8. 180. Lehrſatz. 
= Die Umfänge ähnlicher Vielecke verhalten ſich wie 
irgend zwei homolog Seiten. 
Fig. 17. Behauptung. (Big. 
178) U:u=BC:be. 
Beweis. Da beide 
Bielede ähnlich find, jo 





verhält ſich: 
AB :ab— BO: be, 
BC: be = Bi 


CD : cd — BC: be, 
DF: dt = BC: be, 


woraus durch Addition folgt: 
U:u=BC: be. 


J Zuſatz. 
Die Umfänge ähnlicher Vielecke verhalten ſich wie 
irgend zwei homologe Diagonalen. 


8. 181. Lehrſqtz. 
Die Inhalte ähnlicher Vielecke verhalten ſich wie 
die Quadrate zweier homologen Seiten. 
Behauptung. (Fig. 178.) ABCDF : abedf — AB? : ab?, 
Beweis. Zerlegt man beide Vielede durch Diagonalen in 
gleichliegende Dreiede, fo verhält ſich nach 8. 178 
A ABE : A abf — AB’: abt... (1 
und A BFD: A bfd = FD? : fd®, 
aber FD: fd— AB :ab, 
alfo auch A BFD : A bfd = ABt: ab?... (2 
Ebeno A BCD: A bed = AB?: ab?... (8 
Addirt man (1, (2 und (3 gliedweiſe, fo folgt: 
AABF + ABFD+ A BCD:Aabf + A bfd + A bed 
= AB? : ab}, 
oder ABCDF : abedf = AB? : ab?, 
. Zufa. 
Aehnliche Vielede verhalten ji wie die Quadrate 
bomologer Diagonalen. 
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8.182 Lehriage _ 

Beſchreibt man über den Sig. 179, 
drei Seiten eines recht— 
winfligen Dreieds ähnliche 
Figuren, fo ift die Figur 
über der Hypotenuſe gleich 
der Summe der Figuren 
über den Ratheten. 

Behauptung. (Fig. 179.) 





A=B+C | 
Beweis. Nah 8. 181 
verhält fich: 
A:B — a2: be 
und A:C — alıc, 
folglich 2A:B+C=2a:b? + ce, 
oder A:B+C= al:b+c 


Nun ift aber nach 8. 126 
alfo auch A=B-+C, 


8.183. Lehrſatz. 

Beigreibt man über den beiden Katheten eines 
rechtwinkligen Dreieds (Fig. 180) Halbkreiſe nad) außen 
und über ber Hypotenuſe Fig. 180, 
einen folgen nad innen, 
fo ift das Dreied abe gleich 
der Summe der hierburd 
gebildeten mondförmigen 
Flächen adef und bgch. 

Beweis. Da alle Kreife 
einander ähnlich find, jo ift 
nad $. 182 Halbkreis über ab — Halbtreis über ac + Halb- 
treis über be. Subtrahirt man hiervon 

acd + beg = acd + bag, 
fo bleibt: A abe = adef + bgceh. 
Anmerkung. Dieſer Sag rührt von Hippofrates von Chios 

(450 v. Chr.) her und ift befannt unter dem Namen „Die Monde des 

Hippofrates“, 
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8. 184. Aufgaben zur Uebung. 
A. Lehrſätze. 


1) Durchſchneiden zwei Sehnen einander rechtwinklig, fo ift Die 
Summe der Quadrate ihrer Abfchnitte gleih dem Quadrate 
über dem Durchmeſſer des Sreifes. 

1a) Zieht man von beliebigen Punkten der Halbirungslinie eines 
Winkels aus nah den beiden Winkelſchenkeln unter ſich be⸗ 
züglih Parallele, fo find vie Streden, welde die Durdy- 
fohnittSpunfte je zweier von einem und vemfelben Punkte 
ausgehenden Parallelen und der Schenkel mit einander ver- 
binden, unter einander parallel. 

O 2) In jevem Kreisvierede find die einander gegenüberliegenven 
Geiten antiparallel. 

8) Die Halbirungslinien der Winkel, welche die gegemüberliegen- 
den Seiten eines Kreisviereds bilden, ftehen ſenkrecht auf 
einander. 

4) Zieht man zu einem Durchmefjer eines Kreiſes eine Sehne 
ſenkrecht und verbindet den einen Endpunkt derſelben mit ven 
Endpunften des Durchmeffers, fo ift das Rechteck aus diefen 
Streden gleich dem Nechtede aus jener Sehne und dem 
Halbmeſſer. 

5) In einem Kreisviereck abed (Fig. 157) verhält ſich 

e:bd = ab. ad — cb.cd: ba. be +4 da. de. 
Wenn nıan durd den Durchſchnittspunkt der Diagonalen eines 
Paralleltrapezes eine Parallele zu den Parallelfeiten zieht, fo 
wird der zwifchen den nicht parallelen Seiten liegende Theil 
derfelben durch den Durdfchnittspunft halbirt. 
Mittelft der Aehnlichleitsfäge zu beweifen, daß ſich je zwei 
Seiten eined Dreiecks umgekehrt zu einander verhalten wie 
bie zugehörigen Höhen. 
In jedem vechtwinkligen Dreied ift die eine Rathete bie mitt- 
lere geometrifhe Proportionale zwifchen der Summe und ber 
Differenz der Hypotenuſe und der anderen Sathete. 

9) Berbindet man den Halbirungspunft einer Diagonale eines 
beliebigen Vierecks mit den Mittelpunkten ber vier Seiten, fo 
wird das Viered iu zwei Parallelogramme und zwei dem 
ganzen Biered ähnliche Bierede zerlegt, und jedes dieſer 
letzteren ift glei dem vierten Theile des ganzen Vierecks. 

O 10) Verbindet man in einem Dreieck die Fußpunkte der drei 
Höhen, ſo entſteht ein Dreieck, deſſen Winkel durch die Höhen 
des erſteren Dreiecks halbirt werden. 

O 11) Die drei Aehnlichkeitspunkte dreier ähnlichen Polygone von 
direct ähnlicher Lage liegen in einer und derſelben Geraden, 
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7 
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O 12) 


O 13) 
| 
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Beweifet mittelft des Lehrſatzes 8. 158 folgende Säge: 

a) die drei Höhen eined Dreiecks, 

b) die in der Mitte der Dreiedfeiten auf dieſe gefällten 
Perpendikel, 

c) die Halbirungslinien der brei Winkel eines Dreiecks 
oder auch eines Winkels und der Nebenwinkel der beiden 
anderen, 

d) die vurch die Eckpunkte und die Mittelpunkte der gegenüber⸗ 
liegenden Seiten eines Dreiecks gezogenen Transverſalen 

ſchneiden einander in einem und demſelben Punkte. 


Wenn man durch einen innerhalb oder außerhalb eines Dreiecks 
gelegenen Punkt Parallele zu den drei Seiten deſſelben 
zieht, ſo wird jede der Parallelen durch den Punkt und die 
drei Dreieckſeiten ſo getheilt, daß das Produkt aus drei nicht 
aneinanderliegenden Abſchnitten gleich iſt dem Produkte der 
drei anderen. 


O 14) Zieht man von einem Punkte aus drei Strahlen, zeichnet 


O 15) 





19) 


Spitz, 


zwei Dreiecke, von welchen jedes ſeine Eckpunkte in dieſen 
Strahlen hat, und verlängert nun jedes Seitenpaar, das 
ſeine Endpunkte in denſelben zwei Strahlen hat, bis zum 
Jur chſchnitt, ſo liegen die drei Durchſchnittspunkte in gerader 
inie. 
Fällt man von den drei Eckpunkten eines Dreiecks aus Perpen— 
dikel auf die gegenüberliegenden Seiten und verbindet deren 
Fußpunkte durch Streden, jo entjteht ein zweites Dreied, 
in weldem das Produkt der drei Seiten gleich ift dem 
Produkte dreier nicht aneinander Tiegenden Abjchnitte, welche 
die Perpendifel auf den Seiten des erjten Dreieds bilden. 


Die drei Diagonalen, welche durch die gegenüberliegenven 
Eckpunkte eines um einen Kreis gezeichneten Sechsecks gehen, 
Schneiden einander in einem und demfelben Punkte. (Sat 
von Briandon.) 


Die drei Potenzlinien dreier Kreife fchneiden einander in einem 
und bemfelben Punkte (Botenzpunft, Chordalpunft). 


Denn man die zwei Berährungspunfte zweier Tangenten eines 
Kreifes durch eine Sehne verbindet und von irgend einem 
Punkte der Sreisperipherie aus Perpendikel auf dieſe Sehne 
und die Zangenten fällt, fo iſt das Quadrat des Sehnen 
perpendikels gleich Dem Rechtecke ver zwei Tangentenperpendikel. 
Zeichnet man in einen Kreis ein beliebiged Kreisviered und 
fält von irgend einem Punkte der Peripherie des Kreiſes aus 
Perpendikel auf die Seiten des Vierecks, fo find die Rechtecke 
aus den Perpendikeln, welche zu gegenüberliegenden Seiten 
gehören, einander gleid). 

Lehrbuch der ebenen Geometrie. 6- Aufl. 14 


Achter Abſchnitt. 


B. Conftructionen. 


In folgenden Ausbrüden ven Werth von x d 
u finden, wenn a, b, c, ... . . gegebene 


)x-®t+ DEE 3x 





DV He—drtg 
Eine Strede a fo in zwei Theile zu theilen, 
ms beiden Theilen gleich einem gegebenen £ 
Zur Summe und Differenz zweier gegebe 
nittlere geometrifche Proportionale zu finde 
Die Summe zweier Streden und bie mit 
Broportionale zu beiden ift befannt; man 

onftruiren. 

Die Differenz zweier Streden und die mit 
Broportionale zu beiden ift gegeben; man 

ch Gonftruction beftimmen. 

Eine Strede in zwei Theile zu theilen, der 
verhalten wie zwei gegebene Streden. 

Zwei Streden a und b, fowie die Summe 
Streden x und y find gegeben; man foll d 
a fha:x—=y: b verhält. 

Zwei Streden a und b, fowie die Differenz 
Ötreden x und y find gegeben; man foll d 
aß ſich a: xy: b verhält. 

Den geometrifchen Ort eines Punktes zu fl 
ie Differenz der Quadrate feiner Entfern 
eften Punkten einem gegebenen Duadrate « 
Zwifchen den Schenkeln eine® gegebenen Win 
veftimmt; man fol durch dieſen eine Gerat 
ver zwifchen. den Schenkeln liegende Theil 

n zwei Theile getheilt wird, die ſich verha 
Die drei Seiten eines Dreieds feien a, b, 

Seiten a und b parallel zu ec fo durchſchneit 
m c liegende Abſchnitt der Seite a gleich de 
Ibfpnitte der Seite b wird. 

In einem gegebenen Dreied eine Transver 
iner Seite fo zu ziehen, daß in dem babı 
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Paralleltrapez die Summe der nicht parallelen Seiten gleich 
der Summe der parallelen Seiten ift. 

4) Zwifchen zwei nur wenig convergivenden Geraden ift ein 
Punkt gegeben; man fol durch diefen eine dritte Gerade 
ziehen, welche durch den in großer Entfernung liegenden 
Durchſchnittspunkt jener zwei gegebenen Geraden geht. 

5) Dan fol über die Diagonale eines gegebenen Rechtecks ein 
anderes Rechte conftruiren, das dem erften gleich ift. 

6) Ein rechtwinkliges Dreied zu conftruiren, von welchem man 
fennt: | 

a) die Hhpotenufe und das Verhältniß m : n der beiben 
Ratheten, 

b) die Höhe und das Verhältniß m : n der Katheten, 

ce) die Höhe und das Verhältniß m : n der Abfchnitte 
ber Hypotenuſe. | 

7) Bon einem gleichfchenkligen Dreiede kennt man die beiden 
Höhen, daſſelbe zu zeichnen. 

8) Man fol ein Dreied conftruiven, wenn man fennt: 

a) eine Höhe, ein an der Grundlinie liegender Winkel 
und das Verhältniß m : n der beiden anteren Seiten, 

b) eine Seite, die zur anliegenden Seite gehörige Höhe 
und das Berhältuiß m : n diefer Seite zur Dritten, 

c) eine Seite, ein anliegender Winfel und das Verhältniß 
m : n der beiden anderen Geiten, 

d) zwei Seiten und die Verbindungsftrede des Mittelpunfts 
der dritten Seite mit den gegenüberliegenden Edpunfte, 

e) eine Seite und die zwei Verbindungsftreden der End: 
‘punkte verfelben mit den Mittelpunkten der anderen 
Geiten, 

f) die drei Höhen. 

9) Man foll über der gegebenen Hypotenuſe ein vechtwinkliges 
Dreieck conftruiren, in welchem die größere Kathete das dreifache 
der zur Hhpotenufe gehörigen Höhe ift. 

10) Bon einer Raute ift der Inhalt in Form eines Quadrate 
und die Höhe gegeben, diefelbe zu zeichnen. 

10a) Bon einen NRechtede kennt man eine Seite und den Inhalt 
in Form eines Quadrats, dafjelbe zu conftruiren. 

10b) Ben einer Raute kennt man eine Seite und den Inhalt in 
Form eines Quadrats, dafjelbe zu conftruiren. 

10e) Eine Raute zu conftruiven, wenn eine Diagonale und der 
Inhalt in Forn eines Ouadratd gegeben find. 

11) Bon einem Baralleltrapeze find die beiden Parallelfeiten und 
die zwei Diagonalen gegeben, dafjelbe zu conftruiren. 

12) Ein Kreis und ein Punkt innerhalb deſſelben find gegeben; 
man fol durch diefen eine Sehne von gegebener Länge ziehen. 

. 14* 
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18) 
14) 


15) 


Achter Abjchnitt. 


Ein Kreis und ein Punkt außerhalb defjelben ſind gegeben; 
man ſoll von dieſem aus eine Sekante fo ziehen, daß fie 
durch die Peripherie Des Kreiſes halbirt wird. 

In einen gegebenen Kreis ein Dreieck zu zeichnen, deſſen 
Eckpunkte in die Peripherie deſſelben fallen und das einem 
gegebenen Dreiecke ähnlich iſt. 

Ein Kreis und ein Dreieck ſind gegeben. Man ſoll ein 
anderes Dreieck zeichnen, das dem gegebenen ähnlich iſt und 
deſſen Seiten Tangenten des Kreiſes ſind. 


15a) Von einem Kreisviereck find die vier Seiten gegeben; man 


ſoll den zugehörigen Kreis zeichnen. 


15b) Zwei concentriſche Kreife und ein Punkt find gegeben. Man 


- 16) 


17) 
18) 


19 


— 


20) 


21 


Nat 


22) 


93) 


O24) 


ſoll von dieſem als Mittelpunft aus einen dritten Kreis zeichnen, 
welcher die concentrifchen Kreife fo ſchneidet, daß die beiden 
Sehnen, welche durch die Durchſchnittspunkte derſelben be- 
ftimmt werben, durd) den gemeinfchaftlihen Mittelpunft beider 
Kreife gehen. 

Innerhalb ver Schenkel eines Winkels ift ein Punkt gegeben; 
man fol einen Kreis conftruiren, welcher durch dieſen Punkt 
geht und die Winfelfchenkel berührt. 

Einen Kreis zu zeichnen, der durch zwei beſtimmte Punfte 
geht und eine gegebene Gerade berührt. 

Einen Kreis zu conftruiren, ber zwei gegebene gleiche Kreiſe 
ausſchließend und eine gegebene Gerade berührt. 
Vorhergehende Aufgabe für den Fall zu löſen, daß die beiden 
Kreiſe einſchließend berührt werden. 

Ein Kreis und zwei Punkte außerhalb deſſelben ſind gegeben, 
einen zweiten Kreis zu zeichnen, welcher durch die beiden 
Punkte geht und den gegebenen Kreis ausſchließend 
berührt. 

Vorhergehende Aufgabe für den Fall zu löſen, daß der ge— 
gebene Kreis einſchließend berührt wird. 

Ein Kreis und innerhalb deſſelben zwei Punkte ſind gegeben; 
man ſoll einen anderen Kreis zeichnen, welcher durch die beiden 
Punkte geht und den gegebenen Kreis berührt. 


Ein Kreis, außerhalb deſſelben ein Punkt und eine Gerade 
ſind gegeben; man ſoll einen zweiten Kreis conſtruiren, welcher 
durch jenen Punkt geht und den Kreis und die Gerade berührt. 
Wie viel Auflöſungen ſind möglich? Conſtruiret jeden der 
verſchiedenen Fälle! 
Zwei Kreiſe und außerhalb derſelben ein Punkt ſind gegeben; 
einen dritten Kreis zu conſtruiren, welcher durch dieſen Punkt 
geht und jene Kreiſe berührt. 
Wie viel Auflöfungen läßt dieſe Aufgabe zu? Conſtruiret 
fämmtliche Bälle! 






N 
! 
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25) Zwei Gerade und zwifchen beiven ein Kreis find gegeben; 
man foll einen zweiten Kreis zeichnen, welcher dieſen und 
die beiden Geraden berührt. 

Wie viel Auflöfungen geftattet diefe Aufgabe? Yühret die 
Conftruction für ſämmtliche Fälle aus! 

26) Zwei Kreife und eine Gerade find gegeben; man foll einen 

dritten Kreis zeichnen, weldyer alle drei berührt. 
Wie viel Kreife erfüllen die Bedingung? Conſtruiret 
ſämmtliche! 
027) —* Kreis zu conſtruiren, welcher drei gegebene Kreiſe 
erührt. 
Wie viel Kreiſe genügen der Forderung? Conſtruiret jeden 
derſelben! 
Anmerkung. Die 10 Aufgaben, nämlich 8. 112. Aufg. 2, 
$. 113. B. 18, 8. 184. B. 16, 17, 20, 23 bi3 27 machen zu⸗ 
fammen das Berührungs=-Problem des Apollonius 
(geb. 247) aus. 

O 274) Drei Punkte pi, pa, Ps find gegeben. Man ſoll einen Kreis 
zeichnen, jo daß die drei von dieſen Punkten aus an ben» 
felben gezogenen Tangenten bezüglich den Streden a,, ag, As 
gleich werben. 

28) Ein Rechteck in ein Quadrat zu ‚verwandeln. 


eine Seite gegeben ift. | 
28b) Ein Quadrat in eine Raute zu verwandeln, won welcher 
man die Seite kennt. 

29) Ein Dreieck in ein Quadrat zu verwandeln, ohne vorher ein 
Rechteck zu bilven. | 

30) Ein gleichfhenkliges Dreied in ein gleichfeitiges zu verwandeln. 

31) Ein beliebiges Dreied in ein gleichfeitiges zu verwandeln. 

32) Ein Quadrat zu conftruiren, welches 3 eined gegebenen ift. 

33) Ein Quadrat in ein gleichfeitiged Dreied zu verwandeln. 

34) Ein Vieleck in ein anderes zu verwandeln, bad einem ges 
gebenen Bielede ähnlich ift. 

35) Ein Quadrat in eine Raute zu verwandeln, von welder ein 
Winkel gegeben ift. 

36) Ein gleichfeitiges Dreied zu zeichnen, das fünfmal fo groß 

| ift als ein gegebenes. | 

37) Ein Polygon zu conftruiren, das 4 eines gegebenen und 
dieſem ähnlich ift. 

38) Eine gegebene Strede fo in zwei Theile zu theilen, daß das 
Rechteck aus beiden Abjchnitten einem gegebenen Duadrate 
gleich ift. 

388) Eine gegebene Strede fo in zwei Theile zu theilen, daß das 
Rechteck aus beiden Abfchnitten einem gegebenen Rechtecke 
gleich ift. 





28a) Ein Quadrat in ein Rechteck zu verwandeln, von welhen 
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38b) Ein Quadrat in ein Rechteck zu verwi 
«) die Summe, A) die Differenz zwei 
gegeben ift. 

39) Ein Dreied von einer Ede aus in br 
die ſich verhalten wie 2: 3: 4. 

40) Ein beliebiges Vierech von einer Ede « 

41) Ein gegebenes Dreied parallel zu einer 
b) in drei, o) in vier gleiche Theile zı 

42) Ein gegebenes Dreieck parallel zu einer 
zu theilen, welde ſich verhalten wie 2 

43) Ein gegebenes Dreieck fo in brei gleid 
daß bie Theillinien parallel zu einer ge, 

43a) Ein Dreieck durd) eine Transverfale in 
von einerlei Umfang zu theilen. 

44) Ein Paralleltrapez durch eine zu di 
parallele Gerade zu halbiren. 

45) Ein Dreieck zu conftruiren, das den dı 
gegebenen hat und biefem ähnlich ift. 

46) In ein gleichfeitiges Dreied ein Quad 
welchem eine Seite auf eine Dreiedfeite 
andere Edpunfte in die beiden anbereı 

47) In ein vehtwinfliges gleichſchenkliges T 
zeichnen, fo daß eine Seite defjelben ar 
zwei Edpunfte in die Katheten fallen. 

48) In ein beliebiges Dreied ein Quadrat z 
Seite in eine beftimmte Seite des Drei 
Edpuntte in die beiden anderen Seiten 

49) In ein gleidhfeitiges Dreieck ein andere 
zu zeichnen, deſſen Inhalt halb fo gro 
gebenen, und befien Eckpunkte in die 
Dreieds fallen. 

49a) In ein gleichfeitiges Dreied ein andere 
einzuzeichnen, fo daß die Ceiten beid 
fentreht auf einander ftehen. 

49b) In ein Quadrat ein anderes zu zeich 
bie Seiten des erſten fallen und das i 

50) In einen Halbfreis ein Quadrat fo ei 
Seite defjelben mit dem Durchmeſſer zu 
Eckpunkte in die Kreislinie fallen. 

508) Drei nicht concentrifche Kreife find geg 
Punkt fo beftinnmen, daß die von ihm 
gezogenen Tangenten ſämmtlich einande 

50b) In einen gegebenen Kreis ein Rechteck eiı 
gegebenen Rechtecke ähnlich ift und def 
den Seiten des leßteren parallel find. 





ww. ‘ 
Fa 2 
= ir 
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50c) Ein Kreis und drei Punkte find gegeben; man fol in jenen 


ein Dreied fo einzeichnen, Daß deſſen Seiten oder deren Ber- 
längerungen durch die drei Punkte gehen (Problen von 
Caftillon). 


504) Um einen gegebenen Kreis ein Dreied zu befchreiben, deſſen 


1) 


2) 


3) 


4) 


5) 


6) 


17) 


— 


+8 


9) 


Eckpunkte in drei gegebene Gerade fallen. 


C. Berehnungen. 


Die drei Seiten eines Dreieds find 17,4”, 28,4” und 81,8” 
lang; die Heinfte Seite eines anderen diefem ähnlichen Dreiecks 
mißt 5,8”. Wie groß find die beiden anderen Seiten? 
Die drei Seiten eines Dreieds find 52,7”, 108,5” und 
124” lang. Parallel zur Seite 52,7” fol eine Linie fo 
gezogen werben, daß das zwifchen bie zwei anderen Seiten 
fallende Stüd eine Länge von 3,4” erhält. In welcher Ent- 
fernung von der gegemüberliegenden Spitze ſchneidet dieſe 
Parallele die zwei anderen Seiten? 

Um die Höhe eines Gegenſtandes mittelft des von ihm ge- 
worfenen Schattens zn beftimmen, hat man außerhalb diefes 
Schattens einen 2,75” hoben Stab vertikal aufgeftelt und 
die Länge des von ihm geworfenen Schattens 1,4” gemeſſen. 
Wenn nun der Schatten des zu berechnenden Gegenftandes 
in demſelben Augenblide 87,8” lang ift, welche Höhe ergikt 
fih dann für denſelben? 

Die zur Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreiecks gehörige 
Höhe theilt diefelbe in zwei Abfchnitte von 7,2” und 16,2” 
Länge; wie groß ift jene Höhe und ver Inhalt des Dreiecks? 
Die Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreieds mißt 72,9”, 
ein durch die zugehörige Höhe gebilveter Abſchnitt auf ber 
felben ift 6,4”. Wie groß find die beiden Katheten und 
jene Höhe? 

Die zur Öypotenufe gehörige Höhe eines vechtwinkligen Dreiecks 
ift 12,4” und ein Abfchnitt der Hypotenuſe 3,8” lang; wie 
groß find die beiden Katheten und bie Hypotenufe? 

Die Hnpotenufe eines vechtwinfligen Dreieds ift 32,5” lang; 
die zugehörige Höhe mißt 15,6”. In” welche Abſchnitte wird 
durch dieſe die Hypotenuſe getheilt? 

Die Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreiecks iſt 36,5” lang, 
die Summe der zwei Katheten beträgt 51,1”. Wie groß find 
diefe und die zur Öhpotenufe gehörige Höhe? 

Die Halbirungslinie eines Winkels im Dreied theilt bie 
gegenüberliegende Seite in zwei Abjchnitte von 23,4” und 39” 
Länge; wie groß find die zwei anderen Seiten, wenn ihre 
Summe 77,6” beträgt? 
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9a) Bon einem Dreicde abe fennt man eine 


10) 


1) 


12) 


13) 


14) 


einen der daran liegenden Winkel a — 
gegenüberliegenden Winkel b — 45°. | 
anderen Seiten, den Inhalt, die Länge 
halbirenden Transverſale af und die zw 
fe, in welche diefe die Seite be theilt, E 
Der Umfang eines Dreieds beträgt 4,37" 
ihm ähnlichen Dreieds find 4,55”, 6,3” 
groß find die Seiten des erften Dreiecks 
Der Inhalt eines Dreied® beträgt 3251 
beffelben ift 112,4” lang. Wie groß if 
diefem ähnlichen Dreieds, wenn die ber , 
ſprechende 28,1” mißt? 

Die Inhalte zweier ähnlichen Dreiecke be 
und 105,840”. Die Seiten des erſteren 
und 73,5”; wie groß find bie des ande 
Die drei Seiten eines Dreiecks find 38 
291,9”; der Inhalt eines anderen ihn 
beträgt 2098,14”. Wie groß find die ( 
Die Inhalte zweier ähnlichen Dreiede 
182,70”. Cine Seite des erfteren ift ı 
die homologe des zweiten. Wie groß fin 


14a) Die Inhalte zweier Dreiede, welche eir 


15) 


16) 


17) 


haben, betragen 21,660” und 43,74[ 
Winkel einſchließenden Seiten des erften 
und 5,7” lang; wie groß find die entfp 
anderen Dreieds, wenn biefelben um 2,' 
Die fünf Seiten eines Fünfecks find 12 
und 22”; der Umfang eines diefem ähnli« 
16”. Wie groß find deſſen Seiten? 
Die Inhalte zweier ähnlichen Polygone 
185,480”; eine Seite des erfteren ift 
die gleichliegende des anderen. Wie g 
Seiten? 

Die zwei Seiten ab und ac (Big. 181 f. € 
find 240” und 270” lang. Dafjelbe fe 
Parallele Af halkirt werben; wie groß ı 
Die drei Seiten des Dreied® abe (Fig 
ab = 645”, be = 1075" nd ac — 
dur) eine zu be Parallele df ein Stüd : 
einen Inhalt von 739600” hat. Inn 
von a liegen auf ab und ac die Du 
Theillinie und wie groß wird diefe? 
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19) Das Dreieck abe (Fig. 182), deſſen Seiten ab = 64,5”, 
be = 107,5” und ac = 86” find, foll parallel zu be in 
3 Theile fo getheilt werden, daß ber Theil adf = + de 
NA abe wird, und ver Theil dfhg 5500” mehr Inhalt hat 
als das Stüd gheb. Wie groß müffen die Abſtände ad, ag, 
af und ah gemacht werden? 

Fig. 181. | Fig. 182, 
@ 4 





19a) Die drei Seiten des Dreiedd abe (Fig. 183 f. ©.) find 
ab — 110,5", be = 88,4”, ac = 66,3”. In der Seite be 
befindet fih ein Bunft d, der von c um 33,15” entfernt 
if. Man foll von diefem Punkte. aus das Dreied durch 
eine Gerade halbiren; wo fällt die Theillinie hin? 

19b) Die drei Seiten eines Dreieds abe (Fig. 183 f. ©.) find 
ab — 400", ac — 250”, be = 300”. Sn der Seite be 
befindet fih ein PBunft d um 120” von e entfernt. Man 
fol von diefem Punkte aus das Dreied in drei gleiche Theile 
theilen. Wo fallen die Theillinien hin? 

20) Das A abe (Fig. 183 f. ©.), deffen Seiten ac — 580”, 
be = 730” und ab — 890”, von einem in der Seite be 
von c um 830 entfernt liegenden Punkte d aus in 4 folde 
Theile zu theilen, daß der an b liegende einen Inhalt von 
70272,8D)” und_der an ce einen folden won 52704,671” 
erhält, und fi von den 2 anderen der zunädft an b liegende 
zum vierten verhalte wie 2 : 3. Welche Lage müſſen bie 
Zheillinien befommen ? | 

: 21) Ein Dreier abe, deffen Seiten ac = 80”, ab = 70” und 

i ” be = 50” find, fol dur Linien, welche fenfreht auf ac 
ftehen, in 3 gleiche Theile getheilt werben. Wie meit find 
bie Fußpunkte der Theillinien von c entfernt, und weiche 
Länge erhält jede verfelben ? 

21a) Das Dreied der vorhergehenden Aufgabe durch Senkrechte zu 
ac in brei Theile zu theilen, welche fih von 6 gegen a der 
Reihe nad zu einander verhalten wie 4:5:7. Wo fallen 
bie Fußpunkte der Theillinien hin ? 
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22) Sind bie brei Seiten eines Dreiecks abe (Fig. 184) gegeben, 
und ed fol von einem in der Verlängerung einer Seite ab 
gelegenen Punkte p aus ein Stüd mne abgefchnitten werben, 


deſſen Inhalt n bes Ganzen ift, fo ergeben fih, wenn man 


ab = a, be = b, ac = c und bp —= d feßt, für bie 
Beſtimmung der Theillinie folgende Formeln: 


cn ——— —5 [a + V(4.n.d(a+d)+ a9] 


em — 2 b (a - d): ſa + YiA.n.d d s)]. 
Leitet diefe Formeln Al Bu) 


Fig. 188. Fig. 184. 


+1 
e 4, 








AR 


22a) Ein Dreied abo parallel zu der den Winkel b halbirenden 
Geraden in brei Theile zu theilen, vie fih von a gegen c 
ber Reihe nach zu einander verhalten wie 2 :3:5. Wo 
fallen die Theillinien bin und wie lang werben biefelben, 
wenn gegeben ift: ab — 219", be = 194”, ac = 295” ? 

22b) Bon einem Dreiede abe fennt man: ab = 904", be 725”, 
ac = 1611”. Man fol daſſelbe dur zwei Theillinien, 
welche die Seite ac unter Winkeln von 60°, deren Deffnungen 
gegen c gerichtet find, fehneiden, in drei Theile theilen, bie 
fih von a gegen ce hin der Reihe nad) zu einander ver— 
halten wie 2: 3: 5. Wo fihneiden bie Xheillinien bie 
Seite ac? 

22.) Die drei Seiten eines Dreiedd abe find: ab — 161”; 
ac — 125”; be = 174”, Man fol dafjelbe durch zwei 
Theillinien, welche die Seite ab unter Winfeln von 45°, deren 
Deffnungen gegen b gerichtet find, fchneiden, in drei Theile 
tbeilen, die fi von a gegen b hin der Keihe nach zu einander 
verhalten wie 14 : 1: 24. Wo wirb bie Seite ab von 
den Theillinien gefchnitten ? 
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+23) Die zwei parallelen Seiten eines Paralleltrapezes (Fig. 185) 
find ab = 160" und cd — 120”, ihr ſenkrechter Abſtand 
df beträgt 140”. Es fol dieſe Fläche durch eine Linie mn, 
welche parallel mit ven zwei Parallelfeiten ift, halbirt werben. 
Wie groß wird der Abftand dg und welde Länge erhält die 
Theillinie mn? 
23a) Die zwei parallelen Seiten ab und de (Fig. 185) des 
Baralleltrapezes abed find 168” und 130” lang, ihr fenk—⸗ 
rechter Abftand df beträgt 120”. Dean fol daſſelbe durch 
eine zu ab und de parallele Theillinie mn in zwei Theile denm 
und mnba theilen, die fi, verhalten wie 3 : 7. Wie groß 
- wird der Abftand dg und die Theillinie mn? 
23b) Bon einem Paralleltrapez abed (fig. 185) ift gegeben: 
ab = 312”, de = 39", ad = 350”, be = 287”. 
Dean foll daffelde parallel zu ab in drei ähnliche Parallel:. 
trapeze theilen. Wo fallen die Theillinien hin und wie groß 
find die Inhalte der einzelnen Theile? 


OT — 
! 








ab = 100” und der zugehörige Perpendifel cd — 80”, 
befteht aus einem Paralleltrapez abhg und einem Dreiede gho. 
Ein Quadratmeter des erfteren foftet 3 Mark und vom anderen 
1} Mark. Man fol das Feld abe durch eine zu ab parallele 
Linie mn in 2 gleichwerthige Theile theilen; wie groß wird dp, 
wenn d9 = 20° ift? 

24a) Eine rechiedige Fläche abed, deren Seiten ab = 200” und 
‘be = 150” lang find, wird durch die Diagonale ac in zwei 
dreiedige Flächen von verſchiedenem Bodenwerthe getheilt. 
Ein Quadratmeter des Theiles ade koftet 3 Mark und vom 
- Stüde abe nur 2 Mark. Dean fol das Rechte dem Wertbe 
nach Durch eine zu ab parallele Theillinie halbiren; wie weit 

bon ab entfernt ift die Theillinie -Durchzulegen ? 
24b) Die Seiten eined Dreieds abe (Fig. 186) find: ab = 190", 
be = 152”, ac = 114”. Der von c aus auf ab gefällte 


Fig. 185. Fig. 186. 
© 
7 | 
a 7 b 
724) Das breiedige Feld abe (Fig. 186), wovon eine Geite 
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Perpendilel cd theilt bafjelbe in zwei 
von verfchiedenem Bodenwerthe. Es 
dratmeter von ade 24 Mark, von t 
Dan foll das A abo durch eine zu 
mn dem Werthe nad) halbiren; wie grı 
Die Parallelfeiten ab und de (Big 
trapezes find 40” und 25” lang, ih 
beträgt 86”. Die Fläche ift durch d 
Theile zerlegt, deren Bodenwerthe 
Quabratmeter des Theile acd ift ni 
ein folder des anderen aber 3 Marl 
abed durch eine Parallele mn zu ab 
welche glei) viel werth find. Wir 
Abftand fp nehmen? 


Fig. 187. 





Das Paralleltrapez abed (Big. 18 
Theilen: dem rechtwinkligen Dreieck 
fhed und dem Dreieck hbe, von wel 
Quadratmeter 1 Mark, 2 Mark und £ 
wurde: ab — 80”, cd — 60", ı 
und bh—= 20°. Man fol die Fli 
ab Parallele mn dem MWerthe nad 
muß fg gemacht werben? 


Fig. 187a. 





Ein vreiediges Feld abe (Fig. 187b 
rechtwinkligen Dreieden acd und bed 
werthen. Bon erfterem koſtet das 





— —— — — — — 


28) 
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und von legterem 14 Marl. Man fol das Dreied abe 

durch eine zu ab Parallele mn fo in zwei Theile theilen, 

baß der an c liegende Theil 280 Mark mehr werth ift als 

der andere. Wie groß muß cp genommen werden, wenn 
gegeben ift: ab — 82,5”, ac = 66” unt be = 49,5”? 

Fig. 1876. 

' e 





a b 


Ein Feld hat die Form eines Paralleltrapezes abed (Fig. 187) 
und beftehbt aus den zwei breiedigen Stüden acd und abe 
von verjchievenem Bodenwerthe. Das Duadratmeter des 
erfteren Toftet 14°; Mark; das des legteren 14 Marl. Ge— 
meflen wurde: ab = 120”, cd = 90” und die Höbe 
df = 80”. Man fol die Fläche abed durch eine zu ab 
parallele Theillinie mn in zwei foldhe Theile theilen, daß der 
an cd liegende Theil mned 1500 Mark mehr mwerth ift, 
al® das Stück abnm. Wie groß muß fp gemacht werben ? 
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Der Kreis in Verbindung mit den ein- und 
regelmäßigen Vielecken und die Berechnung 


8. 185. Erklärung. 

Fallen jämmtliche Edpunfte eines Polbgons i 
eines Kreifes, bilden aljo die Seiten vefjelben | 
Kreiſes, fo fagt man, das Viele fei in den K 
Kreis jei um das Vieled befehrieben; bilden ı 
des Polygons Tangenten an ven Kreis, fo ja 
fei um den Kreis, oder ber Kreiß fei in bı 
zeichnet. 


8. 186. Lehrſatz. 
Sind in einen 
in einen Kreis b 
alle Seiten einar 
ift dafjelbe regel 
Beweis. (Fig. 
man den Mittelpuntt g des xereiſes I 
mit den Eckpunkten a, b, c u. j. w. 
des Vieleds, fo ift: 
ga = ge, gb — gb und ab — be, 
alſo A agb 2 A bee. 
Ebenſo läßt ſich zeigen, daß 
A bge A esd u. ſ. w. 





Eckpunkte gehen muß. 
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Alſo ift 
Jj/nm=-ZJı=Jpyp=-JIqy=Jr..... 
und Jn2n+JIp=- JIJqya+JIr=..... 
oder X abe — X bed — ede u. f. m. 


Folglich ift nach 8. 39. 11 das Viele regelmäßig. 


Zuſatz. 

Theilt man daher die Peripherie eines Kreiſes in gleiche Theile 
und verbindet die Theilpunkte der Reihe nach mit einander, ſo 
entſteht ein regelmäßiges Vieleck, deſſen Seitenzahl der Anzahl der 
Theilpunkte entſpricht. 


8. 187. Lehrſatz. 
Um jedes regelmäßige Vieleck läßt ſich ein Kreis 
zeichnen. 
Beweis. (Fig. 188.) Beſtimmt man den Mittelpunkt eines 
Kreiſes, welcher durch drei Eckpunkte des Vielecks geht, z. B. durch 
a, b und c, fo iſt zu beweiſen, daß dieſer auch durch die übrigen 


Da ga = gc, 
gb == gb 

und ab = be, 
jo ift A abg 2 A beg, 
jomit Am — An— p A q, 
alſo, weil A abe = A bed 
und: JIp= 5% abe, 
auch A q — A bel — Fr, 
und weil ferner be = cd 
und gc = ge, 
jo muß Abeg X A cdg - 
fein. 


Aehnlich läßt fich Die Congruenz der übrigen ‘Dreiede deg, 
efg u. f. w. beweijen. Es ijt daher ga = gb = ge = gd un |. w., 
d. h.: Alle Eckpunkte find von g gleichweit entfernt und fallen 
fomit in die Peripherie des durch a, b und c bejtimmten Kreijes, 
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8. 188. Lehrſatz. 
In jedes regelmäßige Vieled läßt fih ein Kreis 


zeichnen. 
ig. 159, . . 
Beweis. Errichtet man 


in den Mittelpunkten zweier 
Seiten, z. B. von ab und 
be (Fig. 189) bezüglich bie 
Perpendifel kg und hg, fo 
ift deren Durchſchnitt g von 
allen Seiten gleichweit ent- 
fernt, denn es ift kb — bh, 
bg — bg, und, wegen ber 
Gongruenz ver AA abg 
und beg, 
A kbg = 4 hbg, 
alfo A kgb 2 A hgb, 
ſomit 8k — gh; 
ferner iſt I geb — I ged 
und ge = ge, 
folglich, wenn man gs _! cd errichtet, 
A gch 2 A ges, 
alſo gh = gu. 
Man Hat daher; gk = gh = gs u. f. f. und der Kreis 
berührt demnach alle Seiten des Vieleds. 


Zuſätze. 

1) Da die Beſtimmung des Punktes g in 8. 187 und 188 
auf die nämliche Weiſe geſchah, ſo folgt, daß der Mittelpunkt 
des eingeſchriebenen Kreiſes mit dem des umgeſchriebenen zu— 
ſammenfällt. 

Dean nennt den Punkt g au den Mittelpunkt, den Halb- 
meſſer bes umgejchriebenen Kreijes den großen und ben des 
eingefchriebenen Kreijes den kleinen Halbmefjer des Vieleds. 

2) Da (Fig. 188) Jm—= An — px. und Fig. 189 
bh=he= cs x. war, jo halbirt jeder große Halbmeffer einen 
Winkel und jever Heine Halbmefjer eine Seite des Polygons. 
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8. 189. Lehrſatz. 
Die Seite eines regulären Sechsecks ift gleich dem 
Halbmefjer des um daſſelbe bejhriebenen Kreijes. 
Beweis. (Fig. 190.) Der Fig. 190. 
zur Sech8edjeite ab gehörige Cen- 
trinintel acb beträgt A — 390 
und dba A cab = A cha, fo 
ift auch jeder biejer beiden z% 
das A abe ift aljo gleichjeitig 
(8.54. Zuf. 2) und ab — ac — dem 
Halbmeſſer des Kreiſes. 


Zuſätze. 

1) Um daher ein regelmäßiges Sechseck zu zeichnen, beſchreibe 
man einen Kreis, und trage den Halbmeſſer deſſelben in der 
Peripherie herum. 

Anmerkung. Soll ein Sechseck mit gegebener Seite gezeichnet 
werden, ſo beſchreibe man jenen Kreis mit dieſer Seite als Radius. 

2) Um das eingeſchriebene reguläre Dreieck zu erhalten, laſſe 
man je einen Theilpunkt des Sechsecks aus. 


8. 190. Aufgabe. 
Die Seite % des regu— Fig. 191. 
lären Dreieds in dem Halb- 
mefjer R des umgejchriebe- 
nen Kreiſes auszudrüden. 
Auflöſung. Iſt gabe (dig. 
191) das Halbe eingejchriebene 
Sechseck, jo iſt ac die Seite 3, 
des regulären Dreiecks und da nach 
8. 107. 3.3 I ge — R 
und nad 8. 126 


ac? — og? — ag}, 
fo folgt: 82 = (2R)? — R? = 3R? 
ober 3 = Rf3. 


"Epiß, Lehrbud der ebenen Geometrie. 6. Aufl. 15 
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8. 191. Lehrſatz. 
Die Seite eines Quadrats ift gleich der Sehne des 
Quadranten des umgejchriebenen Kreifes. 
gig. 192. Beweis, (Fig. 192.) Als 
Sehnen von gleichen Bogen 
find bie Seiten des Vierecks 
abdf einanver gleich und nach 
8. 107. Zuf. 3 find alle Winkei 
echte; folglich ift abdf ein 
Quadrat. 


Zuſatz. 

Um ein Quadrat in einen 
Kreis zu zeichnen, verbinde 
man die Endpunkte von zwei 
auf einander ſenkrecht ſtehenden 
Durchmeſſern. 


8. 191a. Aufgabe. 


Die-Seite 5, des regulären Vierecks im Halbmeifer 
R des umgefchriebenen Kreifes auszubrüden. 
Auflöfung. Nach 8. 126 ift (Fig. 192) 
ab? — ac? + be? — R? + R? — 2Rt, 
alſo 4 = RY2. . 


8. 192. Lehrſatz. 


Die Seite des eingefhriebenen regelmäßigen 
Zehneds ift die mittlere geometriſche Proportionale 
zwifhen dem Halbmeffer und der Differenz Des 
Halbmejjers und der Zehnedjeite. 

Beweis. Angenommen, ab (Big. 193 f. ©.) fei die Zehned- 
jeite, jo ift 

NR 2 
5% ac = En 5% 
aljo 
I cab — A cha -;R. 
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Dentt man fih I cab dur ad halbirt, jo iſt 
ad 4 dab — IR — X uch, 


jomit A adb — en, 

daher nah 14 3 Aadbr A cab 

und e8 verhält fih: be: ab — ab : db, 

oder da db = be — de = be — ad = be — ab, 


auch be: ab ab: be — ab. 
Zufäge 
1) Um aljo in einen Kreis Big. 198. 


ein reguläres Zehned zu con- 
ftruiren, theile man nad 
8. 175a. 7. Aufg. den Radius. 
nah dem mittleren und 
äußeren Verhältnijje, 

2) Um ein regelmäßiges Fünfeck 
in einen Kreis zu zeichnen, theile 
man die Peripherie in zehn gleiche 
Theile und laſſe bei der Verbindung 
der Theilpunkte je einen aus. 


8. 195. Aufgabe. 

Man foll die Seite 5,, des regelmäßigen Zehnecks 
in dem Halbmeifer R des umgeſchriebenen Kreijes 
ausbrüden. 

Aufldjung. Nach 8. 192 verhält ſich: 

2 =: R— A 
woraus folgt: 8, = R? — Rs 
ober 80 + Rs, = R*. 

Man findet aus diefer Gleihung: 


R 2, Ri: 
w--3+Ve+ß) -(@ 
R, R 5 
oder —— 
Anmerkung. Mittelſt des Ausdrudes (a) läßt ſich die Zehneckeite 


noch leicht auf eine andere Weiſe, als in vorſtehendem Zuſatze angegeben, 
conftruiren. I5* 
5 
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8. 19. Lehrſatz. 


Die Seite des eingefhriebenen 
Tünfeds verhält fi zur Seite des eiı 
regelmäßigen Zehneds wie die Dia 
Fünfecks zum Radius des zugehörigen Kr 

VBorausfegung. Es fei abedf (Fig. 194) d 
regelmäßige Fünfeck, ag die Seite des regelmäßig 

Behauptung. fo verhält fich 

ab : ag — ac : am. 
Beweis. , Da 


amd A ahg = A akm =! 
fo iſt nad 14 4 agh A amk; 
folglich verhält fiß ah: ag — ak : am 
oder 2ah : ag — 2ak : am 
oder ab:ag — 


Fig. 194. Fig. 


8. 19%. Aufgabe. 


In einen Kreis ein vogelmäßiges Fünfzehned ; 
Auflöfung. (Fig. 195.) Beſtimme die Sec 
die Zehnedjeite ab, jo iſt be die verlangte Fünfzı 

=) ade = 60°, 

-) adb — 36°, 

aljo 4 bdc — 24°; 
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folglich Täßt fich - 
in der Peripherie Herumtragen, 


8. 1%. Aufgabe. 


Man fennt Die Seite eines eingejchriebenen vegel- 
mäßigen Bolygons und foll die Seite eines Vielecks 
von doppelter Seiten- Fig. 196. 
| zahl a) dur Conſtrue— 
\ tion, b) durch Rechnung 
finden. 
Auflöjfung a. Iſt ab 
(Fig. 196) eine Seite des ge- 
gebenen Polygons, jo fälle man 
vom Mittelpunfte c einen Per- 
pendikel cd auf ab, um bie 
verlangte Vieleckſeite ad zu 
finden; denn 


A acd = 1 A ach, 


alſo geht nad) $. 84 auch ad doppelt jo vielmal in der Peripherie 
herum als ab. 
Auflöfung b. Die gegebene Seite ab ſei — s,, bie zu 
ſuchende ad — 3, der Halbmeſſer des Kreiſes — R, fo ift: 
ad? 








= afı 4 af 
oder = * + (de — fo), 
ober . G- 0% 
SEHR OR. fe + fer 
N Nun ift aber , 
tat at: — Rd, 


alſo = "HR 2k Ve-: 4m 


- — — — — — 
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oder s, — 2R2 — 2R Ve — 
und =, = V:| 2R |R V(r _ 3) /(® -%))) 


yet 1) Zu demſelben Refultat gelangt man auch, 
wenn man nach s 162. 2) ſetzt: 

8 = 2R.df=2R(R — fe). 

2) Set man z.B.n=6 und fubftituirt in obige Formel. =, —R, 
fo erhält man einen Ausdruck für die Seite 3,, des eingefhriebenen regel- 
mäßigen Zwölfecks, ausgedrüct im Halbmefjer des umgejchriebenen Kreifes; 
jetst man den gefundenen Werth abermals für 3 in obige Yormel, fo 
findet man die Seite 3,, des eingefchriebenen regelmäßigen Bierund- 
zwanzigeds u. ſ. f. 

3) Nach Obigem läßt fi alfo durch Conſtruction aus dem einge— 
ſchriebenen Sechseck das umgeſchriebene Zwölfeck und hieraus das ein- 
geſchriebene Vierundzwanzigeck u. ſ. w. zeichnen; ebenſo aus dem regel⸗ 
mäßigen Viereck das Achteck, Sechszehneck ıc. 

Da aber z. B. der zur Seite eines eingeſchriebenen regelmäßigen 
Siebenecks gehörige Centriwinkel nicht nach geometriſchen Lehrſätzen con- 
ſtruirbar iſt, ſo läßt ſich auch das regelmäßige Siebeneck nicht auf rein 
geometriſchem Wege conſtruiren. Daſſelbe gilt für das regelmäßige ein- 
geſchriebene Neuneck, Elfeck ꝛc. 

Man kann, um ſolche Vielecke zu conſtruiren, auf folgende Weiſe 
verfahren: 

a) Man theile die Peripherie des Kreiſes durch Verſuche mittelſt | 
des Zirkels in fo viel gleiche Theile als das Bieled Seiten Ä 
erhalten foll. Ä 

b) Man berechne den Centriwinkel, welcher zu einer Seite des zu 
zeichnenden Polygons gehört, ziehe dann zwei Radien unter 
diefem Winkel, fo ift die zwifchen den Durchfchnittspuntten der- 
jelben mit der Peripherie Tiegende Sehne die verlangte Vieled- 
feite, welche dann in dem Umfange herumzutragen ift. 


8. 197. Aufgabe. 


Man Toll um einen Kreis ein reguläres Vieled 
zeichnen. 

Auflöfung (Fig 197 5. ©) Man beftimme nad Bors 
hergebendem zuerjt die Eckpunkte a, b, c, f zc. eines regelmäßigen 
eingefchriebenen Vielecks von eben jo viel Seiten wie Das um: . 
gejchriebene erhalten foll und ziehe dann in dieſen Punkten Tan⸗ 
genten an den Kreis, fo beftimmen dieſe das verlangte umgejchriebene 
Vieleck ghkm. 
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Beweis. Bieht man na, nb, ne :c., fo find die AA anb, 
bne, enf ꝛc. gleichſchenklig und congruent, 
alſo X nab= I nba—= A nbo — Inc ic, 
aber die A nah, nbh, nbk, nck, nem xc. find nad) 8. 98 
echte Winkel, folglich ift auch 
nah — A nab — nbh — I nba = I nbk — A nbe 

= A nck — Inch x, 
oder I bah 3 abh & cbk A bek = I fem 
= 5. cfm x, 

alfo find die AA ahb, bke, cmf :c, gleichſchenklig nnd congruent, 
folglich 

















ah — hb — bk — ke — em — mi zc. 


oder bhb-+bk= ke + cm ıc. 
ober hk — km ır ſ. f. 
ferner % ghk = % hkm = A kmf ıc. 


Die Seiten und Wintel find alfo unter einander gleich, daher 
ift das Polygon regelmäßig. 


Fig. 197. 


‚Anmerkungen. 1) Die Gleichheit der I I bah, abh, cbk, 
bek xc. ergibt ſich auch aus $. 109, da dieſes Berührungsmintel von 
gleichen Bogen ab, be ıc. find. 

2) Das umgefchriebene Polygon läßt ſich auch dadurch finden, daß 
man von n aus Perpendikel auf die Seiten des eingefhriebenen Polygons 
fällt bis zum Durchſchnitte mit der Peripherie, und in diefen Punkten 
Tangenten zieht. 

Führet die Conftruction und den Beweis aus! 
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8. 198. Aufgabe. 


Man foll die Seite S eines umgefhriebenen Boly- 
gong in der Seite s des eingefhriebenen und dem 
Radius r des Kreiſes ausdrüden. 

Auflöfung Da (Fig. 197) Anhk m A nbe ift, fo 
verhält fich 





he: be = Dr : pn, 
oder 8: = : pn, 
woraus folgt: 


Nach S. 126 iſt aber 
— — 2 
pn = Yonc? — pe? = —* — , 


alſo auch 
T.s 2r8 








8. 199. Aufgabe. 


Ein um einen Kreis gezeichnetes reguläres Polygon iſt gegeben, 
man ſoll um dieſen Kreis ein anderes Polygon conſtruiren, das 
doppelt ſo viel Seiten hat, als das gegebene. 

Auflöſung. (Fig. 198 f. ©.) abedfg ſei das gegebene Polygon. 
Verbinde den Mittelpunkt q mit ven Eckpunkten a, b, c, d ꝛc. | 
und ziehe in den Durchichnittspunften r, s, t 2c. diefer Verbin- 
dungslinien mit der Kreisperipherie Tangenten, bis jie die Seiten 
des gegebenen Vielecks treffen, jo iſt hklmnop ..... das zu 
juchende Vieleck. 

Beweis. Zieht man die Radien qv, qw, qx, qy ꝛc. nad 
den Berührungspunften des gegebenen Polygons und dann die 
Sehnen vr, rw, ws, sx, xt, ty ꝛc., fo ijt in ven Viereden qvaw 


und qwbx 

I vgqw= I wgx 
und da N vqa 2 A wga, 
ſo iſt ach Jvga—= I wga = 47 vqw; 
ebenſo I wgb = A xqb = 4 waz, 


an ua — — —— — — 
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daher find die IL vga, aqw, wgb, bqx, xqe, eqy u. j. w. 
alle einander gleich, aljo iſt nach $. 84 auch 

vr — rw — vs — sx — xt u. ſ. f.; 
folglich nach vorhergehendem Paragraphen hklmnop ..... ein 
regelmäßiges Vieleck. von gleicher „Seitenzahl mit dem Vielecke 
VIEW 2.2... oder yon Doppelt fo viel Seiten als das Vieleck 


Fig. 198. 


8. 200. Lehrſatz. 


Verdoppelt man die Seitenzahl eines einge— 
ſchriebenen regelmäßigen Vielecks, ſo wird der Umfang 
dadurch größer, verdoppelt man aber die Seitenzahl 
des umgeſchriebenen, ſo wird dadurch der Umfang 
kleiner. 

Beweis. (Fig. 199 f. ©.) 1) qg ſei die Seite eines einge⸗ 
ichriebenen regelmäßigen Vieles, alſo qu — ng bie eines anderen 
von boppelter Seitenzahl; dann ift nach 8. 61 

atng>ggv+ wD>gwuff, 
alſo auch der Umfang des Vieles von doppelter Seitenzahl größer 
als der Umfang des anderen. 

2) Iſt abedf ein umgefehriebenes regelmäßiges Polpgon und 
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hkmxy ..... das von doppelt fo viel Seiten, fo ilt, ba ber 
— bak — 8 ift, nad} 8. 59. Zuf. 


bk > kn, 
alſo bk + kg > kn + kg, 
oder ba kq — kn = nm, J 
auch bk + kg > kn + nm, 
oder bq > km, 


oder die Halbe Seite des Vielecks abedf größer als die ganze Seite 
des Vielecks von doppelter Seitenzahl, aljo auch der Umfang bes 
exiteren größer als der des letzteren. 


Fig. 199. 


8. 201. Erklärung. 


Je öfter man die Seiten eines eingefchriebenen und eines 
umgejchriebenen Vielecks verdoppelt, um fo größer wird in erfterem 
und um fo Heiner in letzterem Falle der Umfang, und wenn man 
ſich die Verdoppelung bis ind Unenbliche fortgefegt denkt, jo werben 
beide Umfänge immer mehr und mehr ſich ber Kreisperipherie 
nähern, fo daß alſo endlich der Kreis mit dem größten einge 
fcgriebenen und mit dem Heinften umgejchriebenen Vielecke zu- 
fammenfält. Man kann daher den Kreis als ein regelmäßiges 
Vieleck von unendlich vielen Seiten betrachten. 





Wi I 7——75 u 
Pe 142 
+ 
“u 
* 
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8. 202. Lehrint. 

Der Inhalt eines regelmäßigen Vieleds ift gleich 
dem Produfte aus dem Umfange und dem halben Halb- 
meſſer des eingefchriebenen Kreifes, 

Beweis. Iſt jede Seite des Vieleds — S und der Halb» 
meffer des eingefchriebenen Kreiſes — r, fo ift der Inhalt eines 
Dreieds, welches entfteht, wenn man den Mittelpunkt mit zwei 


2 
Vielecken Seiten hat, der Inhalt deſſelben = n . St Nun 
geben aber n.. S ven Umfang des Polygons, alſo ift deſſen 


Inhalt = Umfang . 5° | 


Endpunkten einer Seite verbinvet, — S.r ‚, alfo, wenn das 


Zuſatz. 

Der Inhalt eines regelmäßigen Polygons iſt gleich 
dem Inhalte eines Dreiecks, deſſen Grundlinie gleich 
dem Umfange des Vielecks und deſſen Höhe gleich dem 
Halbmeſſer des eingeſchriebenen Kreiſes iſt. 


8. 203. Berechnung des Kreisumfanges. 


Nach 8. 196. Anmerk. 2 laſſen fich aus der Seite des regel- 
mäßigen eingefchriebenen Sechsecks (= dem Radius) der Reihe 
nach die. Seiten, fomit auch die Umfänge der regelmäßigen einge- 
fchriebenen 12-, 24-, 48- 2c. Ede und hieraus wieder nach 8. 198 
. beziebentlich die Umfänge ver umgefchriebenen Polygone berechnen. 
Nach 8.201 wird man fich, je weiter man bie Verdoppelung fort- 
jeßt, immer mehr dem Umfange des Kreifes nähern. Findet man 
3. B. auf diefem Wege, daß, für den Durchmeſſer des Kreijes 
— 1 angenommen, der Umfang des eingefchriebenen regelmäßigen 
1536ed8 — 3,141590 . . . und der des umgejchriebenen regel- 
mäßigen 1536ecks — 3,141597 ift, fo ftimmt jedenfalls der Um⸗ 
fang des Rreifes auch auf 5 Decimalftellen mit den Umfängen der 
Vielecke überein und ift alfo = 3,14159. .... 

Ludolph van Ceulen (+ 1610 n. Chr.) aus Hildesheim 
berechnete zu Anfang des 17. Jahrh. auf diefe Weife zuerjt den 
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Umfang eines Kreifes auf 35 Stellen genau und fand, daß viefer 
für den Durchmeffer 1 gleih wird _ 
3,14159265358979323846264338327950288. 

Diefe Zahl nennt man nach Ludolph die Ludolphine oder 
Ludolphiſche Zahl und gebraudt als Zeichen für biefelbe den 
griechiichen Buchſtaben 7 (pi). 

Da alle Kreiſe ähnlich find (8. 169. Zuf. 1), fo verhalten fich 
deren Umfänge wie ihre Durchmeffer (8. 180. Zuſ.). Bezeichnet 
daher P den Umfang eines Kreiſes und d den Durchmeſſer 
veffelben, jo verhält fich 

ın=d:l, 
woraus folgt: 
P=n.d, 
d. 6.: Der Umfang eines Kreifes wird erhalten, wenn 
man den Durchmeſſer mit der Ludolphine multiplicirt. 


Dezeichnet man den Radius eines Kreijes mit r und fett alio 
d= 2r, jo folgt auch: 
P= ?n. 


Anmerkung 1) In den meiften Fällen erhält man bei Kreis— 
berechnungen hinreichend genaue Refultate, wenn man m = 3,14 alt» 
nimmt; fol jedoch eine größere Genauigkeit erzielt werden, fo fege man 
z == 3,1416. 

2) Schon Archimedes aus Syralus (F 212 v. Chr.) fand, daß 
wenn man den Durchmeffer eines Kreifeg — 1 fett, der Umfang Kleiner 
al3 34 umd größer als 342 ift, d. h. daß das Verhältniß P: d zwiſchen 
die Berhältniffe 22 : 7 und 223 : 71 fallen muß. Das Verhältniß 
22 : 7, welches in vielen Fällen Hinveichend genaue Reſultate Liefert, 
führt daher den Namen archimediſches Verhältniß. — Ein anderes 
Berhältnig ift da von dem Holländer Metius (1550 n. Chr.) berechnete, 
nämlich 355 : 113, welches etwas zu groß if, da P = 3,1415929 . d 
würde. 

3) Der Werth von iſt irrational, alfo = ein unendlicher Decimal- 
bruch, der nicht periodisch ift. Es läßt ſich demnach der Umfang eines 
Kreiſes nicht mathematifch genau berechnen, jedoch immerhin genauer, 
al3 man ed je verlangen wird. 

4) Die Analyfis gibt und Mittel an die Hand, = rafcher zu berechnen, 
als dies auf die oben angegebene Weile gejchieht. 

5) Um eine Linie gleich dem Umfange eines Kreifes zu machen, theile 
man den Durchmeffer in 7 gleiche Theile und trage auf die Linie 22 
ſolcher Theile auf. 
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8. 204. Berechnung des Kreisbogens. 

Um einen Kreisbogen zu berechnen, beftimme man zuerſt 
den Umfang des ganzen Kreiſes und fuche dann nach 8. 167 ben 
Bogen aus der Proportion: 

Umfang : Bogen — 360°: a, 
worin «@ ben dem Kreisbogen entjprechenden Centriwinkel bezeichnet. 


8. 205. Berechnung des Kreisfectors. 

Denkt man fid) den Bogen ab (Fig. 200) des Sectors abe 
in unendlich viele Theile getheilt, und die Theilpunfte mit dem 
Mittelpunkte c verbunden, jo fann man die unendlich vielen hier- 
durch gebifveten Sertoren, wie ade, dfe u. f. w. als Dreiede 
anjehen, deren unendlich Heine Grundlinien zufammen den Bogen 

Fig. 200. 


ab des Sectors abe ausmachen, und deren Spigen alle im 
Mittelpunkte c Tiegen, deren Höhen aljo alle gleich dem Halb- 
mefjer r des Bogens find. Es ift daher 
Sector = 2 ade + et A fg +... 

r 


. fe. 
rg 


— a - HR +...) 
ober Sector — Bog. ab. 5 


d. h.: Der Inhalt eines Kreisfectors ift gleich dem 
halben Produkte aus dem Bogen und dem Halbmeifer. 


8. 206. Berechnung des Kreiſes. 
Denkt man fich auf gleiche Weije wie in $. 205 für den Sector 
gezeigt wurde, den ganzen Kreis aus ſolchen Dreieden beftehend, 
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hen die Grundlinien derjelben zufammen den ganzen Umfang 
nd eg ift baher ber 
Inhalt des Kreifes = Umfang . 5 
Der Inhalt eines Kreifes ift gleih dem halben 
ukte aus dem Umfange und dem Halbmeffer. 
etzt man nach 8. 203 den Umfang = 2rr, fo ift 


der Inhalt — Int. 5 = a, 


Zufäge. 
) Sind J und i die Inhalte zweier Kreife, und deren 
n bezüglich R und r, jo it J — nR? un i — nr, aljo 
ft ſich J:i=nR:nr 
J:i-R!:r, 

Die Inhalte zweier Kreije verhalten fi wie bie 
drate ihrer Radien. . 
) Weil ber Inpalt — Umfang . 5 ift, ſo ift alſo ber 
3 einem Dretede gleich, deſſen Grundlinie feinem 
ınge und deſſen Höhe feinem Halbmefjer glei ift. 
m aljo einen Kreis in ein Quabrat zu verwandeln, ver- 
‘e man ihn zuerft in ein Dreieck und biejes in ein Quadrat. 
) Den Inhalt eines Sectors findet man auch aus folgender 
yrtion: 

Kreis: Sector = 3600: Centriwinkel. 


8.207. Berechnung des Kreisſegmentes. 

Big. 201. Um den Flädeninhalt 
eines Kreisabfehnittes abe zu 
finden (Fig. 201), ziehe man 
den Inhalt des Dreieds abd 
von dem Inhalte des Sectors 
acbd ab. 

Anmerkung. Da fi im Allge- 

meinen die Sehne oder der Inhalt des 

Dreieds nicht auf elementarem Wege 

wechnen läßt, fo gehört die Aufgabe, einen Kreisabſchnitt zu berechnen, 
ı den meiften Fällen der Trigonometrie an. 
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8. 208. Berechnung des concentrifchen Ringes. 


Um den Inhalt eines concentriichen Ringes zu berechnen, zieht 
man den Inhalt des Fleineren Kreiſes von dem des größeren ab. 
Sind z. B. R und r die Rabien der beiden Kreife, fo ift ver 
ing = nR? — nr? 

— n(R? — r2) 
= nR + rn) (R-— rn). 


Zufäße. 
1) Auf diejelbe Weiſe findet man überhaupt den Inhalt ver 
zwijchen zwei fich nicht durchſchneidenden Kreifen liegenden Fläche. 
2) Der Inhalt eines concentrifhen Ringftüdes ift 
gleich der Differenz der Inhalte der beiden Sectoren. 


8. 209. Aufgaben zur Uebung. 
A. Lehrſätze. 


1) Die Seite des einem Kreis umgefchriebenen regelmäßigen 
Dreieds ift doppelt fo groß als die Seite des eingefchriebenen. 

2) Die Seite des um einen Kreis befchriebenen regelmäßigen 
Sechsecks ift — z der Seite des eingefchriebenen regelmäßigen 
Dreiecks. 

2a) Das Quadrat über der Seite eines gleichſeitigen Dreiecks 
iſt gleich dem dreifachen Quadrate des Halbmeſſers des dem 
Dreiecke umſchriebenen Kreiſes. 

2b) Zwei Diagonalen eines regelmäßigen Fünfecks theilen einander 
gegenſeitig nach dem mittleren und äußeren Verhältniſſe. 

3) Zeichnet man in einen Kreis ein regelmäßiges Zehneck und 
ein regelmäßiges Fünfeck, ſo iſt das Quadrat über der Fünfed- 
ſeite — der Summe der Quadrate über der Zehneckſeite und 
über dem Halbmeſſer. 

4) Theilt man die Peripherie eines Kreiſes in 10 gleiche Theile 
und verbindet den erſten Theilpunkt mit dem vierten, dieſen 
mit dem ſiebenten u. f. f., fo erhält man das eingeſchriebene 
regelmäßige fternförmige Zehned. Die Seite eines foldyen 
ift gleih der Summe des Halbmeifer8 und der Seite bes 
eingejdriebenen regelmäßigen Zehnecs. 

5) Theilt man bie Peripherie eines Kreiſes in eine ungerade 
Anzahl gleicher Theile, zieht von irgend einem ber Theilpunfte 
ans einen Durchmeſſer und verbindet den Endpunkt deſſelben 
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mit allen, auf einerlei Seite des Durchmeſſers Tiegenden 
Theilpunkten, fo ift das Produkt aller jo erhaltenen Sehnen 
gleich der nten Potenz des Halbmeffers. 

6) Der Inhalt des um ein gleichfeitiges Dreieck bejchriebenen 
Kreifes beträgt das Bierfache des dem Dreiecke eingejchriebenen 
Kreiſes. 


7) Der Inhalt eines concentriſchen Ringes iſt gleich dem Inhalte 


1 


1 


eines Kreifed, welder zum Durchmeſſer eine Sehne des 
größeren Kreifes bat, die den Meinen Kreis berührt. 

8) Der Umfang U,, des umgefchriebenen 210Ecks ift das harmo- 
nifche Mittel (vergl. U. U. 1. $. 148) zwiſchen dem Umfange 
U, des umgefchriebenen und dem Umfange u, des einge- 
ſchriebenen n&d8. 

9) Der Umfang u, des eingejchriebenen 2n&d8 ift die mittlere 
geometrifhe Proportionale zwifhen dem Umfange U, des 
umgefchriebenen 2nEcks und dem Umfange u„ des einge- 
fchriebenen nEcks. 

0) Der Inhalt I, des umgefchriebenen 2nE&dfs ift das harmo— 
nifhe Mittel zwifchen dem Inhalte i,, Des eingejchriebenen 
2nEcks und dem Inhalte I, des umgefchriebenen nEde. 

I) Der Inhalt iz, des eingejchriebenen 2nEds ift die mittlere 
geometrifhe Proportionale zwifhen den Inhalten i, und J, 
der ein» und umgefihriebenen n&de.. 


B. EConftructionen. 


1) In und um einen Kreis a) ein regelmäßiges Achte, b) Zehned, 
c) Zwölfeck zu zeichnen. 

la) Ein regelmäßiges nEd ift gegeben, man fol ein regelmäßiges 
2nE&df conftruiren, das denſelben Umfang hat wie jenes nE&d. 

1b) Ein regelmäßiges n&d ift gegeben; man foll ein regelmäßiges 
2nE&d conftruiren, das denfelben Inhalt hat wie jenes nEd. 

2) Einen Kreis zu zeichnen, deſſen Umfang gleih der Summie 
ter Umfünge mehrer gegebenen Kreiſe ift. 

3) Einen Kreis zu zeichnen, deſſen Umfang gleih dem Unter: 
ſchied der Umfünge zweier gegebenen Kreife ift. 

4) Einen Kreis zu zeichnen, deſſen Inhalt gleich der Summe der 
Inhalte dreier gegebenen Kreife ift. 

5) Einen Kreis zu zeichnen, deſſen Inhalt gleich der Differenz 
zweier gegebenen Kreife if. _ 

5a) Einen Kreis zu conftruiren, deffen Umfang zu dem Umfange 
eines gegebenen Kreifes im Berhältniffe m : n fteht. 

5b) Einen Kreis zu conftruiren, deſſen Inhalt fi zu dem Inhalte 
eine® gegebenen Kreiſes verhält wie m : n. 
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50) Einen Kreis durch eine concentrifche Kreislinie zu halbiren. 
54) Einen Kreis durch concentrifhe Kreislinien in brei Theile 
zu theilen, die fich verhalten wie 2 : 3: 5. 


Ü Berechnungen. 


1) Der Halbineffer eines Kreifes mißt 8”; wie groß wird bie 
Seite des eingejchriebenen vegelmäßigen Dreieds? 

la) Mit welchem Halbmeffer muß ein Kreis gezeichnet werben, 
damit die Seite des eingefchriebenen regelmäßigen Dreieds 
8,66” lang wird? 

2) Die groß ift die Seite eines vegelmäßigen Zehnecks, wenn 
der Halbmeffer des umfchriebenen Kreifes 6" beträgt? 

2a) Mit welchem Radius muß man einen Kreis zeichnen, damit 
bie Seite des eingejchriebenen regelmäßigen Zehneds 9,27” 
lang wird? 

2b) Wie groß ift, die Seite des in einen Kreis von 4, am Durch⸗ 
meſſer beſchriebenen regelmäßigen Zwölfecks? 

20) Die Seite eines regulären Zwölfecks mißt 12,94”; wie groß 
iſt der Radius des umſchriebenen Kreiſes? 

2d) Die Seite eines regelmäßigen Achtecks im Halbmeſſer R des 
umſchriebenen Kreiſes auszudrücken. 

2e) Die Seite eines regelmäßigen Achtecks iſt 1,4” lang; wie 
groß iſt der Halbmeſſer des umſchriebenen Rreifes ? 

2f) Man fol die Seite des regelmäßigen Fünfecks im Halb: 
mefjer R des untgefchriebenen Kreifes ausprüden. 

2g) Die Seite eines regelmäßigen Fünfecks ift 9,4” lang; wie 
groß ift der Halbmeſſer des umgefchriebenen Kreiſes? 


3) Die Seite son eined regelmäßigen Polygons und der Halb: 


meſſer R des umfchriebenen Kreifes find gegeben, man fol 


die Seite sn des eingezeichneten regelmäßigen Vielecks von nur, 


balb fo viel Seiten in diefen Größen ausbrüden. Welche 
Formel erhält man? 
4) Der Halbmefjer eines Kreifes fei = r. Welchen allgemeinen 
-  Ausdrud erhält man für die Seite Sn des umgefchriebenen 
regelmäßigen Polygons, wenn bdiefes ift: 


a) ein Dreied? d) ein Sechseck? 
b) ein Viereck? e) ein Achteck? 
e) ein Fünfeck? f) ein Zehneck? 


g) ein Zwölfeck? 
5) Wie groß iſt die Seite des umfchriebenen vegetmäßigen Fünfecks, 
wenn bie des eingeſchriebenen = 5” iſt? 
6) Wenn der Durchmeſſer eines um ein regelmäßiges Zehned 
befchriebenen Kreiſes 18” mißt, wie groß ift dann der Halb: 
meſſer des eingefchriebenen Kreiſes? 


Sopitz, Lehrbuch der ebenen Geometrie. 6. Aufl. 416 
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7) Die Seite eines um einen Kreis vom Halbmeſſer r gezeich- 
neten regelmäßigen Vielecks ift — 8; wie groß ift pie Seite s des 
eingefchriebenen regelmäßigen Polygons von gleicher Seitenzahl ? 

7a) Welhe Ausprüde erhält man für die Halbmeffer ber in die 
Bielede, weldhe in Aufg. 4 aufgeführt find, eingezeichneten 
Kreife, wenn die Bieledfeite durch S bezeichnet wird ? 

7b) Für die in Aufg. 4 angeführten Polygone den Halbmeifer R. 
des umgefchriebenen Kreifes in dem Halbmeſſer r, des ein- 
geſchriebenen auszubrüden. 

70) Für die in Aufg. 4 bezeichneten Polygone den Halbmeſſer ru 
des eingefchriebenen Kreifes in dem Halbmeſſer Rn ded um- 
gejchriebenen auszudrüden. 

8) Die Seite S eines regelmäßigen Polygone ift gegeben; man fol 
ben Inhalt In deſſelben beftimmen für den Fall, dag es ift: 


a) ein Dreied ; d) ein Sechseck; 
b) ein Biered; e) ein Achteck; 
.e) ein Fünfed; f) ein Zehneck; 


g) ein Zwölfed. 

8a) Für die in Aufg. 8 genannten Bielede den Inhalt I, in 
dem Halbmefjer R tes umfchriebenen Kreifes auszudräden. 

8b) Man fol für die in Aufg. 8 gegebenen Polygone den Inhalt 
I, in dem Radius r des eingefchriebenen Kreiſes ausprüden. 

8c) Die Seite eines regelmäßigen Zehnecks mißt 38”; wie groß 
ift deffen Inhalt? 

8d) Der Inhalt eines regelmäßigen Achtecks beträgt 98,011”; 
wie groß ift der Halbmeſſer des umſchriebenen Kreiſes? 

Se) Wie groß ift der Inhalt eines regelmäßigen Zwölfeds, wenn 
der Halbmefler des eingefehriebenen Kreiſes 2,4” lang ift? 

se) Wie groß ift der Radius des in ein Zehned von 3080,25” 
Inhalt beſchriebenen Kreifes ? 

8g) Der Inhalt eines um einen Kreis gezeichneten regelmäßigen 
Zwölfecks beträgt 484”; wie groß ift der Inhalt des in 
denfelben Kreis bejchriebenen regelmäßigen Yünfeds ? 

8h) Mit welchem Halbimeffer muß man einen Kreis zeichnen, 
damit das im denſelben gezeichnete regelmäßige Fünfeck den— 
jelden Inhalt hat, wie ein Quadrat von 8,4” Geite? 

9) Die Seite eines regelmäßigen Sechsecks aus dem Inhalte 
deſſelben = 515,291” zu berechnen. 

10) Der Halbmeffer des um ein reguläres Fünfeck befchriebenen 
Kreifes mißt 4,6”; wie groß ift der Inhalt des Polygons? 

11) Wie groß ift Umfang und Inhalt eines Kreifes *), wenn 
ber Durchmeſſer beträgt: 

a) 23", b) 51,5”, €) 86,25”, d) 35”, e) } 


*) Setze bei nachfolgenden Aufgaben für = — 3,1416, wenn nicht ein 
anderer Werth dafür angegeben iſt. 





Der Kreis in Verbindung mit den ein⸗ und umgejchriebenen Vielecken zc. 243 


12) Aus einer Vorrihtung, weldhe an einem Rade von 1,2” 
Durchmeſſer angebradt ift, erſah man, daß daſſelbe bei einer 
Bewegung 864 Umläufe machte; wie groß ift die Strede, 
welche zurückgelegt wurde ? 

13) Man fand für den Umfang eines Baumftammes 4,7124”; 
wie di ift derjelbe und welden Inhalt hat der Querjchnitt? 

13a) Welchen Durchmefjer hat ein Rad, das auf einer Strede von 
19635” Länge 3125 Umdrehungen machte ? 

14) Der Inhalt eines Kreifes beträgt 84,861”; wie groß ift 
der Halbmeffer und der Umfang deffelben? . _ 

15) Zwei Kreife baben zufammen einen Inhalt von 740,4232 ID”. 
Der eine übertrifft den anderen um 683,8744 1)” an Größe. 
Wie groß find die Radien beider Kreife? 

15a) Der Halbmefjer eines Kreifes ift 1,5” lang; wie groß ift 
der zu einem Centriwinkel von 780 gehörige Bogen ? 

16) Wie groß ift der zu einen Gentriwinfel von 360% 251 ge 

| hörige Kreisbogen, wenn der Halbmeſſer 8,5” lang ift? .. 

17) Der Inhalt eines Kreifes beträgt 78,541”; weldjer Bogen 
liegt zwifchen den Schenkeln eines Centriwinkels von 480 12°? 

170) Der zu einem Centriwinfel von 112° gehörige Bogen ift uns 
4” größer als der Halbmefjer ; wie groß ift. jener? 

: 18) Man hat in einem Kreife von 11,5” Durchmeffer zwei Radien 
gezogen, fo daß ber zwiſchen ihren Endpunkten liegende Bogen’ 
4,6” lang ift; weldhen Winkel [liegen fie en? 

19) Die groß ift der Centriwinkel, deſſen Bogen gleich dem 
Halbmeſſer iſt? 

20) Welchen Radius hat ein Kreis, wenn der zu einem Centri⸗ 
winkel von 64° gehörige Bogen 70,4” mißt?. (mn —= %.) 

21) Welhen Inhalt hat ein Sector, wenn der Mittelpunktswinfel 
68° 36° beträgt und der Halbmefjer 7,2” lang ift? 

- 22) Aus tem Inhalte eines Kreifed von 4321” den Inhalt 
des zu einem Centriwinkel von 84° 12° gehörigen Sectors 
| zu berechnen! 
E 23) Welden Inhalt hat ein Segment, das zwifchen der Geite 
. eines in einen Kreis. conftruirten regelmäßigen Fünfecks von 
15,708” Umfang und dem zugehörigen Bogen liegt? 
24) Die Umfänge zweier concentrifchen Kreife betragen 21,98 
und 18,84”; wie groß. ift die zwijchen ihnen liegenbe King: 
flühe? (rn = 3,14.) 
25) Welden allgemeinen Ausdruck erhält man für ten Inhalt I 
eines concentrifhen Ringſtücks, deſſen Radien R und r find, 
‘ wenn der Gentriwinfel « ift? 
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8. 210. Einleitung. 


1) Bei allen bis jegt vorgekommenen Unterfi 
die Streden nur binfichtlich ihrer abfoluten Lä 
gezogen, deven gegenjeitige Richtungen aber 
gelaffen (vergl. 8. 8. 5). 

2) Um nun aber auch auf das Richtungs; 
zu nehmen, bezeichnen wir durch ba eine Stı 
Strede ab zwar an abjoluter Länge gleich“ komm 
die Entftehungsweife aber duch entgegengej 
des erzeugenden Punktes a gebilvet worden iſt. 

Deuten wir fomit durch ab eine pofitive 
wird durch ba eine ihr an Länge gleiche, aber n 
ausgebrüdt 

Unter Berückſichtigung der Nichtungszeichen t 
man daher zu fegen: 

ab — — ba 
oder ab 4 ba — 0. 

3) Bezeihnet wieder ab eine poſitive Strede 
in berjelben einen Punkt c an, fo Tann diefer in 
Endpunfte a und b breierlei Tagen annehmen, 
befteht jedoch bie Beziehung: 

b+be+a — 0, 

Denn · liegt c zwiſchen a und b, fo ift 

ab = ac + ch, 
alſo ab — eb — ae — 0 
oder ab 4 boe 4 ca — 0. 
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Liegt e in der Verlängerung von ab, fo bat man 


ab + be = ac 
oder ab + be — ac = 0 
oder ab + be + ca = 0, 
Liegt c in der Verlängerimg von ba, jo folgt: 
| | ca + ab = cb 
oder. ab — cb -+ ca = 0 
oder ab + be + ca = (0, 


Analog befteht dieſe Beziehung bei Annahme bon vier und 
mehr Punkten in einer Geraden. 
So ift z. B. für vier Punkte a, b, c, d ſtets 
| ab + be + cd + da = 0 
oder ab + be + cd = ad. 
Denn nad 3) hat man für bie Drei Punkte a, b, c bie 
Sleihung 
ab +be + ca = 0 
- und ebenfo für die drei Punkte c, d, a: 
cd + da-+ ac = 0 
und durch Aobition dieſer beiben Sleihungen ergibt fich unter 
Berüdfichtigung, daß 
ca 4 ac = (0 
it, jofort die Beziehung 
ab be + ed-t da — 0 
oder ab + be + cd = ad. 
4) Sind a, b, c, d vier in- beliebiger Orbnung auf einander 
folgenbe Bunte einer Geraden, fo befteht immer die Gleichung 
. bd — ab. cd + be. ad. 
Denn man —* ans den zwei Gleichungen 
ab + be = ac 
be + cd = bd 
durch Meultiplication: | 
a0.bd=ab.cd-+ab.be + be? + be. cd 
= ab. cd + be (ab + be + cd) 
—=ab.cd + be. ad. 
5) Aus vorſtehender Gleichung folgt nach) 2) unmittelbar die 
Beziehung 
ab.cdA+be.ad+ ca.bd = 0. 
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A. Anharmoniſche verhäliniſſe. 
8. 211. Erllärungen. 





1) Nimmt man in einer Strecke ab ober in deren Verlänge- 
rung irgend zwei Punkte ce und d an, fo heißt das Verhältniß 
aus den Abſchnitten, in welche der Punft c die Strecke ab theilt 
durch das entiprechende ann der Abjchnitte, in welche dieſe 
Strede durch den Punkt d getheilt wird, b. i. das Verhaltniß 

ca da ' 
cb 'db 
ein Doppelverbältnig oder anbarmonifches Bergäftniß, 


2) Ie nachdem in einem Verhältniffe eines folchen Doppel- 
verhältniſſes die beiden Abſchnitte, aus mwelchen jenes gebildet wird, 
- einerlei oder entgegengejegte Richtung von dem ihnen gemein- 
schaftlichen Punkte haben, ift daſſelbe nach 8. 210, 2 poſitiv oder 
negativ zu nehmen. | 


3) Zur Abkürzung begeichnet ı man Das Doppelverhaltniß 


ca da 
cb db 
durch | (ab, cd) 


und nennt a den erjten, b den zweiten Punkt des erſten Punkten⸗ 
paares a, b; ebenſo c ben erften, d den zweiten Punkt des zweiten 
Punktenpaares c, d. | 


4) Theilt man die vier Punkte a, b,c, d auf nachehende 
‚Art in zwei Paare: | 

ab, cd 

ac, bd 

ad, be 
und berüchichtigt daß jedes der zwei Paare einer ſolchen Anordnung 
als erſtes oder zweites angenommen und jedem Punkte eines’ jeden 
Paares die erſte oder zweite Stelle zugewieſen werden kann, ſo 
ergibt ſich ſofort, daß im Ganzen 3.2.4 — 24 Doppelverhält⸗ 
niſſe aus vier Punkten gebildet werden können. Von dieſen ſtimmen 
aber ſtets mehre dem Werthe nach mit einander überein, wie ſolches 
aus nachſtehenden Sätzen hervorgeht. 


— * 
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8. 212. Lehrſatz. 


Vertauſcht man die zwei Buchſtaben des erſten Paares 
in einem Doppelverhältniſſe, ſo geht der Werth deſſel— 
ben in den reciproken über. 

Vorausſetzung. Es ſei dem Werthe nach 

| (ab, cd) = d, 

Behauptung. jo ift (ba, cd) = . 

Beweis. Da J Ab 

ca & Ca . 
eb, dt 
10 folgt unmittelbar: 


C . 
(ba, ed) = ca ı =——- — —— — — 


8. 213. Lehrſatz. 


Vertauſcht man die Paare eines Doppelverhält— 
niſſes, ſo bleibt der Werth deſſelben unverändert. 
Vorausſetzung.. Es ſei (ab, cd) = d, 
Debauptung. fo iſt auch (cd, ab) = d, 
Beweis, Man hat 
(cd, ab) = a bd _ ca . db 





ca.db _ ca. da 





oder da ch da cb : db = (ab, cd) == d, 
auch (cd, ab) — . 
Zuſatz. 


Da nach vorſtehendem Lehrſatze 
(ab, de) = (de, ab) 


1 1 
(cd, ab) (ab, cd)’ 


und nach 8. 212 
(de, ab) = 
fo iſt auch 
1 1 
Der in 8. 212 ausgejprochene Lehrjag gilt jomit auch für bie 
Vertauſchung der zwei Buchitaben des zweiten Paares. 
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8. 214. Lehrſatz. 


Vertauſcht man die Buchſtaben eines 
einem Doppelverhältniſſe, jo bleibt der 2 
unverändert. 

Borausjegung. Es jei (ab, cd) — d, 

Behauptung. fo iſt auch (ba, de) — d. 

Beweis. Nach $. 212 und dem Zuſ. zu 


1 

(ba, cd) = F 

„und (ba, de) — 1 =. 
Ss 


8. 215. Lehrſatz. 
Bertaufht man in einem Doppelv 
zweiten Punkt des erften Paares mit de 
des zweiten Paares, fo geht der Werth t 

Ergänzungswerth zur Einheit über. 
Borausfegung Es ſei (ab, cd) = 
Behauptung. jo ift (ac, k) = 1 — 

Beweis. Nah 8. 210. 5 ift 

ab.cd-+be.ad-+ ca. bd 








fi ab .cd _ ca. bd 
alſo be.d — be.d 
oder _ ab. cd ac . bd 1 
cb . ad be „ad 
ober ba „de _ | __en ..db 
be . da ch . da 
ba da ca ‚da 
oder bee Tech ’ ab 
oder (ac, bd) =1 — (ab, cd) = 


8. 216. Lehrſatz. 
Bildet man aus den beiden äußere 
beiden inneren Punkten eines Doppelve 
neues Doppelverhältniß, jo ift der We 
glei dem Quotienten aus der Differe: 
von jenem und der Einheit durch jene 
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Borausjeßung Es fei (ab, cd) = d, | 
Behauptung. ſo iſt (ad, be) = 9 Be 








d 
Beweis. Dan bat | 
ba ca ba . cd 
oder da 
’ ba . cd ba . de ba.. da 
ba .. cd be.ad be.da be ° de 
bi. ca bd.a a.d ca de 
be . ad .cb.da cb ' db 
i ba.cd _ __ (ac, bd) 
alſo bd.ca (ab, cd) 
ie — (ac, bd) 
jo iſt auch (ad, be) = — (ab, <a) 
oder nach 8. 215 
| 1 — — 1 
(ad, be) — — — — — — 


Zuſatz. 

Aus den Sätzen der SS. 212—216 geht hervor, daß, wenn 
der Werth des Doppelverhältniffeg (ab, cd) durch d bezeichnet 
wird, jedem der 24 Doppelverhältniffe, welche fich mittelft der vier 
Punkte a, b, c, d bilden laffen, einer ver Werthe u 

1 oe —1 ö 


1 | 
ge Id Zi 
entfpricht. | 


Es iſt nämlich: 

(ab, cd) = (ba, de) = (cd, AO (de, ba) = d 

(ab, de) — (ba, cd) — (cd, ba) — (de, ab) — n 
1 


(ac, bd) — (bd, ac). — (ca, db) = (db, a) — 1— d 

(ac, db) — (bd, ca) — (ca, bd) — (db, a) — ——— 

(ad, be) — (be, ad) — (cb, da) — (da, ch) — —.— 
d 


(ad, cb) = (bc, da) = (cb, ad) = (da, be) = „——: 
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8. 217. Aufgabe. 

Ein Punktenpaar a, b, der dem erften Punkte a ent— 
ſprechende Punkt c des zweiten Paares, jowie der 
Werth d eines Doppelverhältnijfes find gegeben, man 
joll den vierten Punkt d conſtruiren. 


Fig. 202. 


Auflöjung. Zieht man durch a und b (Fig. 202) zwei 
parallefe Gerade fg und hk, trägt‘ auf fg von a aus zwei Streden 
am und an fo auf, daß 

am —4 

an 
iſt, ziet von m aus durch c die Gerade mp, macht bp — bp’, 
sieht von n durch p und p’ Gerade, jo beftimmen deren Durch» 
ſchnitte mit ab zwei Punfte d und d’, welche der Aufgabe ges 
nügen. - 

Beweis, Da nah 8. 144 

A cam A chp 


und A dan m A dbp, 

jo verhäft fich ca:cb — am: bp 

und da :db—= an : bp, 

io iſt ca, da_ am 

alſo if bi m 

oder (ab, cd) = 0. 
Ebenfo ift“ A dan m A d’bp‘, 


alſo verhält fih au ca: cb — am : bp 
und da: db = an: bp! = an : bp, 
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ca da _ im 
&' a 
(ab; ei) = Fi 


- Bufäge, 
ter Auflöfung geht unmittelbar “hervor, dah 
’äge hat, daß np’ / / ab wird, ber zu ſuchende 
ich ferne Punkt der Geraden ab fein muß. 
dieſen > 208, 
age des Fe 
n, ziehe 
/ ab; 
erbinde 
Durch⸗ 
Gerbin⸗ 
‚bi 
ste, 
an bei 
Punkte 
an zwei 
welche dem reciprolen Doppelverhältniſſe 


8. 218. Lehrſatz. 
man Fig. 204. 
nkte p 
hende 
a, Pq 
ebige 
ſo iſt 
iltniß 


ı ber 
sver⸗ 


J. Es ſei (Fig. 204) rs’ irgend eine zweite 


Zehnter Abſchnitt. 


tuptung. fo it 
ca, pa _ca pa 
bpb ehr’ ph 
eis. Nach 8. 158 erhält man 
n einmal pm, dann pn al® Tran 
a.pe.wW=r.pe.c 
rb.pe .c'b’— cb. pe‘. ıl 
t die Dreiedde pab und pa’b’, wer 
s al8 Transverfalen annimmt: 
ra.pa,bb=rb.aa.pl 
aa,pb.rb—=pa.bb‘.r 
> Multiplication ergibt ſich aber 
4) jofort die Beziehung: 
ca.ch.pa.pb= ca. cl 


a.p_ec#.p 
cb’pb cb’'p 
Zuſatz. 


uchtet wohl von ſelbſt ein,. daß 
De 2, Pe 


8. 219. Lehrſatz. 

Fig. 203. Durd 
von ein 

gehende! 

Transvı 

Doppelv 

aus den 

punkten 

Lage d 

(Sag von 

Bora 

($ig. 205) 

‚ welche zwei beliebige Transverſal 
a, b, c, d und a‘, b‘, c’, d’ ſchne 
tuptung. fo ift (ab, cd) — (a 


— — {0 
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Beweis. Nah 8. 218 iſt 


und ir =: 


folglich auch cb : db == bi : db’ 
oder (ab, cd) = (afb‘, c'd’). 
Zuſatz. 


Geht die Transverſale rs // pv, fo liegt der vierte Punkt d 
im Unenpdlichen, das Berhältniß ;r da wird — 1, und der Werth 


des Doppelverhältniſſes (ab, cd) — Tr 


8. 220. Erflärungen. 


1) Bier beliebige von einem Punkte ausgehende Strahlen bilden 
einen.anbarmonifhen Strahblenbüfchel. 


2) Jeden der Durchſchnittspunkte eines und deſſelben an—⸗ 


harmoniſchen Büſchels mit zwei verfchiedenen Transverſalen 
nennt man die GCentralprojection des anderen, je zwei folcher 
Punkte Homologe Punkte und jede durch zwei Homologe 
Punkte zweier Geraden gehende Gerade einen Projectiong- 
ſtrahl. 

3) Nach 8. 219 liefern die Centralprojectionen vier anharmo⸗ 
niſcher Punkte ein übereinſtimmendes anharmoniſches Verhältniß, 
oder das projectiviſche Bild eines anharmoniſchen Verhält- 
niffes ift ein dieſem gleiches Doppelverhältniß. 

Man jagt hiernach auch, es werde das Doppelverhältniß 
(ab, cd) (Fig. 205) durch die Strahlen pm, pn, pq, pv; ebenjo 
pas Doppelverhältniß (acy bd) durch die Strahlen pm, pq, pn, pv 
projieirt u. |. w. 

4) Gehen bie vier Geraden (Projectionsftrahlen), welche man 
durch je zwei bomologe Punkte zweier Geraden zieht, durch einen 
und denjelben Punkt, jo befinden fich dieſe beiden Geraden in 
perſpectiviſcher Lage, im anderen Falle dagegen in ſchiefer 
Lage. 
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5) Sind (Fig. 206) mn und m’n‘ zwei Gerade, p der. Scheitel 
eines Strahlenbüfchels und man zieht: pe // m’n‘, pe’ // mn, jo 
find c und ce‘ Punkte der Geraden mn und m’n‘, welche bezüglich 
den unendlich fernen Punkten der Geraden m’n’ und mn homolog find. 

Man nennt diefe Punkte c und c’ auch Gegenpunfte, 





Fig. 206. 
Zujap. . 5 | 
Zieht man irgend einen anderen Projectiongſtrahl na! Co 200), | 
jo verhält ſich: a:p=cp:chl. j 
oder ca: be= be: cal, \ 
woraus folgt: en . ca“ .be:. bei, ! 


d.h. das Rechteck aus. den Entfernungen zweier homo— 
logen Punkte von den. Öegenpunften ift conftant und 
gleih dem Redtede aus den Abftänden der Gegen- 
punkte von dem Durchſchnittspunkte der Geraden. 

6) Sind die Projectionsftrahlen unter einander parallel,” Liegt: 
alſo das Projectionscentrum in umendlicher Entfernung, fo: 
haben die Abjtände homologer Punkte auf zwei Geraden einerlei 
Verhältnig und die unendlich fernen Punkte der Geraden find 
homologe Punkte und. fallen mit den Gegenpunften zufammen. 

Es verhält ſich (Fig. 2075. ©.) ab:be:cd — atb! ; bie': ed" ıc. 
Die Geraden heißen in diefem Falle ähnliche Gerade. 

7) Sind zwei Gerade parallel, jo find fie ähnlich, wenn das 
Projectiongeentrum auch nicht im Unenblichen liegt. 

Denn e8 verhält ſich nad) 8. 141 (Fig. 208 f. ©.) 

ab: be: cd = ab‘ : bie! : ed, 
8) Für zwei parallele Gerade find die unendlich fernen Buntte 


pr 


bomologe Punkte. Bezeichnen wir dieſelben durch u und u’, und 
find e und c’ die beigeorbneten, fo ift 

ca, ua da ua’ 

Bub cbiwb 
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ua ua’ ca ca! 
ober ba a auch ; 
d. h. a:cb— ca: eb, 


Sind demnach die unendlich fernen Punkte zweier Geraden homologe 
Punkte, fo find die Geraden ähnlich. 
Fig. 207. Fig: 208. 


& 221. Aufgabe. 

Auf einer Geraden ſind vier Bunkte a, b, c, d-und auf 
einer-zweiten Geraden die drei Punkte a‘, b,.c' gegeben, 
man foll auf diejer einen vierten Punkt d’ beftimmen, 
fo daß (ab, cd) — (a, cd). _ \ 

Auflöfung Man Iege die Kinn 
beiden Geraden unter einem beliebigen 
Winkel jo aneinander, daß a’ mit a 
zujammen. fällt (Fig. 209), ziehe 
alsdann durch b und b’’jo wie durch 
e und ec’ Gerade und von deren 
Durchſchnitt p aus durch d einen 
Strahl pd, jo beftimmt dieſer auf 
der zweiten Geraden ben zu juchen- 
den Punkt_d’., 

Beweis. Nah $. 219 iſt 

(ab, ed) = (ab, cW) 
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$. 222. Lehrſatz. 
Befteht zwifchen vier Bunften a, b, c, d einer Geraden 
und vier Punkten a‘, b/, ec‘, d‘ einer anderen Geraden die 
Gleichung 
(ab, ed) — (alb, edꝰ) 
und iſt die Aufeinanderfolge der Punkte in beiden Ge— 
raden dieſelbe und man legt beide unter einem belie— 
bigen Winkel jo aneinander, daß a und a’ zujammen- 
fallen, jo ſchneiden die durch die entſprechenden Punkte 
b und b/, e und c‘, d und d’ gezogenen drei Geraden 
einander in einem und demfelben Punkte, oder beide 
Gerade befinden fi dann in perjpectivifher Lage. 
Beweis. Zieht man von dem Durchſchnittspunkte p der 
Geraden bb’ und cc’ eine Gerade durch d und bezeichnet x ben 
Durchſchnittspunkt derjelben mit der Geraden a’b‘, fo ift 
(ab, cd) — (albt, ex). 
Nach der Vorausjegung ift aber 
(ab, cd) — (ab, ed), 
alſo muß x mit d’ zujammenfallen und bie dur p und d ger 
zogene Gerade auch durch d’ gehen. 


8. 223. Aufgabe. > 

Ein Büſchel von vier Strahlen pa, pb, pe, pd und 

ein anderer von drei Strahlen pa‘, p/b‘, p/e' find ge— 
Fig. 210. 


geben; man joll in dem zweiten Büſchel einen vierten 
Strap pd jo beftimmen, daß beide Büſchel eine 





| 
] 
1 
! 
i 








| Bon den Doppelverhältnijien. 257 


und dieſelbe Gerade nad einerlei Doppelverhältniß 
jchneiden. ‘ | 

Aufldjung Man lege den zweiten Büjchel jo auf ben 
eriten (Fig. 210), daß der Scheitel p‘ nach irgend einem Bunfte 
des Strahles pa und p/a’ mit dem Strahle pa zufammenfällt, jo 
wird der Strahl p’b‘ den Strahl pb in einem Punfte b, und ver 
Strahl p’c’ den Strahl pe in einem Punkte ce, jchneiden. Die 
durch b, und c, gezogene Gerade beitimmt alsdann auf dem 
Strahle pd einen Punkt d, und der von p’ durch d, gezogene 
Strahl ijt der. zu fuchende. | 

Beweis. Diejer ergibt 1“ unmittelbar aus ber Anſchauung 
der Figur. 


B. Harmoniſche Verhüältniſſe. 
8. 224. Erklärungen. 


1) Iſt der Werth eines Doppelverhältniffes zwiſchen vier. in 
einer Geraden liegenden Punkten glei — 1, io beißt daffelbe 
ein harmoniſches Verhältniß und die vier Punkte werben 
harmonische Punkte genannt. 

2) Sind z. B. a, b, c, d die vier Punkte und ift 

ca da 

(ab, cd) = bh” — 1, 
jo fagt man, die Strede ab jet in ven Punkten c und d har» 
moniſch getheilt. Da aber nad) 8. 213 j 
(ab, cd) = (cd, ab) 
ijt, jo wird auch die Strecke cd durch die Punkte a und b har- 
monijch getheilt. Die Beziehung ift jomit eine gegenfeitige und 
es heißen darum fowohl die Punkte a und b, als auch vie 
Buntte c und d zugeordnete ober eonjugirte harmoniſche 
Punkte. 

3) Die von irgend einem Punkte aus durch vier harmoniſche 
Punkte gezogenen Strahlen bilden einen harmoniſchen Strahlen— 
büſchel. Die einzelnen Strahlen heißen harmoniſche Strahlen 
oder Harmonilalen und je zwei durch die conjugirten Punkte 
verjelben gehende conjugirte harmonijche Strahlen. Der 
den vier harmoniſchen Strahlen gemeinfchaftliche Punkt wird ver 
Scheitel over Mittelpunkt des Büſchels genannt. 


Spitz, Lehrbuch der ebenen Geometrie. 6. Aufl. 17 
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4) Aus dem algebraijchen Werthe — 1 eines harmoniſchen 
Doppelverhältnifies geht unmittelbar hervor, daß wenn eine Strede 
harmonijch getheilt wird, ſtets von den beiden Theilpunften ver eine 
innerhalb, der andere in die Verlängerung der Strede fallen muß. 
® 5) Sind a und b, jomie c und d (Fig. 211) conjugirte Buntte 
eines harmoniſchen Verhältniſſes und wird auf die Richtungszeichen 

Fig. 211. der Abichnitte der betreffenden 


Geraden feine Rüdfficht genommen, 
iondern zieht man bieje nur hin⸗ 
ſichtlich ihrer abfoluten Länge in 
Betracht, jo hat man zu jegen: 
ab, )- 3; 321. 
Hieraus folgt aber unmittelbar die Proportion 

a:c=da:db...(l) 

oder da—de:de— db=da:db...(2) 

Sieht man fomit in der Proportion (2) da, de, de, db als 
vier aufeinanverfolgende Größen an, fo erkennt man fofort, baß 
dieje Proportion eine ftetige harmoniſche, und de das har- 
monijhe Mittel zwiſchen da und db ift (9. 9. 1. 8.148. 2). 

6) Eine Strede ift nach (1) überhaupt harmoniſch getheilt, 
wenn die übereinftimmenden Verhältniſſe der Entfernungen ihrer 
Endpunkte von zwei Punkten, von welchen der eine in der Strede, 
der andere in deren Verlängerung liegt, einander gleich find. 


8. 225. Aufgabe. 


In einer Strede ab (Fig. 212) ift ein Punkt c. ges 
Fig. 212. 





geben, man joll den zu c conjugirten harmoniſchen 
Punkt d beftimmen. 
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Auflöſung. Dieje ergibt ſich unmittelbar aus 8. 217. Es 

fallen nämlich in voritehendem Falle die zwei Punkte m und n 

im Punkt x zujammen und man erhält 

ca da ax _ 
cb’ db ax 

ober | ca: cb = da: db, 


Zuſätze. 

1) Aus vorſtehender Conſtruction ergibt ſich wiederum die ſchon 
in 8. 224. 4 gemachte Bemerkung, daß der conjugirte harmoniſche 
Punkt eines in einer Strecke liegenden Punktes in deren Ver— 
längerung liegen muß und umgekehrt. | 

2) Da fih in jeder Strede unendlich viele Punkte angeben 
lafien, fo Tann jede Strede auf unzählig viele Arten harmoniſch 
getheilt werben. | 

3) Fällt c in die Mitte ver Strede ab, fo wird br — bvi= ax, 
'aljo xd // ab, und umgelfehrt, wenn xd // ab wird, jo folgt 
bv’ = bv = ax. 

Wenn einer der beiden conjugirten Bunfte, welche 
eine Strede harmoniſch theilen, die Strede halbirt, jo 
ijt der andere der unendlich ferne Punkt der dur die 
Strede bejtimmten Geraden, und umgelehrt, wenn ber 
eine Punkt ins Unendliche fällt, jo iſt der andere ber 
Halbirungspunkt der getheilten Strede. 


8. 226. Aufgabe. 


Eine gegebene Strede ab nad gegebenem Berbält- 
niffe m: n barmonijch zu theilen. 

Auflöfung Mache (Fig. 212) das Verhältniß 

ax m 
| von 

alsdann bv = bv‘, 
ziehe xv und durch v‘ die Gerade xv’, jo beftimmen biefe Linien 
die beiden verlangten Theilpunfte ce und d. 

Beweis, ES verhält ſich 


ca: cb=ax:bv=m:n 
und — da: db — ax: by — m: m, 
= mM; 1, 


alſo auh ca:cb= da: db 
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8. 227. Lehrſatz. 


Ein duch vier harmonijche Punkte gehender Strah— 
lenbüjchel tHeilt jede von zwei conjugirten Strahlen 
begrenzte Strede in den beiden anderen Strahlen 
harmoniſch. 

Beweis. Die Richtigkeit dieſes Satzes ergibt ſich unmittelbar 
aus $. 219. 


Zufäge 
1) Jede zwifchen zwei conjugirten Strahlen eines 
harmoniſchen Büſchels parallel zu dem außerhalb jener 
liegenden Strahle gezogene Strede wird von dem 
zwiſchen beiden liegenden Strahle halbirt. (8.225. Zuf.3.) 


Fig. 213. 


Anmerkung. Um nad) dieſem Satze zit drei gegebenen Punkte 
a, b, e (Fig. 213) den vierten Punkt d, welcher c zugeordnet äft, zu 
finden, ziege man von einem beliebigen Puntte p aus die Strahlen pa, 
pb, pe, dann durch b eine Parallele mu zu pa, mache 
bm — bn, B 
und ziehe von p aus durch m einen Strahl, fo beftimmt biefer auf ab 
den verfangten Punft d. 


Denn da A pca “2 A och 
und A pda > A mdb, 
fo verhäft ſich c@a:ch=ap:bn 
und da : db = ap : bm, 
alfo, da "-  bn-bm 
auch ca: cb = da: db. 


2) Zieht man von einem Punkte aus mit den Seiten 
und den beiden Diagonalen eines Parallelogramms 
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parallele Strahlen, fo bilden dieje einen harmoniſchen 
Büſchel, in weldem die den Seiten, fowie bie den 
Diagonalen parallelen Strahlen einander zu— 
geordnet find, 

3) Das projectivifhe Bild nier harmoniſcher Punkte 
ift übereinftimmend harmonifch (vergl. 8. 220). 

4) Sind drei Paare Homologer Punkte a, a’; b, b'; c, c’ 
gegeben, jo kann man zu jedem Punkte d der einen Geraden den 
homologen Punkt d’ der anderen Geraden beftimmen. Denn aus 
der Proportion 

ca da _ ca’ das 
cb "db chi dib‘ , 
IM 
erhält man das Verhältniß = Kennt man aber das Verhältniß 


der Entfernungen des zu fuchenden Punktes von zwei gegebenen 
Punkten a'-und b‘, fo ift der Punkt felbft beftimmt. 

Nun gibt es aber zwei Punkte, welche dieſer Bedingung ge— 
nügen; von biejen entfpricht aber‘ nur einer der Forderung, da 
die brei Punkte a, b, d der einen Geraden übereinftimmende 
Lage mit den bomologen Punkten a‘, b‘, d’ der anderen Geraden 
Haben müſſen. 


8. 228. Lehrſatz. 

Stehen zwei zugeorbnete Strahlen eines harmoni— 
ſchen Büſchels ſenkrecht auf einander, fo halbirt jeder 
derjelben den von den beiden anderen zugeordneten 
Strahlen gebildeten Winkel. 

Fig. 211. 


Vorausfegung Es fei (Big. 214) pd !_ pe, 
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Behauptung. fo ift 





A ape = 5 bpe 
und Zmpd = 5 bpd. 
Beweis. Zieht man rs // pd, fo ift nach $. 227. Zuj. 1 
zgı=vw 
und A pr 2 A pvs, 
alſo A ape — A bpe, 
folglich auch Ampd = A bpd. 


8. 229. Lehrſatz. 

Halbirt man in einem Dreieck einen Winkel und 
den zugehörigen Außenwinkel, ſo theilen die beiden 
Halbirungslinien die gegenüberliegende Seite har— 
moniſch. 

Fig. 215. 


Vorausjegung. Es jeien (Fig. 215) pe und pd bie beiden 
Halbirungslinien, 
Behauptung. jo verhält fich 
ca: cb — da: db, 
Beweis. Nach $. 157 verhält ſich 
pa:pb= ca: cb 


und pa: pb = da: db, 
alſo auch ” ca: cb — da: db, 
Zu ſatz. 


Halbirt man irgend einen Winkel und den zuge» 
hörigen Nebenwintel, jo erhält man einen harmonifchen 
Strahlenbüjhel, in weldem die Schentel des ur- 
ſprünglichen Winkels und ebenjo die Halbirungs- 
linien zugeordnete Strahlen find. 


Bere 
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8. 330. Lehrſatz. 


Die Entfernung der Mit- Fig 216 


telpunfte zweier Kreife wird 
durch die beiden Aehnlichkeits- 
punkte harmoniſch getheilt. 
Vorausſetzung. (Fig. 216.) 
p und p‘ feien die beiden Aehn— 
lichkeitspunkte, 
Behauptung. ſo verhält ſich 
pa : pb = p’a : pib. 
Beweis. Nach 8.169 (1 und 
(2 verhält fich 
pa:pb=R:r 
und nad (3 und (4 
pa:pb=R:r. 
alfo auch 
pa : pb = p’a : p’b. 
Anmerkung. Die Ridpigfeit 
dieſes Satzes ergibt fih auch direkt 
auf folgende Weife: 
Deo Acpan a dpb, 
fo verhäft ſich 
- pa:pb=ac:bd 
und weil A ape «2 A bp‘ 
au pa:pb— ac: hir 
Nun ift aber bd — bi‘, 
alfo verhält ſich auch 
pa: pb = pa: pb. 





8.231. Lehrſatz. 
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Zieht man von irgend einem in der Verlängerung 
eines Kreispurhmefjers gelegenen Punkte aus Tan— 
genten an den Kreis, und verbindet die beiden Be- 
rührungspunfte durch eine Sehne, fo find die End— 
punkte des Durchmeſſers, dejfen Durchſchnittspunkt 
mit der Sehne und jener auf dem Durchmeſſer ange— 


nommene Punkt vier harmoniſche Punkte. 


Behauptung. (Fig. 217 ſ. folg. ©.) a, b, e, d find vier 


harmoniſche Punkte. 
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Beweis. Zieht man die Sehnen fa und fb, jo ift 
>. bf = bg, af — ag, 
aljo nah $.109 A bfd — A big 
und A afn = I alg, 
folglich find nad 8. 229 die vier Punkte a, b, c, d harmoniſche 
Bunte. 
Fig. 217. 


Zujak. 
Da nad $. 174 
(ab\? 
me.md = mf? = mb? -$). 
jo ergibt fich Hieraus der Satz: 

Das Produkt der Abftände zweier zugeordneten Punkte 
von der Mitte des Abftandes des anderen Punktenpaares 
ift gleich dem Quadrate des halben Abftandes dieſes 
Paares, 

Umgekehrt folgt hieraus, daß wenn dieſe Beziehung zwiſchen 
vier Punkten einer Geraden ſtattfindet, ſolches vier harmoniſche 
Punkte fein müffen. - 


8. 232. Lehrſatz. 

Jede durd irgend einen Punkt gehende Sehne wird 
durch dieſen und die zugehörige Polare harmoniſch 
getheilt. 

Borausjegung. (dig. 218. 4 und 4, f. folg. ©.) Es jet 
ab irgend eine durch den Punkt c gehende Sehne, gd die ent- 
iprechende Polare, 

Behauptung. jo find a, b, c, d vier harmonifche Punkte. 
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Beweis. Zieht man durch c und den Mittelpunkt m bes 
Kreiſes eine Gevabe, fällt mh _|_ ab, zieht mf und mb, fo Liegen 
nad) $. 107. 6 tie vier Punkte m, h, d, k in der Peripherie 
eines Kreijes und man hat daher nach 8. 164 und 8. 156. Zuf. 2 
für beide Fälle « und 4: 
ch,d=em.ck — cf? 

oder beziehungsmeife 

- ch (+ ch F.dh) = cf? 
ober ” +chTfch.dh = cf? 
oder ch.dh — ch? F cf? 
oder ch, dh = (cm? — mh?) + (— cm? + mf?) 
= mf? — mh?, 


Fig. 218. 











Nun ift aber 
lab 
mf? mh? — mb? mh? bh? 2) 1 
i alſo auch 
ch . dh — (4 ab), 
folglich find nach $. 231. Zuf. a, b, c, d vier harmoniſche Punkte, 


Zuſätze. 
1) Da a, b, e und d harmoniſche Punkte, ſomit na, nb, ne 
und nd vier harmonijche Strahlen find, fo erhält man nad) $. 227 
den Satz: 
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Jede durch den Bolc einer Polare ng gezogene 
und zwifhen den Tangenten na und nb einer durd c 
schenden Sehne ab liegenden Strede wird durd den 
Bol und die Bolare harmoniſch getheilt. 

2) Aus obigem Lehrjage folgt indirelt, daß wenn eine durch 
den Punkt c gehente Sehne ab in ce und d harmonijch getheilt 
ift, die Polare von e durch den Punkt d geht. 


8. 233. Lehrſatz. 
Der Durchmeſſer eines Kreifes wird durch zwei auf 
ihm einerjeits des Mittelpunftes liegende reciprofe 
Punkte harmoniſch getheilt. 
Vorausſetzung. Es ſeien (Fig. 218. 4) © und k zwei 
veciprofe Punkte, R der Radius bes Kreijes, 
Behauptung. fo verhält fich 
ep eq — kp: kq. 
Beweis, Nach 8. 174 ift 
mo. mk — R#, 
alſo verhält ſich m:R=-R:mk F 
oder R+m:R—m-mk+R:mk—R 
oder ep:eq=kp:ka. 


8. 234. Lehrſatz. 
Bejhreibt man über der Entfernung zweier con«- 
jugirten harmonijchen Punfte als Durchmeſſer einen 
Fig. 219. Kreis, jo haben die Abftände 
aller Punkte der Beripherie 
dejjelben von den beiden 
anderen harmoniſchen Punk— 
ten einerlei Verhältniß. _ 
Beweis. Da (Fig. 219) 
A bfd ein rechter ift, fo iſt 
nad $. 228 


Jab= I cfb, 
alſo verhält fich nach 8. 157: 
fa: fe = ab: be. 
Nun ift aber das Verhältniß ab : be eim conftantes, aljo 
obiger Sat richtig. 
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8. 335. Erllärungen. 
1) Nimmt man (Fig. 220) vier belichige Punkte (Eden) 
a, b, ec, d an und zieht durch je zwei derjelben Gerade, jo bilven 
bieje ein vollftändiges Fig. 220. 
Biered. Daffelde Hat 
ſechs Seiten, von wel- 


chen je zwei feinen ger 


meinſchaftlichen Edpuntı 
haben und jomit brei 
Durchſchnittspunkte f, 


8, p beitimmen, welche 


Nebeneden genannt 
werben. 

Die. drei dur die Nebeneden beftimmten Geraden heißen 
Nebenfeiten over Diagonalen und je zwei Seiten, welche 
feine gemeinfchaftliche Ecke haben, Gegenjeiten des vollftändigen 
Vierecks. - 

3) Nimmt man ftatt der Punkte vier Gerade am, von welchen 
feine drei durch einen und venjelben Punkt gehen, jo erhält man 
das vollftändige VBierfeit. Demjelben entiprechen ſechs Ecken, 
drei Diagonalen oder Nebenjeiten und drei Nebeneden. 

3) Fallen die vier Punkte a, b, c, d in die Peripferie eines 
Kreifes, fo entfteht ein vollftändiges Kreisviereck; zieht 
man an dieſe Punkte vier Berührende, jo beftimmen biefelben das 
entjprechende vollftändige Kreispierfeit. 

4) Nach Obigem ift Har, was man unter einem vollftändigen 
ned und einem volfftändigen njeit zu verftehen hat, 


8. 236. Lehrſatz. 

Die Diagonalen eines vollftändigen Vierſeits 
theilen einander gegenjeitig harmoniſch. 

Behauptung. (Fig. 220.) fg wird durch ca und db 
harmoniſch getheilt. 

Beweis. Verlängert man die Diagonalen db und fg, bie 
fie einander in h treffen, zieht he und fieht in dem Dreied cfg 
die Diagonale db als Transverſale an, jo ift nad 8. 158 

hg. fl.cb=hf.de.gb 
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und da ck, fb, gd durch einen und venfelben Punkt a gehen, fo ift 
nad 8.160 de.kK.gb=fd.kg.ch. 

Multiplicirt man beide Gleichungen mit einander, jo erhält man: 

Kk.bg=kg.hf 
oder kKf:kg = hf : hg, 
d. h. fg wird durch k und h ober durch die Durchſchnittspunkte 
ber beiden anderen Diagonalen mit fg harmoniſch getheilt. 

Da nun die Diagonale db als Transverjale durch die vier 
harmoniſchen Strahlen cf, cg, ck und ch gehend angejehen werben 
fan, fo wird fie nad) $. 227 in p und h harmoniſch getheilt. 
Ebenſo find nun fb, fd, fp und fh harmoniſche Strahlen, aljo 
a, C, Pr k harmoniſche Punkte. 


8. 237. Lehrſatz. 

Durd jede Nebenede des vollftändigen Vierecks 
gehen vier harmoniſche Strahlen. 

Beweis. Die Richtigkeit dieſes Satzes ergibt fih unmittel» 
bar aus dem vorhergehenden Satze für das Vierjeit, wenn man 
berüdjichtigt, daß jeder Strahlenbüfchel, deſſen vier Strahlen durch 
vier harmoniſche Punkte gehen, ein harmoniſcher ift. 

Anmerf: ng Obige Säge vom vollftändigen Vierede und Bierfeit 


geben ung ein Mittel an die Hand, nachfolgende zwei Aufgaben durch 
alleinige Anwendung de3 Lineal? zu löſen. 


1. Aufgabe. 

Drei Bunfte a, b, c (Fig. 221) einer Geraden find 
gegeben, man foll den vierten dem Punkte ce zugeord» 
neten harmonifchen Punkt d beſtimmen. 

Fig. 221. 


Auflöfung. 
Ziehe von einem beliebigen Punkte p aus bie Strahlen ps, pb, 
pe, wähle im Strahle pe irgend einen Punkt f und ziehe buch ihn 
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und bie Punkte a und b bie Geraden ah und bk, fo beſtimmt die 
durch k und h gezogene Transverfale auf ab den zu ſuchenden Bunt d. 
2. Aufgabe. 

Drei Straßlen pa, pb, pe (Big. 221) find gegeben, 
man ſoll den vierten dem Strahle pe zugeordneten 
harmonifhen Strahl pd conftruiren. 

Auflöfung. 

Ziehe durd- irgend einen Punkt £ des Strahles pc zwei beliebige 
Gerade, fo fihneiven diefe die Strahlen pa und pb in den Punkten 
a, k, b und h, ziehe nun durch a und b und ebenfo durch k und h 
die Transverfalen ab und kb, fo beftimmt deren Durchſchnitt d die 
Lage des vierten Strahles pd. 


8. 2370. Lehrſatz. 

Der Durchſchnittspunkt der beiden Diagonalen und 
die beiden Durhfhnittspunfte zweier gegenüberliegen- 
den Seiten eines Kreisviereds bilden die Edpunfte 
eines Dreieds, in welchem jede Ede der Pol der gegen— 
überliegenden Seite ijt. 

Borausfegung. dig. 21a. 

(Fig. 221.) abed fei das 
Kreisviered, 
Behauptung. fo 
ift fg bie Polare von b, 
gh die von f, fh dievong. 
Beweis. Nach 8.237 
find ga, ge, gf, gh vier 
harmoniſche Strahlen, 
fomit b, c, m, h umd 
- ebenjo a, d, n, h vier 

harmonische Punkte. Nach 

8. 232. Zuſ. 2 gehören 

aber die Punlte m undn, 

als zu h gehörige har: 

moniſche Punkte, der Polare diefes Punktes an; folglich ift gf bie 
i) Polare zu h. Ebenjo ift hf die Polare von g und nad) 8. 175.9 
h gh die Polare von f, ba dieſer der Durchſchnitt der Polare hf 

von g und der Polare fg von h ift. 


A — — — 
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8. 238. Erllärungen. 

1) Haben drei Punftenpaare einer Geraden die Eigenjchaft, 
daß das anharmoniſche Verhältnig zwilchen vier der ſechs Punkte, 
welche · drei verſchiedenen Paaren angehören, dem anbarmonijchen 
Verhältniſſe der entjprechenden vier anderen Punkte gleich it, jo 
fagt ınan, die drei Punktenpaare bilden eine Involution, ober 
auch die ſechs Punkte fteben in Involution und nennt je zwei 
Punkte eines Paares conjugirte oder zugeordnete Bunte. 

Sind z. B. a,a'; b,b‘; c,e’ die drei Punktenpaare einer Geraden, 
fo bilden dieje eine Involution, wenn eine der Beziehungen jtatt- 
findet: . 
(ab, cc’) = (a'b’, c’c) 

(aa’, be) = (a’a, b’c') u. |. w. 


ober 
ca , ca ca ca 
bb’ ch" cb "ch 
ba ca b’a! ca _ . 
ba cal — ba : ca it. J. w. 


8. 239. Lehrſatz. 


Befinden ſich auf einer Geraden drei Punktenpaare 


a,al; b,b'; cc! und es iſt irgend ein Doppelverhältniß- 


von vier der Punkte, welche zu drei verſchiedenen 
Baaren gehören, gleich dem ‘Doppelverhältnifje dei 
vier entſprechenden Punkte, fo gilt diefes aud für je 
zwei andere Doppelverhältnifje, welche ſich aus den 
ſechs Punkten auf dieſe Art bilden Lajfen. 





J 
t 
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Boransjegung Es fei (aa', be) = 


Debauptung. fo ift auch (bb‘, x) = 


(a'a, b’c‘), 
(b’b, a’c’). 
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Beweis. Da (aa’, bc) — (ala, b’c c'), jo ift nad 8.215 auch 


(ab, a’c) = (a’b’, ac‘) 
und jomit nach 8. 213. Zuf. 
(ab, ca‘) — (a’b' ca) 
ca aa ca’ aa 


de yon SU 58 AR, 
oder cb ab cb'ab 


Set man hierin bb’ jtatt aa’, jo bleibt dieſe Gleichung offenbar 


beftehen und man erhält 
ca bb ca ‚bb‘ 
‚cb'’ab eb 'ab 


Pe Se Een 


ca ab’ c’a’ “ab 

ober cb 'b’b — — bb 

cn "ba c/a! ' ba‘ 
oder (ba, cb) = (b/a4 c'b) 


oder nach 8. 216 


(bb, ac) = (b/b, alc). 
Ebenfo läßt ſich zeigen, daß alsdann auch 


(ce, ab) = (cc', alb') 


iſt; denn man bat nach ver Vorausfekung 
| . (aa’, be) = (ala, bc), 


aljo auch (ab, ca’) = (a’b‘, ca) 
(ac, ba’) = (ale, ba) 
ba, aa ba’ aa 
oder be ae bei 
oder wenn man cc’ jtatt aa’ jegt: 
ba ce b’a’ cc. 
be "ac be’ ac 
d bce be cc‘ 
oder = Dar‘ ale = ba : ac! 
d | b’e’ cc‘ be , c’c 
oder Dar’ on! == ba : ri 
ober ‚ (e’a‘, b’c) = (ca, be‘) 


ober nach 8. 216 (c’c, ab‘) = (cc‘, ab) 
oder nach $. 212. (cc’, ab‘) = (c’c, ab), 
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- Zuſätze. 
1) Iſt alſo (aa‘, be) = (a’a, b/c‘), 
fo bat man auch (bb‘, ac) = (b’b, a’c') 





und ‘ (cc', ab‘) = (c’c, ab). 
Aus dieſen drei Gleichungen erhält man der Reihe nach bie 
Proportionen: 
ab. ab! : ae. ac — alb.. wbt ale. ale! 
ba. ba’: be. be = b’a , ba‘ ; b’e . be‘ 
ca.ca,:chb.cbh" = da. ca: ch. eb. 


Findet umgekehrt zwifchen drei Bunftenpaaren a a ; bb’; 
eine dieſer Beziehungen ſtatt, fo find die ſechs Punkte berjelken i in 
Involution. 
2) Durch Multiplication vorſtehender drei Gleichungen mit 
einander erhält man: 
ab? . ca’ : ab ca — be?. la :; be? , ca’ 
und hieraus ab? .. b/c'? , ca’? — alb'? , be? . c’a? . 


oder ab . bc’ . ca = ab’, be. ca. 
Ebenjo wird | 
ab. be. ca = ab’. be. ca 
ab’. be.ca =ab. bie. ca 

ab’ . be . da’ = ab, b’e! 


3) Wenn auf einer Geraden zwei Punktenpaare a,a'; b,b‘ 
mit jedem zweier anderen Paare c,c'; d,d’ in Involution ſind, 
jo bilden auch die Paare aa’; c,c'; d,d’ und Pi e,c'; d,d’ 
Involutionen. 

Denn nach dem vorhergehenden Zuſatze bat man: 

ab.ab’:;ac.acd =ab. ab’: ac. ac 
und ab . ab’ : ad .ad’= a'b.ab’: ad. ad, 
woraus unmittelbar folgt: 
ac.ac:ad.ad — alc.acd: ad. ad 
oder (c/d’, aa) == (cd, a’a). " 
Ebenſo folgt aus den Proportionen 
a.ba’: be. be = b/a.. bla’ ; b’e . b’e’ 
ud ba. ba’: bd.bd’ = ba. ba’ : b’d.. b/d‘ 
jofort die Proportion 
be. be: bd. bad‘ 
oder die Gleichung 
(cd 


b’e. be! : b/d . b/W 


bb‘) = (e’d, b’b), 
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8. 240. Lehrſatz. 

Sind aa’; bb‘; c,c' drei Paare bomologer Bunfte 
zweier Geraden, und man benft jich dieſe in gleichem 
oder entgegengejegtem Sinne jo aufeinander gelegt, 
baß die Gegenpunfte zujammenfallen, jo fteben die 
ſechs Punkte auf der gemeinſchaftlichen Geraden in 
Involution. 

Beweis. Bezeichnet C den Punkt, in welchen Die beiden 
Gegenpunfte zuſammenfallen ſo iſt nach 8. 220. Aal ſtets 


Ca. Ca — Cb. 
oder da Ca=Cb+ in 
und Ca’ = Cb — ab, 
auch (GEb + ba) Ca’ = Ob. Ch⸗ 
und Ca (Cb — ab) = Cb. Cb/ 
oder Cb (Ca! — Cb) = Ca’. ab 
umd Cb (Ca — Ch) = Ca. ab 
oder Cb, ba’ = Ca‘. ab 
und | Ob. b’ıa = 0Ua.ab, 


woraus ſich unmittelbar die Proportionen ergeben: 
1) ab : ba! = Ob: Ca’ 
2) ba: ab = Ua: Cb. 
Hiermit übereinftimmend wird fich verhalten: 
3) ac: ca’ —= Ce: On 
4) ca: al = Ca: Ce. 


Durch Multiplication der Proportionen 1 und 2, ſowie ber 


3 und 4 erhält man. 
ab. ba : ba, ab == Ca :' Ca! 


und ac.ca: ca. ac (a: Ca, 
woraus unmittelbar die Proportion fließt: 
ab. ab :ac.ad=ab’,ab: ‚ac. 


Nach 8. 239. Zuf. 1 stehen jomit bie 8 Bone homologer 
Punkte in Involution. 


8. 24. Erklärungen. 
1) Ein Punkt, welcher, wie int vorhergehenden Satze der Buntt C, 
Die Eigenfchajt hat, daß das Produkt feiner Entfernungen von den 
beiden Punkten eines Paares für alle Baare dafjelbe tft, aljo einen 


eonftanten Werth hat, Heißt ver Gentralpunft der Involution. 
Spitz, Lehrbud der ebenen Geometrie. 6. Aufl. 13 
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2) Ta man ſich nach 8. 221 jede Involution dreier Bunkten- 
paare durch Aufeinanderlegen zweier Geraden in der angegebenen 
Weiſe entftanden denken kann, jo entjpricht auch jeder Involution 
ein Gentralpunft, 

3) Der Beftimmungsweije des Centralpunftes zufolge muß 
diefer entweder außerhalb ober innerhalb ſämmtlicher 
Punktenpaare liegen, je nachdem man nämlich die Geraden, welche 
durch Aufeinanderlegen die Involution erzeugten, in gleichem oder 
entgegengejegtem Sinne zujammengelegt hat. 

Man unterjceidet hiernach zwei Fälle der Involution, nämlich 
die entgegengejegte und die. gleichliegende Involution. Bei 
jener Tiegt aljo der Centralpuntt außerhalb, bei diefer aber 
innerhalb jämmtlicher Punktenpaare. 

4) Haben drei Punftenpaare einer Geraden eine ſolche Lage 
in Bezug auf einen außerhalb oder innerhalb jämmtlicher Paare 
liegenden Punkt, daß das Produkt der Entfernungen dieſes Punktes 
von ben beiden Punkten eines Paares für jedes Paar daſſelbe ift, 
jo bilden jene Punktenpaare eine Involution. 


$. 242. Aufgabe. 
Zwei homologe Punkte a und a’, ein dritter Punkt b 
und die Lage des EentralpunftesC jind gegeben, man 
jolf den zu b Homologen Punkt b’ conftruiren. 


Auflöfung. 
Fig 222. Da 
Ca,C#—=Cb.Cb 
jein muß, jo hat man nur 
die Proportion 
Ch: Ca = Ca’: Cb' 
zu confteuiven, um den Punkt 
b° zu beſtimmen. 
Iſt demnach die In- 
volution eine entgegen⸗ 
gefegte (Fig. 222), fo ziehe man irgend eine Gerade Cm, mache 
Con — Ca, ziehe a/p // bu und made Ch’ — Cp, um b’ zu 
erhalten; denn e8 verhält ſich 
Cb : Ca = Ca“: Cp 
ober Cb: Ca = Ca! : Chi, 
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Iſt die Involution eine gleichliegende (Fig. 223), fo ziehe 
man durch C irgend eine Gerade mn, made Cp = Ca, Cq = Ca’ 
und lege durch die drei Punkte b, p, q einen Kreis, um in dem 
Durchſchnittspunkte b’ den zu fuchenden Punkt zu erhalten. Denn 
es verhält fih nach 8. 168 

Cb :.Cp = Cq : Ch’ 
oder " Cb : Ca = Ca’: Chi, 


Fig 223. 


8. 243. Aufgabe. 


Man kennt zwei Baare homologer Bunkte aa‘ und 
bb’ und ſoll den Centralpunkt C conftruiren. 


Auflöfung. 

Beichreibe über die Streden aa’ und bb‘ Kreife, conftruire zu 
dieſen die Chordale (8. 173), fo beftinmet dev Durchſchnittspunkt 
derfelben mit der Centrale den zu juchenden Gentralpunft C. Denn 
nach $. 163. Zuf. ift 

Ca. Ca — Cb. Obi 


8. 244. Lehrſatz. 

Zieht man von einem beliebigen außerhalb einer 
Geraden liegenden Punkte aus durch ſechs in Invo— 
lution ſtehende Punkte dieſer Geraden Strahlen, ſo wird 
auch jede andere durch ſie hindurchgehende Gerade 
involutoriſch getheilt. 

Vorausſetzung. (Fig. 224 ſ. folg. ©) Es ſei 

(ab, ce’) — (a’b', c’e‘), 
18* 
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Behauptung. io iſt auch 
(ab ac) = @rbi, a) 

Beweis. Nah $. 219 ift 
(ab, ce) — (ab,, ce’) 





und (ab‘, de) = (abi, dc), 
alſo auch (bi, e,) — (abi, A). 
Fig. 224. 


8. 245. Erflärungen. 

1) Sechs Strahlen, welche von einem Punkte aus durch ſechs 
in Involution ftehende Punkte einer Geraden gehen, bilden einen 
Involutionsbüfcel. 

2) Jede Transverjale, welde einen Involutionsbüjchel ſchneidet, 
wird nach 8. 244 durch dieſen inwolutorifch geteilt. 

3) Das perſpectiviſche Bild einer Involution ift jomit wieder 
eine Involution und jede Involution kann auf eine beliebige Gerade 
projicirt werben. 

8. 216. Lehrſätz 

Die Schenkel dreier rechten Winfel mit gemeinſchaft— 
lihem Scheitel bilden einen Involutionsbüjchel. 

Beweis. Durchfchneidet man den Büſchel durch irgend eine 
Transverjale, bezeichnen a,a'; b,b'; c,c‘ die Durchſchnittspunkte 
berjelben mit den Schenfeln dev drei rechten Winkel und iſt C’der 
Fußpuntt bes vom gemeinjchaftlicen Scheitel p aus auf bie 
Transverſale gefällten Perpendifels, jo ift 

Cp? = Ca. Ca = Cb. Ch! = Ce. Ce; 
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folglich ftehen nach 8. 241. 4 die Punkte a,a‘; 


Involution. 


1) Nehmen wir an, 


8. 47. Erflärung. | 
e8 fallen die beiden Punkte c und c, 
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bb’; ge! in 


welche mit den Punkten a,a’ und b,b’ in Involution ftehen, in 
einem Bunfte u zuſammen, jo erhält man nach 8. 239. Zuſ. 1: 


und 


woraus folgt: 


und 











ab . ab’ : au? = ab. alb‘ : a’u? 
ba . ba‘ : bu? = b’a . b/a‘ : b/u?, 
-AU ab , ab’ 
at VE ab , ab‘ 

bu b’a , b’a’ 

mm t V‘ . bar’ 


Man erkennt hieraus unmittelbar, daß es zwei berichiedene in 
Bezug auf aa’ und bb‘ entgegengejegt liegende Punkte u gibt, von 
welchen jeder fich _jelbft al8 bomologer Punkt entipricht und mit 
den Punktenpaaren a,a‘ und- b,b‘ eine Involution von fünf Puntten 


“bildet. 


Man nennt ſolche Punkte Doppelpunkte der Involution. 
2) Bezeichnet man die beiden Doppelpunkte durch u und v, 


ſo iſt alſo 


oder 


und 


bu 


av und bu _ 
av bu 
av 
a’v = (aa, uv) — 
bv | 


d. 5, die beiden Doppelpunfte theilen die Entfernungen 
zweier homologen involutoriichen Punkte harmoniſch. 
3) Wird der Ausdruck unter dem Quadratwurzelgeichen in 1) 
negativ, fo find reelle Doppelpunfte unmöglich. 
der Ball; wenn die Streden aa’ und bb’ fich theilweife decken, bie 
Involution alſo eine gleichliegende ift. 


8. 248. Lehrſatz. 


Es ift dieſes 


Die Entfernung der beiden Doppelpunkte wird 
durch den Centralpunkt halbirt. 


- 
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Beweis. Nah 8. 241. Zuſ. 4 ift 
Ca.Ca = 0b. Cb = Cu? = (v, 
alſo Cu= — Cv 
oder uC = Cr. 
8. 249. Aufgabe. 

Zwei Bunftenpaare aa‘ und bb‘ einer Geraden 
jind gegeben, man foll die Doppelpunfte u und v 
conftruiren. 

Anflöfung 

Ziche durch a und a’ irgend zwei Parallelen, trage nach 8. 247 

auf der erſten von a aus 


am — Yab . ab’ 
nach aufwärts und auf ber zweiten von a’ aus 
an — an = Yalb. ab’ 


nach auf- und abwärts, verbinde alsdann m mit n’ und mit n, 
um in den Durchfchnittspuntten u und v diefer Berinbungetinien 
mit ber Geraden bie Doppelpunfte zu erhalten. 





Zuſatz. 
Iſt der Centralpunkt C bekannt, ſo iſt nach 8. 248 
Cu — — Cy— — y% , Cal. 


Zieht man alſo von C aus an den über aa’ als Durchmeſſer 
gezeichneten Kreis eine Tangente und trägt deren Länge von C 
aus nach beiden Seiten auf der Geraden ab ‚ jo erhalt man 
ebenfalls d die beiden Doppelpunkte. 


8. 250. Lehrſatz. 


‚Zieht man zu einem vollftändigen VBierede irgend 
‚eine Transverjale, jo wird dieſe von den drei Baaren 
ber gegenüberliegenben Seiten in drei Bunktenpaaren 
gejchnitten, welche eine Involution bilden. 

Borausjegung. (Big. 225 f. folg. ©) m, n,p,q ſeien 
die vier Punkte eines Vierekks, mn, qp; np, mq; mp, nq die 
gegenüberliegenden Seitenpaare, aa’ irgend eine Zransverjale, 

Behauptung. fo bilden die Punktenpaare aa‘; b,b’; c,c 
eine Involution. 








. — — — — 
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Beweis. Sieht man ms und ns als Transverfalen des 
A ran’ an, fo hat man nad) 8. 158 
2) rm.ab',qa — am. ab’. qr 
und 2) m .ab.pa = an .ab .. pr. 
* Betrachtet man ebenfo mp und nq als Transverjalen deffelben 
A raa, jo iſt: . 
3)pr.am.ac=pa.rm. ac, 
und 4)gr.an.Ad—gqa.m .ac, 
Durch Multiplication diefer vier Gleichungen erhäft man 
ab ,ab'. ac. a’ — ab ,ab' ac. ac 
und hieraus: 
. ab. ab’ ;ac. ac’ — ab. ab! : ale . afcı, 


ober - (aa',be) — (a’a,b'c‘). 
Die Punktenpaare a,a‘; b,b’; c,o‘ bilden fomit eine Involution. 
Fig. 225. 


8. 251. Lehrſatz. 

Zieht man zu einem Kretsvieredeivgendeine Transver— 
fale, welche Die Kreisperipherie in zwei Punkten ſchneidet, 
fo bilden dieje und die beiden Punftenpanre, in wels 
hen die gegenüberliegenden Seiten des Vierecks ge— 
ſchnitten werden, eine Involution. (Sag von Dejargue.) 
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Vorausſetzung. (Fig. 226.) mnpq fei dns Kreisviereck, 
aa’ die Transverjale, - 5 

Behauptung. fo bilden die Punktenpaare a,a'; b,b'; c,c' 
eine Involution. , 
ö dig. 226. 


Beweis. Nach $. 158 folgt aus dem A aa’s, wenn man 
einmal mn, dann pq als Transverjale anficht: 
ö ab.am.sn=ab.sm.:an 
und ab’ . ag .sp= alb'.sq .ap 
und hieraus durch Multiplication: 
ab .ab' .am.a/qg.en.sp == alb „ab! . sm. sq.an.ap. 
Nach 8. 168a ift aber 
ac. ac. am.alg.en.sp= wc. ac.sm.sq.an.ap. 
Durch Divifion diefer beiden Gleichungen erhält man: 
. ab. ab‘ : ac. ac = ab. ab! : a’c . alc! 
oder (aa',be) = (a'a,b'c'), 
Die Punktenpaare a,a‘; b,b'; c,c' bilden daher eine Involution. 
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Anhang 


Lehrbuche der ebenen Geometrie 


von 


Dr. &arl Spik, 
Brofeffor am Polytehnitum in Carlsruhe. 
Die 


Reſuſtate und Andeutungen 


— zur u 
Auflöfung der in dem Lehrbuche befindlichen Anfgaben 
nn enthaltend. 


Sechſte, verbejjerte und vermehrte Auflage. 
Mit 112 in den Text gedrudten Figuren. 


Peipzig und Heidelberg. 
C. F. Winter’fhe Berlagshandlung. 
1875. 


Vorwort, 


Die Herausgabe vorliegenden Anhanges zu meinem „Lehrbuche 
der ebenen Geometrie“ ift ſchon durch die Benutzung des letzteren 
beim Selbftftubium geboten; denn in zweifelhaften Fällen muß der 
Xernende ein Mittel zur Hand haben, das ihm auf den rechten 
Weg leitet oder erkennen Yäßt, ob das Probuft feiner eigenen 
Geiſtesthätigkeit das richtige ift. 

Aber auch die Anficht, daß Andeutungen zur Löfung von Aufe 
gaben in der Weife, wie fie hier behandelt wurden, felbft dann 
fruchttragend find, wenn fie von Schülern einer Lehranftalt bei 
ihren Häuslichen Arbeiten zu Rathe gezogen werben, veranlaßte 
mid), diejelben der Deffentlichteit zu übergeben. 

Jeder Lehrer, welcher Gelegenheit hatte, geometrijhen Unter- 
richt zu ertheilen, wird fich hinlänglich überzeugt haben, welche 
Schwierigkeit bie Auffindung einer Conftruction ober eines Be— 
weiſes den Schülern, jelbjt den fähigften unter ihnen, darbietet, 
und daß man durchaus nicht unbedingt von ihnen verlangen 
Tann, daß fie die hierzu nöthige Fertigkeit befigen, und wenn 
aud die darauf Bezug habenden Säge mit aller Schärfe und 
Gründlichfeit vorher durchgenommen wurden. Cs ift alsdann 
immerhin vortheilfafter, der Schüler Hat eine Aufgabe mittelft 
eines Rathgebers, wie er hier vorliegt, gelöft und dieſelbe hierauf 


Vorwort. 


tt für ſich burchgearbeitet, daß er 

feine Verfahrungsweiſe zu begrünt 

zu betrachtenden Aufgabe zu ent! 

ı Erörterungen ergebenden Zwiſchenf 

als wenn er die Aufgabe gar nicht 

!ehrer damit zu entſchuldigen jucht, 

aufzufinden vermocht. 

diefer Anficht ausgehend, Habe ich die Andeutungen zu 
eifen gegebener Lehrjäge, fo wie zu den Auflöjungen 
ructionsaufgaben verhäftnigmäßig ausführlicher gegeben, 
en Löfungen der Aufgaben aus der berechnenden Geo- 
Hier ift entweder nur das Rejultat, ober biejes nebft 
yen Hinweifung auf den betreffenden Paragraphen im 
angeführt. 


Carl Spihz. 


Erſter Abf 


Bon der geraden Linie und be 
einer Ebe 


8.7. 
1) a) 3; b) 6; c) 10; d) 15; e) 
i) 55; k) 66 Gerade; 
2) 2a) Gera. 
3) a) 3 Streden und 6 Strahlen; 
c) 10 Stra. und 10 Strhl.; d) 
e) 21 Strd. und 14 Stthi.; f) 
9 FED etreden und An © 
5) Bei a) find drei und hei b) 12 
6) 3 





na —1)m— 2)... h 
2 


8. 11. 
3) Trage die einzelnen Strecken au 
4) Schlage die eine Strecke auf t 
aus ab. 
5) und 6) Vergl. die Auflöjung zu 
7) a) Trage eine beliebige Strede 
auf einer ahberen Imal aneinand 
der anderen u. ſ. w. 





4 
Gpig, Anhang 3. Lehrb. d. ebenen Geometrie. 





Bon deii Winteht. 3 


2) Nehme an die zwei Schenkel fallen nicht in eine Gerade, 
ſondern ber eine liege z. B. unterhalb bd (Lehrbuch Sig. 17.) 
und beweile aus der Vorausfegung die Unmöglichkeit dieſer 
Annahme. 

3) a) Der gegebene Winkel jet &, fein Außenwinkel — #. Es 
läßt fich nun leicht zeigen, daß jomohl der von dem Per- 
penbifel gebildete Winkel als auch der Außenwinkel 4 aus 
einem rechten und dem nämlichen ipigen - Winkel beiteben, 

b) Seßt man den gegebenen LI = a, den A, welchen ber 
nad) innen gehende Berpenbifel mit dem anderen Schenkel 
macht = 4 und den A, welchen bie beiden Verpenditel 
einſchließen — y, ſo iſt 

—c A 4 = R, 


| III 
4) Berlängere ven einen Perpendifel bis zur anderen Geraden 


und benutze dann 8. 35. u. f. j 


B. Berednungen. 
1) a) 150° 24°; b) 65° 51‘ 3“, e) 1330 21° 20", 
2) Zwei find 360 21° 46° und der dritte mißt 143° 38: 144, 
. 3) Der eine = 60°, der andere = 120°, 
DE es: a= 1340 28° 45, 
I0= 41-4 g — Ak — 450 31° 15% 


1# 





⸗ 





Vierter Abſchnitt. Fünfter Abſchnitt. 5 


Vierter Abſchnitt. 


Von den Winkeln in den geradlinigen Figuren. 


8. 48. 
| A. Lehrſätze. 
1) Bergl. 8. 45. Zuſ. 6 
2) Ziehe durch den Scheitel des einen Winkels im Sinne des 
8.28. Parallele zu den Schenfeln des anderen Winkels u. ſ. w. 
3) Verfahre ähnlich wie in 2). 


B. Berechnungen. 

1) a) 131024; b) 73056’ 40“; c) 1150 33‘ 21”; d) 16601 450, 
2) a) 83° 14, b) 66° 58°; c) 210 34° 50: d) 530 58° 16% 
3) a) 30°, 609 und 90°; b) 36° 54° u. 90°; c) 54°, 58° 30° 

und 679 30°. 
33) Ja = 53’ 41; Zb = 66° 1 nd I c = 607 18°, 
3b) 111° 36° 37”, 68° 11’ 47“ und 5° 11’ 36“. 
3c) Winkel — 20° 35° 16“. 
4) 45°, 67° 30°, 90% und 1579 30%, 
5) 2) 1200, b) 135°. 
6) a) Im regelmäßigen Zwölfed, b) im vegelmäßigen 32cd. 


Fünfter Abſchnitt. 


Von der Congruenz ber Figuren. 


8. 69. 
A. Lehrſätze. 
1) Bergl. $8. 44 und 52. 
2) Folgt aus 8. 44 in Verbindung mit den 88. 27 und 52. 
3) Ergibt ſich aus den SS. 44, 26 und 52. ' 
4) Die rechtwinkligen Dreiede, in welchen bie Schenkel die Hy⸗ 
potenuf en bilden, find congruent u. f. w. 


Aa) Aehnlich wie 4. 


4b) Nach 8. 59. 
40) Nach 8. 44. Zul 1. und 9; 59. 





Fünfter Abſchnitt. 


‘hält zwei Dreiede, in wel 
haftlich und zwei Winkel eir 


zuſ. 3. 4. 
63 iſt (Fig. 1.) 
a+b>d+j 
.b+e>d+ 
— a+c>f-+ı 
a+b+e>d+i 
Ebenſo ift d 4 
wd+g>e 
dition erhält: 
d+f+g 
van zwei der Halbirungslinis 
mittspumfte aus Perpenbifel 
zwei Paare congruenter 2 
diefen Durchſchnittspunkt 1 
‚ To entſtehen abermals zwei 
(nad) 8. 60. Zuf. 2), wora 
linie auch den dritten Wink 
san zwei diefer Perpendilel ın 
mittspunfte aus die Senkrec 
beweifen, daß bieje dadurch 
dem. Ende den Durchſchnit 
Eden des Dreiecks, fo entf 
(8. 62. Zuf.) umd bie zu 
aber (nad) 8. 56) auch die 
ve > ab (Fig. 2.). Trage 
Fig. 2. 8. 
ſpit 
fun 





cad 
adı 
aud 


ode 





Bon der Congruenz der Figuren, 7 


Anmerkung. Die Richtigleit des Sages ergibt ſich auch unmittel- 
\ bar aus 8. 61. Denn hiernach ift 
ab + ac> be. 
alfo auch ac > be — ab. 
10) Sind (Fig. 2a.) ABC und abe bie beiden Dreiede, und 
iſt Ab — ab, B Ab, alſo JA< La, jo made 


Fig. 20. 


A CaAd — 5 ., tamı iſt nach 8. 65 

Ad AB oder > ab, 
Trägt man daher ab nach Af und zieht fg! AC, jo 

wird AC > Ag ober > ah, 


B. Eonftructionen. 


1) Vergl. die 8. Aufgabe des $. 68. 

2) Errichte in der Mitte der Verbindungsftrede der zwei Punkte 
auf dieſe ven Perpendifel bis zum Durchjchnitt mit der Geraden, 
fo ift der Punkt gefunden. Vergl. 8. 62. Zuſ. 

3) Sind a und b (Fig. 3) die zwei Punfte, min die Gerade, jo 
ziehe ac ! mn, made fe — af dig. 3. 
und ziehe cb, fo ift d der gejuchte 
Bunkt; denn I adf = A fde 
= Z bin. 

4) Denkt man fi die Geraden bi 
zu ihrem DVereinigungspuntt ver- . 
längert und biejelben alsdann durch 
irgend zwei Gerade burchichnitten, 
jo erhält man zwei Dreiecke, mit 
telft deren man nad A. Lehr. 7. 
leicht zwei Punkte der zu beftimmenden Halbirungslinie 
finden kant. 


| — — —— —.— 





Funfter Abſchuitt. 


albire die zwei am der dritten © 
ftimmt der Durchſchnitt der Halt 
r zu ſuchenden Parallele. 

Der Beweis beruht auf 8. 54. 
etrachte die Aufgabe als gelöft ur 
if $. 62. Zuf. zurüd, indem man 
ıltende Seite um den befannten 9 

Fig. 3a. 6a) Es 


7) Bi 


na 

it dem anderen Schenkel und tra 

Scheitel des Winkels aus ab ꝛc. 

Yurchichneide die Parallelen unter - 

urch eine Transverjale, fälle auf diefe von dem Scheitel aus 

en Perpenditel, halbire den zwiſchen die Parallelen fallenden 

"heil dieſes Perpendilels und ziehe durch den Halbirungs- 

unkt eine Parallele zu jener Transverjale, jo beftimmt die- 

Ihe die Grumblinie. 

Frrichte in der Mitte einer jeden Strede Perpendilel, bis 

ieſe einander ſchneiden 2c. (ß. 62. Zuſ.) 

Fig. 4. 9) Sind a, b und c die drei Streden, 

fo mache man (Fig. 4) mp = pn 
— ber Heinften berfelben, 4.8. — a, 
conſtruire über mn mit b und c 
da8 A man, ziehe qe durch p und 
made ps = pq, jo ft ms — 0, 
weil A mps 2 A pan, alſo 
ms — gan iſt. 

Trage den Winkel in irgend. einem Punkte ver Geraben an 

iefe an und ziehe durch den gegebenen Punkt bie Parallele 

u dem einen Winkelſchenkel zc. 

Sft mn (Sig. 4) bie zu Halbivende Strede und q ber Punkt, 

>» trage man qup nad) pms und made ms = qn, 





Bon der Congruenz der Figuren. 9 


jo ift sq die Halbirungslinie; denn A mps ZA pan, 
alſo mp = pn. 


11a) Errichte von dem gegebenen Punkte aus bie Senkrechte auf 


die Halbirungslinie des Winkels. 


! 
11b) Bergl. die vorhergehende Auflöfung. 
! 


13) 


— ⸗ 


13) 


a) Errichte im Enppunkte der Kathete die Senkrechte und 
ſchlage die Hhpotenufe vom anderen Enbpunfte aus darauf ab. 
b) Trage den gegebenen Winkel. im Endpunfte an die Hy— 
potenufe an und .errichte vom anderen Endpunkte den Per- 
pendilel auf den Schentel. 

©) Errichte auf irgend eine Gerade in einem beliebigen 
Punkt die gegebene Höhe ſenkrecht und fehlage nom End⸗ 
punkte berfelben aus die Kathete auf der Geraden ab zc. 
d) Trage die Summe auf die Kathete in einem Enbpunfte 
ſenkrecht auf, verbinde bie beiden anderen. Enbpunfte und 
errichte in der Mitte der Verbindungslinie auf diefe den 
Perpendilel u. |. w. (Bergl. $. 62. Zuf.) 

e) Bezeichnet a den gegebenen Winkel und ift mn (Fig. 5) 


ber Umfang, jo mache man A nme — 3 und A mne 


= +NR, errichte in den Mittelpunften p und q der Streden 
me und nc die Perpendifel pa und gb, fo ift abe dag Dreied. 


ig. 5. 


Beweis, ca — am und be — br ($. 62. Zuj.), aljo 
mn — ab 4 be + ac. Ferner ift I cab — A ame 
+ZJ/am=-.ewJckh-2 A enb — R. 
a) Nach 8. 52. 

b) Vergl. Aufgabe 12. a. 
ce) Eonftruire nach Aufgabe 12. a. mit der Grundlinie als 
Hypotenuſe und ber gegebenen Höhe. als Kathete ein vecht- 


e Abfehnitt 


ammt die 


Winkel « 
nkel und 
dieſe im 
he ZZ. 


A acf = 


te der € 
— dem 
richte ge 
ed — 
trage mo 
if der nö 
2. e. 
. 44 an 
Schenfel 
tiwinkliget 
ı Wintel 
: halben. 
Endpin 
anderen 


Nffevenz 


Bon der Eongruenz der Figuren. 





daß die zwei an ihr Tiegenden Winkel 4 


11 


R und + R find, 


alsdann ift die dem zweiten Winkel: gegenüberliegende Seite 


die Kathete des zu fuchenden Dreiecks. 


e) Trage an jeben der beiden Enbpunfte des gegebenen 


Umfanges einen Winkel — 4 Ran f. 


gabe 12. e.) 
15) Errichte auf irgend eine Gerade (ie. 8 
df jentrecht, made I fdb—4R (vgl. 8. 


f. (Bergl. Auf 


die Summenlinie 
68. Aufgabe 10.) 


und errichte in der Mitte von db darauf ag ſenkrecht, fo ift 


ab die Seite des zu fuchenden Dreiecks. 
i Beweis. Suche zu beweifen, daß 
jeder I de8 Dreieds — } R iſt (orgl. 
8. 54. Zuſ. 2) 
16) a) Mache die Schenkel des Winkels gleich 
den gegebenen Seiten. 
b) Vergl. 8. 68. Aufgabe 7. 
©) Trage den gegebenen Winkel an ben 
einen Endpunkt der einen Seite an und 
ſchlage vom anderen Enbpunfte die an- 


Big. 8. 


Anmerkung. Wie leicht zu fehen, gibt e3 für den Fall, daß der 
gegebene Winkel der Heineren von beiden Seiten gegemüberliegend an- 


genommen wird, zwei verfchiedene Dreiede. (Bergl. 


b) Errichte in irgend einem Punkte 
€ einer . beliebigen Geraden ab 
(Fig. 9) die Höfe — fe | ab, 
made ca — ber einen und ab 
— ber anderen Seite, jo ift abe 
das Dreieck. 

e) Made (Fig. 9) af — dem 
einen und fb — bem anderen 
Abfchnitte, errichte fe _|_ ab und 


| ' dere Seite auf den Schentel ab ıc. 
! 
ij 


ſchlage die gegebene Seite von a nad ac, 


Dreied. 
f) Errichte in einem Becher Punkte f 
(Fig. 9) die Höhe — fe | ab, ziehe cd 


A dea = dem — n Winfel und ab — 


$. 60. uf. 1.) 
Fig. 9. 


fo ift, abe das 


der Geraben ab 
// ba und made 
der gegebenen 


12 Fünfter Abſchnitt. 


Seite, fo ift abe das gefuchte Dreieck; dei 
A cab x. 

g) Trage an den einen Endpunkt der gege 
Summenlinie unter dem gegebenen Winkel ı 
beiden Endpunlte und errichte in der Mitte d 
linie den Perpenbifel u. f. w. (vergl. Aufgabe 
h) Eonftruire aus der gegebenen Höhe als : 
Seite als Hhpotenufe ein rechtwinkligeg Dr 
die andere Kathete über ben Scheitel des 
bis fie gleich der gegebenen Summe ift un 
ähnlich wie bei vorhergehender Aufgabe. 

i) Trage den Unterſchied «) unter dem gı 
4) unter dem Nebenwinfel des gegebenen in 
Seite an, verbinde die beiden anderen Enbpu 
in ber Mitte: diejer Verbindungslinie die & 
Verlängerung der Unterſchiedslinie u. |. w. 
k) Iſt auf 8. 68. 1. Aufg. zurüdzuführen, i 
der doppelten Mittellinie mit ben zwei Se 
conſtruirt. 

M Vergl. 12, e. 

m) Conſtruire mit der Summenlinie, der 
und dem halben Winkel als Winkel, welch 
Seite gegenüberliegt, ein Dreied u. ſ. w. wie 
n) Conſtruire aus dem Unterſchiede, der € 
biefer gegenüberliegenden Winkel, welcher un 
gegebenen einen R übertrifft, ein Dreied u. ſ 


C. Berechnungen. 

1) a) 71° 36°; b) 60° 3° 314; 0) 150 59 3 
2) a) 45° 46' 50" u. 88° 26' 20”; b) 840 47' 37 
3) 90°; 45° und 45°, 
4) 55° 22'; 62° 19 und 62° 19, 
5) 55° 34! 26", 550 34 26" und 68° 51 8%, 
6).44% 36'. 12"; 440 36° 12“ und 900 47' 36‘ 

$. 81. 

A. Lehrſätze. 

= 1b (Big. 10) 
e= „4 


» St 
und 





gu 


| Bon der Congruenz der Figuren. 13 
fo muß Zb+34=-2R 
fein; da auh Jd+It-2R, 
fo it 31=-%b, 
aljo nad) 8. 33. ad // cb. Ebenſo läßt fich beweiſen, daß 
, ac // db ift. " 
! Fig. 11. 
Fig. 10. 





| 2) Zühre diefen Satz auf ven erſten Lehrjag zurück. 
2a) Vergl. 8. 62 und $. 76. 
| 3) Iſt f ($ig. 11) der Mittelpunkt der Ceite be, fo ziehe fd 
| II ea und beweife, daß d der Mittelpunkt von ba fein muß. 
: Ziehe zu diefem Zwede fg // ba u. ſ. w. 
4) Iſt leicht aus dem vorhergehenden Lehrfage zu beweiſen. 
4a) Bergl. 8. 71. 
5) Zieht man durch die Eden des Dreiecks Parallele zu den 
gegenüberliegenden Dreiedjeiten, fo entfteht ein neues Dreieck, 
deſſen Seiten, wie ſich leicht zeigen läßt, durch die Eckpunkte 


Fig. 18. 
Fig. 12. Fig 





des erſten Dreiecks halbirt werden, ſo daß alſo vorliegender 
Satz nun auf 8. 69. A. 8. zurückgeführt iſt. 


ein Parallefogramm, alfo 
2 ad ab 4 aec, 
ebenſo 2 bf < ab + be 
und 2cg<be+ ac ꝛc. 
.0) Läßt fich leicht aus ber 
Congruenz der Dreiede be- 
weifen. 
em Satze 2a. 


!b) Ziege (Fig. 15) fh // db, 
fo ift 
Adkfo A fhe, 
aljo dk == fh = km. 
Ebenjobm— hf — km. 
2) . Zieht man die zwei Diago⸗ 
nalen des entftandenen Vier⸗ 
‚en, daß je zwei angrenzende 
ier Nebenwintel find, aljo nach 
Binfel einjchließen u. j. w. 


der Congruenz der Figuren. 35 


(Sig. 15a) die Halbirungspunkte und man 
en ac und bd, fo ift nad) Lehrſ. 3 fg // ac 
enjo kh // ac 
fo nah 8. 20 
> kf HE hg ıc. 
nien bilben 4 
twinllige Dreis 
je zwei con⸗ 
Wintel der er- 
find nun theils 
{zu rechten 
18 Winkel eben 
Üigen Dreiede 
Seiten derſelben 
im zweiten Falle als Summen gleicher 
ider gleich; folglich find die Vierede Qua- 


uch den Fin. 16. 
der einen 
arallele zu 
ntfteht ein 
reieck und 
8 Satzes 
. 1 um 


erhält man zwei congruente Dreiede. 
. in Berbi 


die Dia- 

»d, wende 

'ehrjag 3, 

fo iſt 

5 

inf. m 

bf // cd, 

ıch Lehrſ. 3 

ihb — dafuf. m 





Bon der Congruenz der Figuren. 17 


b) Trage auf jeden der beiden Schenlel des Winkels eine der 
gegebenen Höhen auf und ziehe durch ihre Endpunkte Parallele 
au ben betreffenden Schenleln, ſo beſtimmen die Durchjchnitts- 
punkte biejer je mit bem anderen Schenkel die zwei anderen 
Edpuntte des verlangten Dreieds. 
ce) Vergl. $. 81. A. Lehrſ. 6. 
d) Die Auflöfung Läßt ſich leicht mittelft des Lehrſatzes 6 in 
8. 81. A. auf die Auflöfung der Aufg 16. k in 8. 69. B, 
zurüdführen. 
8) a) Vergl. 8. 41 und 8. 74. 
b) Ziehe zwei einander rechtwinklig ſchneidende Gerade und 
trage vom Durchſchnittspunkt aus auf jeden der vier Strahlen 
die Halbe Diagonale ab, fo läßt ſich leicht beweiſen, daß bie 
4 Eckpunkte des Quabrats gefunden find. 
e) Vergl. die Auflöfung zu $. 69. B. 14. co. 
d) Bergl. die Auflöfung zu $. 69. B. 14. d. 
9) a) Trage diefe unter einem rechten Winkel aneinander ꝛc. 
b) 1) Eonftruire ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem die 
"Diagonale die Hhpotenufe und die gegebene Seite die eine 
Kathete ift, jo ift das Halbe Rechteck gefunden. 
2) Bejchreibe über der Seite mit der halben Diagonale ein 
gleichſchenkliges Dreieck ꝛc. 
e) Ziehe von dem End- dig. 19. 
puntte der Summe — ab 
(Sig. 19) aus die Gerade 
ac unter einem I = 
1R zu ab, durchſchneide 
diefe von b aus mit der 
Diagonale in d und dY, 
fälle dg | ab, fo ift 
gbhd das zu ſuchende 
Rechteck. 
Beweis. Da I dag — I. adg, jo iſt ag = gd x. 
Anmerkung. Wie Teicht zu erfehen, ift im Allgemeinen noch ei 
zweites Rechteck ghhid‘ möglich, das ſich von dem erfleren nur durch 
feine Lage unterſcheidet. 
dı Bilde aus der gegebenen Seite und dem Unterſchiede ein 
rechtwinkliges Dreieck, errichte in der Mitte der, Hypotenuſe 


Grip, Anhang 3. Lehrb. d. ebeuen Geomelrie. 6. Aufl. 


18 Zünfter Abſchnitt. 


! den Perpendilel bis zur Verlängerung ber 
} fo ift diefe Verlängerung bie zweite Seite 
Beweis. Bilde ein gleichſchenkliges 9 
e) Bergl. 8. 69. B. 13. e. 
10) a) Bergl. $. 68. 7. Aufgabe. 
b) Beſchreibe mit der Seite über der Di, 
ſchenkliges Dreieck ꝛc. 
Anmerkung. Die gegebene Seite muß wen 
halbe Diagonale ſein. 
©) Vergl. 8. 69. B. 13. e. 
d) Trage die Diagonalen jo auf, daß f 
winklig ſchneiden und gegenjeitig halbiven 2 
e) Trage die gegebene Höhe ſenkrecht a 
ziehe durch den Endpunkt eine Parallele ; 
Gergl. auch $. 69. B. 13. i.) 
f) Zeichne mit der Diagonale als Hhpoter 
als Kathete ein vechtwinkliges Dreied ur 
Mitte der Diagonale den Perpenbifel, fo | 
zweiten Diagonale zufammen und ihr Din 
der anderen Kathete jenes Dreiecks beſtimn 
punkt der Raute zc. (Vergl. auch die Aı 
B. 18. c.) 
8) Zeichne einen rechten „I abe (Fig. & 
duch df, mache bf = der halben gegef 
Fig. 20. ſchlage die Seite der 
nad) fa und fc, made 
de, fo ift adef die ve 
Beweis. Zieht 
diefe _|_ von df halbixt 
2 Afıg md A 
woraus folgt, daß die 
der gleich find, aljo adef eine Raute ift. 7 
— gb, daß die Raute die gegebene Diagı 
h) Made in Fig. 20, nachdem der R = 
bad gleich dem halben Unterſchiede der Dia, 
gegebene Seite nach da und de, made af = 
Beweis. Suche zu beweijen, daß d 
ag = ge ift, dann, daß A ndg 2 A 








Bon der Eongruenz der Figuren. 19 


2 A cfg, jo find die vier Seiten einander gleich, aljo ift 
defa ein Rhombus. Ferner ift ag — gb, aljo db ver 
halbe Unterſchied der Dingonalen. 

a) Trage auf die Schenfel des Winkels die gegebenen 
Seiten x. 

b) Beichreibe über dev Seite mit den halben Diagonalen ein 
Dreied, verlängere diefe und mache die Verlängerung — ber 
betreffenden Diagonalhalfte ꝛc. 

c) Trage am Endpunkte der Seite den Winkel an dieſe an 
und ſchlage vom anderen Endpunkte aus die Diagonale auf 
dem Winkelſchenkel ab ꝛc. (Vergl. 8. 69. B. 16. c.) 

d) Errichte die Höhe in irgend einem Punkte der Seite auf 
dieje jenkrecht, ziehe durch den Endpunkt eine Parallele zur 
Seite und durchſchneide vom Endpunkte dieſer Seite aus 
mit der gegebenen Diagonale jene Parallele ꝛc. (Vergl. auch 
8. 69. B. 16. d.) 

e) Man verfahre ähnlich wie bei d, indem man ftatt der 
Diagonale die andere Seite in Zirkel nimmt. 

f) Ziehe zwei einander unter dieſem Winkel fchneidende 
Gerade und trage dann vom Durchſchnittspunkte aus nad) 
beiden Seiten der einen Geraden die Hälfte der einen Dia- 
gonale und nad) beiden Seiten der anderen Geraden die 
Hälfte der zweiten Diagonale. 

g) Errichte auf irgend eine Gerade ab (Fig. 21) die eine 
Höhe — cd in irgend einem Punkte derjelben ſenkrecht, ziehe 
durch c die Parallele zu ab, trage Die gegebene Seite zwiſchen 


Fi. 21. 


beide Parallelen nach fg, errichte darauf bie zweite Höhe — 
hk und ziehe durch k die Parallele zu fg, io ift gmnf bie 
verlangte Rhomboide. 

2* 
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h) Erricte in irgend einem Punkte einer Geraden auf biefe 
Fig. 22. die halbe Höhe ſenkrecht und 
durchfchneibe bie Gerade von 
dem Endpimfte diefer Sent- 
rechten aus nach der einen 
Seite mit.der Hälfte der einen 
und nad ber anberen Seite 
mit der Hälfte ber anderen 
Diagonale, jo ift die zwiſchen 
den beiden Durchſchnittspunk⸗ 
ten liegende Strecke die Grund⸗ 
linie ꝛtc. 
i) Iſt be (Fig. 22) die gegebene Seite, jo ziehe vom End⸗ 
punfte b aus ba unter bem gegebenen Winfel zu be und cd | 
gleich der gegebenen Summe // ba, dann bd und im Mittel- \ 
punft f den Perpenditel fg u. ſ. w. | 
Fig. 228. Beweis. Zeige, daß bg + ge 
= cd und > age dem gegebenen 
Winkel gleich ift. 
k) Trage an die Diagonale ab 
(Fig. 22a) die Halbe Differenz der 
Winkl = A abe an, made ac — 
der Seitendifferenz, halbire be in d 
und errichte df | be u. f. w. 
Beweis. I bag — Z abf = A cbf + Zabe, 
A baf — I abg— I cbg— abe, 
daher, mil I cbg = A bef = I chf, 


auch A bag — A baf = 2 A abe —=ber ge⸗ 
gebenen Tifferenz u. ſ. w. = ” 
Fig. 23. 12) a)-Sind a, b, ce und d (fig. 23) 


bie vier gegebenen Seiten, jo mache 
man mn — a, trage b von n 
aus nah np, zeichne mit c und 
d über a — b= mp ein Dreied 
mpg, ziehe qr // mn und nr // pq, 
jo ift mnrq das verlangte Pa- 
ralleltrapez. 





13) 
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Beweis, Siche Lehrbuch 8. 71. 

b) Es jeien a und b (Fig. 23) die zwei Paralleljeiten, c jei 
bie britte Seit. Mache mn — a, np — b, trage ben ge— 
gebenen Winfel nach mar, ziehe pq // nr und fehlage c von 


m aus nach mq ic. 


e) Beſchreibe über mn (Fig. 23) — ber einen Seite mit 
einer der anderen Seiten — nr und der Diagonale ein A mar, 
siehe rq // nm und trage die dritte Seite nad) mq x. 

d) Ziehe in der Entfernung — dem ſenkrechten Abftande 
eine Parallele qr (Fig. 23) zu ber einen Seite mn, ichlage 
die zweite Seite von m nach mg und bie britte von n nad) 
or x. 

e) Ziehe an die größere der gegebenen Seiten mn (Fig. 23) 
qm unter dem einen und rn unter bem anberen ber gege- 
benen Winfel, trage die kleinere Baralleljeite nach np und 
siehe pq // nr, dann qr /j mn xc. 

f) Ziehe in dem gegebenen Abftande zwei Paralfellinien mn 
und qr (Fig. 23), trage zwiſchen beide die eine Seite nach 
mg, jchlage die gegebene Diagonale nach mr und die zweite 
Seite nad) mn, fo ift murq das Paralfeltrapez. 
g) Trage auf den Schenfeln des gegebenen Winkels dab 
(Fig. 24) die eine Seite nad) ab, die andere nad) ad, ziehe 
df — der Summe der anderen Seiten / / ab, verbinte b 
mit f und errichte in der Mitte von bf die | ge ıc. 

Beweis. df = de + be ꝛc. . 

b) Vergl. vorhergehende Aufgabe und 8. 69. B. Aufg. 16. i. 
a) An eine beliebige Gerade PR 

ad (Figur 25) trage die dig 24 
beiden Winfel = bad und 
afg an, made ab — der 
einen, fg = der zweiten 
Seite und ziehe gh /j ad. 
Dann made be = ber 
dritten Seite und ziehe cd 
II gf, io ift abed das ver- 
Iangte Viered. 

Beweis. d=fgı. 
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16) Made (Fig. 27) af — ag — Ih — bk = cm ur. ſ. w. 

Beweis. Ziehe gf, fo ift 

Sal A alg Sig. 27. 
= (1800 — 1 on, 
A igb = 112%, 

| I bgm — 45°, 
! alſo A fgm — 674%, 
\ % hgm — 135° 
i — bem Winfel eines regelmäßigen 
} Achteds u. f. w. 


8. 113. 
| A. Lehrſätze. 
i 1) Ziehe durch jenen Punkt verſchiedene Sehnen, fo läßt fi 
! Teicht zeigen, daß bie im Lehrfage angeführte Sehne am 
weiteften vom Mittelpunfte entfernt ift, alfo nach 8. 95 am 

- Heinften fein muß. 
la) Bergl. 8. 89. 
1b) Ziehe durch den Endpunkt der einen Sehne die Parallele zur 
v anderen Sehne u. ſ. w. 8. 107. Zuſ. 7. 

2) ‚Beide ftehen nach 8. 97. ſenkrecht auf dem Durchmeſſer, find 

daher nach $. 29 parallel. 
3) Bergl. $. 109 und 8. 34. 
"3a) Bergl. 8. 112. Aufgabe 4. Zuf. 2. 6. 

3b) Je zwei Halbirungslinien der Außenwinkel fallen in eine 
Gerade. 

4) Zieht man durch den Berührungspunft noch eine andere 
Gerade und fällt vom Kreismittelpunfte den Perpenditel auf 
diefe, jo wird ftetS der zum Berüßrungspunft gehörige Halb» 
meſſer al8 Hypotenuſe eines vechtivinkligen Dreieds erjcheinen 
und muß fomit nad) $. 64 größer fein als jener Perpendikel. 
Folglich fohneivet jede andere durch den Berührungspunft 

‚ gehende Gerade den Kreis. 
ı 5) Je zwei gegenüberliegende Winkel bilten Peripheriewinlel, 
deren zwei zugehörige Centriwinkel zuſammen 4R betragen. 

6) Lege durch drei der Eckpunkte einen Kreis (8. 112. 2. Aufg.) 
und beweiſe, daß dieſer auch durch den vierten Ecpunkt 
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2 abb' = I acc Big. 28: 
und nach $. 107. Zuf. 1. 

A abb' = ande! 
und ac — Zaalb‘; 
folglich 4 aale! = I aa’! 
u. ſ. w. 
15a) Mache (Fig. 29) pd = pa, 
pf = pe, fo find die A A 
pad und pef gleichjeitig, da 
5 apd und I cpf = 60° 
ift (8. 107). 





wg. 29. 

Weil ferner 

pe — di, 

ac — be, 

A apo — I bfe = 120%, 

ſoiſt Aape 2 A bfe, 
folglich pa = pd = fb, 
pa + pe = pd + pf 


15b) Es ſei abe (Fig. 30) das Sig. 30. 
Dreied, p ber Punkt. Ber- 
Binde zwei der Zußpunfte, z. B. 
d und g mit dem dritten f 
und zeige daß dfg eine Ge- 
rade ift, wie folgt: 


Da A pfe — Ipge = 
und I pfa = pda ⸗R, 
fo find die Vierecke gcpf und 
adpf Kreisvierede. Man hat 
daher: 
I gfp — 28 — I bep 
A dip = Zdap—=2R— I bap 
af Ip + Lulp = AR—(Sbep-+ Sbap) 
oder, da bep +  bap = 2, 
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auch Asſp + I dp = 2R 
d. h. d, f md g liegen in einer Geraden. 

150) Berbindet man ven Eckpunkt des Dreiecs mit den Durch- 
ſchnittspunlten, jo bilden biefe und bie zwei Dreiedjeiten 
drei Winkel, welche zufammen 2R betragen. 

15d) Zwei der Kreije ſchneiden einander jedenfalls in einem zweiten 
Punkte. Verbinde diejen Durchſchnittspunkt mit den drei 
Schnittpunlten auf den Dreiedjeiten und beweiſe nun mittelft 
$. 113. A. 5 und 6, daß ber britte Kreis auch durch den 
Durchſchnitt der zwei anderen gebt. 

16) ab und cd ($ig. 30a) feien die durch den Durchſchnittspunkt 
m gehenden Geraben,. cf und bf die Geraden, welche durch 
die Durchſchnitte c,a und b,d gehen. Zieht man in m an 
beide Kreife die Berührenden gh und ka, jo iſt: 


Fig. 30a. 








A abf — A hmd — omg 
A cab A emn, 
alſo cab — A abf = I cmn — A emg, 
oder J cab — X abf —  gmn 
ober da nach $. 44 
Acab — X abf — A bfe, 
auch A bfe= gms, 








nl 
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d. 5. dem von ben zwei Tangenten gebilveten Winkel, aljo 
conjtant. 
B. Conſtructionen. 

1) Die Entfernung der zwei Punkte bildet mit zwei Radien ein 
gleichſchenlliges Dreied u. |. w. 

1a) Bergl. 8. 42. 5. . 

2) Errichte in der Mitte der Verbinbungsjtrede der zwei Punkte 
den Perpendilel bis zum Durchſchnitt mit der gegebenen 
Geraden, jo ift hier der Mittelpunkt ꝛc. 


2a) Verbinde die beiden Parallelen durch eine ſenkrechte Strede, 


trage von ben Fußpunkten aus rechts und links auf der 
einen die Hälfte der einen, auf ber zweiten die Hälfte der 
anderen Sehne, beftimme nun den Mittelpunkt eines Kreifes, 
der durch bie vier zulegt beftimmten Punkte. geht und ver 
ichiebe diefen parallef zu den Parallelen in die gegebene Ge— 
abe, welche den Mittelpunkt enthalten joll. 

2b) Vergl. die Aufl. zu 2a. 

3) Der Durchſchnittspunkt beider Diagonalen ift der Mittelpunft. 

4) Fälle von dem Punkte aus den Perpendilel auf die Gerade 
und trage vom Jußpunlte aus rechts und Tinte die halbe 
Strede auf ihr ab ꝛc. 

5) Schlage von der Mitte der Sehne aus nad) beiden Seiten 
auf biefer die Hälfte der gegebenen Strede ab und errichte 
in den beiden Endpunkten Perpendikel, fo ift die Berbindungs- 
ftrede der Durchſchnittspunkte diejer Perpenvifel mit der Pe 
ripherie die gejuchte Sehne. 

5a) Beſchreibe über zwei - Fig. 31. 

Dreiedfeiten Bogen, bie 
Winkel von 120° faffen. 

6) Nach 8. 112. Aufg. 6 

7) Made (Fig. 31) I gfa 
= ZJıf= J.ch= 
60%, beſchreibe um das A 
acf einen Kreis, fo ift abe 
das Dreied, denn e8 ift 
A aſe — ZJabk-ı 
600; ebenſo I cfb= A cab — 600; alſo das A abe 
gleichjeitig. 


28 | Fünfter Abfchnitt. 





7a) Denkt man fich die Aufgabe gelöft und um das gleichjeitige 
Dreied den Kreis gezeichnet, jo ergibt fich hieraus leicht Die 
mit der vorhergehenden übereinftimmende Auflöfung. 

8) Man trage in den Kreis‘ die eine Strede ald Sehne ein 
und ziehe zu ihr von dem Endpunkte aus eine zweite Sehne 
unter dem gegebenen Winkel. Zieht man nun durch die 
erite Sehne eine dritte, welche der zweiten parallel und gleich . 
der gegebenen anderen Strede iſt (Aufg. 5), fo it die Auf- 
gabe gelöft. 

I) Vergl. die Auflöfung zur 5. Aufgabe. 

Anmerfung Wird in ben letteren Aufgaben die Sehne größer 
als der Durchmeffer angenommen, fo ift eine Löſung unmöglich. 

9a) Ziehe in dieſem Punkte die Senkrechte auf den entſprechen⸗ 
ven Radius ꝛc. 

Ib) Beſchreibe mit dem Abftande einen concentrifchen Kreis und 
ziche von dem gegebenen Punkt aus eine Tangente an den- 
jelben. 

10) Ziehe durch den Mittelpunkt den Perpendikel auf die Ges 
rade, jo ilt der Durchſchnittspunkt deſſelben mit der Peri⸗ 
pherie der Berührungspunft u. |. w. 

Anmerkung. Da der Perpendifel die Peripherie in zwei Punkten 
fchneidet, fo ift noch eine zweite Tangente möglich, welche der verlangten 
Bedingung entipridt. 

11) Trägt man in irgend einem Punkte der Geraden eine andere 
unter dem gegebenen Winfel an, jo muß die zu ſuchende 
Tangente parallel zu diefer Geraden fein (vergl. 10). 

12) Trage in den Kreis einen Peripheriewintel gleich dem ge- 
gebenen und fälle auf deſſen Schenfel vom Mittelpunfte aus 
Perpendifel, jo find die Durchſchnittspunkte dieſer mit Der 
Beripherie die zu fuchenden Berührungspunfte u. ſ. w. 

13) DBejchreibe über der Centrale als Hypotenuſe ein rechtwinf- 
liges Dreicd, deſſen cine Kathete gleich der Differenz ber 
Radien beider Kreife tt, fo tft die zu fuchende Tangente 
parallel mit der anderen Kathete. 

14) Beſchreibe über der Gentrale als Hhpotenufe ein rechtwink⸗ 
liges Dreieck, deſſen eine Kathete gleich der Summe der 
beiden Radien ift, jo gebt die zu beitimmenbe Tangente 
parallel zur anderen Kathete. 
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15) Beichreibt man von dem einen Bunfte aus mit der einen 
und von dem anderen aus mit der zweiten Strede Kreis⸗ 
bogen, fo iſt Die ihnen gemeinſchaftliche Tangente die zu 
ſuchende Gerade. 

Anmerkung. Es entſprechen der Aufgabe im Allgemeinen vier 
Gerade. 

16) Ziehe von dem Punkte aus wei gleiche Sehnen und errichte 

von ihm aus auf die Sehne, welche die Endpunkte beider 

verbindet, den Perpendikel, jo fällt dieſer mit dem Halb- 

meſſer des Berührungspunktes zufammen u. |. w. 
Beweis. Die Berbindungsjehne wird durch den Per- 

pendifel halbirt ꝛc. 


17) Der Mittelpunkt fällt mit dem für Aufg. 3. a. beſtimmten 

- Mittelpunkte zufammen. | 

18) Halbire zwei Winkel des Dreieds, fo ift der Durchſchnitts⸗ 

— punkt der Halbirungslinien der Mimelpunkt des zu ſuchenden 

| Kreiſes. 

J Um den Mittelpunkt von einem der drei angeſchriebenen 
Kreiſe zu finden, halbire man zwei Außenwinkel, welche eine 
Seite des Dreiecks als gemeinſchaftlichen Schenkel haden. 

19) Nimm die Aufgabe als gelöſt an und zeichne zwiſchen die 
Schenkel des gegebenen Winkels einen Kreis, welcher die 
Dreieckſeiten von außen berührt, ſo ergibt ſich hieraus und 
aus 8. 112. Aufg. 4. Zuſ. 2. & leicht die Conſtruction. 

20) Suche vorliegende Aufgabe auf die vorhergehende zurüdzu- 

führen, indem man von dem Punkte aus ein Dreied ab. 

jchneivet, dejjen Umfang gleich der Summe der zwei ge- 
jhnittenen Seiten iſt. Die hierbei von dem gegebenen 

Punkte aus an den Kreis gezogene Tangente ift alsdann 

die verlangte Gerade. 

20a) Bejchreibe einen durch die drei Punkte gehenden Kreis, ziehe 
von irgend einem vderjelben aus eine Sehne in dieſem, jo 
it der Mittelpunkt jenes Kreiſes zugleich der Mittelpunkt 

- der. zu juchenden Kreiſe und feine Entfernung von der Sehne 
ver Radius eines folchen. Vergl. 8. 94 Die Aufgabe läßt 
jomit unendlich viele Auflöfungen zu und der durch die drei 
Punkte gehende Kreis ift der größte unter ihnen. 
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29) Ift (Fig. 33) e der Mittelpunkt des Kreifes, m der Punkt 
in der Peripherie und ab die gegebene Gerade, fo ergibt 
Big. 33. 





fih die Conſtruction leicht aus der Auflöfung dev vorher 
gehenden Aufgabe. 

30) Je nach der Lage der Geraden haben wir zwei Bälle zu 
unterſcheiden. Diefe kann nämlich den Kreis ſchneiden, oder 
fie liegt außerhalb deſſelben. Iſt letzteres der Fall, jo find 
abermals. zwei Auflöfungen möglich; denn der zu ſuchende 
Kreis kann den ‚gegebenen entweder auejchließend, ober ein⸗ 
ſchließend berühren. 

In allen Fällen berüdfichtige man, daß ver zu juchende 
Kreismittelpunft zunächft in einer zur Geraben, in einem 
Abſtande gleich dem gegebenen Radius gezogenen Parallelen 
liegen muß. Soll die Berührung dann eine ausſchließende 
fein, fo liegt er aber auch in einem vom:Mittelpunfte des“ 
Kreifes aus bejchriebenen Bogen, der um jenen Halbmeffer 
von ber Peripherie abfteht, und ſoll dieſelbe eine einſchließende 
werben, in einem mit ber Peripherie des gegebenen Kreiſes 
concentrifchen Bogen, deffen Radius um die Differenz; des 
gegebenen Halbmefjers und des Durchmeſſers des Kreifes 
größer iſt. 

Führt die Conjtruction für die drei angegebenen Fälle aus! 





ar 
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31) Der Mittelpunft muß mit dem Durchfehnittspunfte der zwei 
Bogen zufammenfallen, welche man von den Mittelpunkten 
der gegebenen Kreije aus mit der Summe des zugehörigen 
und des gegebenen Halbmefjers beſchreibt. Die Berührungs- 
punkte find dann nad) $. 106 zu beftimmen. 

32) Nimm in der Andentung zu Aufg. 31 die Tifferenz aus dem 
gegebenen Halbmeſſer und dem Durchmeffer des betrefienten 
Kreifes als Halbmefjer der Bogen. 

33) Die Anflöfung ergibt fich leicht aus dev Verbindung der beiden 
‚vorhergehenden Andeutungen. 

34) Sind a und b (Fig. 34) die gegebenen Kreiſe und ift ce der 
Berührungspunkt, fo ziehe von a durch c eine Gerade und 
damit von b aus die Parallele bd, verbinde c mit d, jo it 
der Durchſchnittspunkt f der Berührungspunkt des zweiten, 
alfo m der Mittelpunkt des zu juchenben Kreiſes. 

Fia. 24. 


Beweis, I mfe= A bid = I bdt = A meh, 
alſo mf = me ꝛc. ; 
Liegt der gegebene Be— Fig. 3° 
rührungspunkt auf ber ‚von 
anderen. Kreife .entfernteren 
Hälfte. jo ift eine Berührung 
von außen unmöglich. Die 
Gonftruction für dieſen Ball 
ergibt fich Teicht auß dev eben ait- 
geführten. Führet diejelbe aus! 
35).&8 ſei (Fig 35) a der Mittel- 
‚ punkt bes gegebenen Kreiſes, 
Grip, Anhang g. Lehtb. d. ebenen Gtometrie. 6. Aufl, 3 
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p der barin liegende Punkt. Beſchreibe von p aus mit dem 

gegebenen Radius und von a aus mit dem. Unterjchiede 

beider Radien Bogen, jo ift der Durchſchnittspunkt beider‘ 

der Mittelpunlt des zu fuchenden Kreifes 2c. 

Anmerkung. Beide Bogen fhneiden einander zweimal (in x und 
x), folglich ift noch ein Kreis möglich, welcher den verlangten Bedin- 
gungen entfpricht. 


36) Sind ab und ae (Fig. 36) bie zwei Geraden und ift d 


der Mittelpunkt des gegebenen Kreijes, jo liegt der Mittel» 
punft des zu fuchenden jedenfalls in dem von a aus durd) 

d gehenden Strahle af. Iſt derjelbe z. B. f, jo muß 1b 

— fc — fig werben; ziehe zu dieſem Ende in g eine Tan— 

gente und made mg — me u. j. w. 
Beweis. Ziehe fm und zeige, daß fe = ig — Ib 
fein muß, 

Anmerkung. Auf gleiche Weife läßt ſich noch ein zweiter Kreis 
finden, defien Mittelpuntt m iſt, und ver ebenfalls den Bedingunzen 
eutfpricht. ö . 

Fig. 36. 


361) Denkt man ſich die Aufgabe conftruirt und beſchreibt mım 


um das Dreied, welches s, a, und a, bilden, einen Kreis, 
ſo läßt fih hieraus folgende Auflöfung entnehmen: 
Eonftruire unabhängig von den drei Geraden über s einen 
Bogen, der ven Winkel a,, a, faßt, dann über 5 einen 
jochen, der den Winkel a,, u, faßt, fo beftimmt die Ent- 


fernung des Durchſchnittspunktes beiver Bogen vom Mittel- 
punkte der Stvede = den Abſtand des Punktes auf a, von p, 
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von p aus auf a, ab und trage s eitt, 

Nahmen wir an, die Aufgabe jei gelöft und un = s 
(Sig. 37) vie gefundene Strede. Befchreibt man nun um 
A mng einen Kreis, ‚zieht qv // a,, je ift I va — 
A vgan = I pm — I, 2. Hieraus ſchließen wir 


[ 
} 
durch welchen man s zu ziehen hat. Schlage daher dieſen 
" 356) 
} 


| 





37) 


rückwärts auf folgende Gonftruction: 

Beſchreibe unabhängig von den brei Geraden über s 
einen Bogen, der den I myn — A a,, a, -faßt, trage 
— au a, nad) nmv, Kia. 97. 
bejchreibe von dem Mittel⸗ 
punfte p der Strede s aus 
mit der Entfernung des 
Punktes q von a, einen 
Kreis und ziehe von v aus 
an biefen eine Tangente, 
um den Punkt q zu ers 
halten; ſchlägt man mm 
gp von q aus auf a, ab, 
jo wird darauf der Punkt 
p erhalten, durch welchen 
s zu ziehen ift. 

a) Beichreibe über der Hy⸗ 

potenufe einen Halbkreis u. ſ. w. nad) 9. 107. Zuſ. 3. 
Anmerkung. Eine andere Auflöf. diefer- Anfg. f. $. 69. B. 12. a. 
b) Beichreibe über der Hhpotenuje einen Halbkreis und ziehe 
in einer Entfernung — ber Höhe eine Parallele zur Hypo⸗ 
tenufe, jo ift der Durchſchnitt diefer mit dem Halbfreis ver 
Scheitel des rechten Winkels, 

Der Beweis folgt aus $. 107. Zuf. 3. 

Anmerkung. Da der Kreis im Allgemeinen zweimal geſchnitten wird, 
jo erhält man zwei congruente nur der Lage nach verfchiedene Dreiede, 

©) Vergleiche vorhergehende Andeutung. 

d) Beichreibe über dem Umfang einen Bogen, der einen 

Winkel = IR faht (j. 8. 112. Aufg. 6.), ziehe paralfel 

mit erfterem eine Gerade in einem Abftande gleich der ge- 
„ gebenen Höhe, fo ift der Durchſchnittspunkt diefer mit dem 

Bogen die Spige des rechten Winkels u. j. w. 

3” 
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38) a) Die Fußpunkte der Höhen müfjen beide in die Peripherie 
des über der gegebenen Seite als Durchmeffer beſchriebenen 
Halbkreiſes fallen. 

b) Beſchreibe über der gegebenen Seite einen Bogen, der 
den gegebenen Winkel faßt und durchſchneide dieſen // zur 
Seite in einer Entfernung gleich der Höhe u. f. w. 

c) Beichreibe über der Summe ver beiden Abfchnitte einen 
Dogen, der den gegebenen Winkel faßt und errichte. im Ver⸗ 
einigungspunft derjelben einen Perpendifel u. f. w. 

d) Die beiden Fußpunkte Jiegen in ber Peripherie eines 
Halbkreiſes, deſſen Mittelpunft in die gegebene Gerade fällt. 
Die dritte Seite iſt der doppelte Radius jenes Kreijes zc. 

e) Beſchreibe über der ‘Differenz der zwei Seiten einen Bogen, 
welcher die halbe Differenz der beiden Winkel faßt zc. 


f) Beſchreibe über der einen Seite einen Halbfreis, trage vom 
Endpunfte aus die Höhe als Sehne ein, jo bejtimmt Die 
Berbindungslinie des anderen Endpunftes mit dem Endpunkte 
biejer Sehne die Lage der dritten Seite ꝛc. 

g) Bejchreibe über der gegebenen Seite als Hypotenuſe mit 
der Höhe als Kathete ein rechtwinkliges Dreied ze. 
h) Eonjtruire aus der ‚gegebenen Seite als Hhpotenufe und 
der Höhe als Kathete ein rechtwinkliges Dreieck, trage auf 
der anderen Kathete oder deren Verlängerung, je nachdem 
die Grundlinie oder die dritte Seite die größere ft, von dem 
Endpunfte der Hhpotenuje aus die Differenz ab ꝛc. 

i) Conſtruire mit der einen Höhe als Kathete und dem ge- 
gebenen Winkel als gegenüberliegenden Winkel ein recht- 
winfliges Dreied, fo fällt der Fußpunkt der zweiten Höhe 
in die Peripherie des über der Hypotenuſe beſchriebenen 
Halbkreiſes 2c, 


k) Der Abſchnitt und die zugehörige Höhe bilden ein recht⸗ 
winfliges Dreied u. ſ. w. nach 6. 107. Zuſ. 3 

I) Befchreibe über der Seite einen Bogen’, welcher ven ge» 
gebenen Winkel faßt (8. 112. Aufg. 6) ꝛc. 

m) Bezeichnet & den gegebenen Winkel, h die Höhe, ſo be- 
jchreibe über dem Umfange ab (Fig. 37a. folg. ©.) einen 





Bon der Congruenz der Figure. 37 


Bogen, der den Z(R + 2 faßt, ziehe im Abftande =h 


die Parallele cg zu ab ıc, 
. — Fig. 97a. _ 


Beweis At R+ 5 — (A acd + bei) 
-R+5—(Lab+ che) 


-n+5- [8-+3]-.x. 


n) Zeichne in den gegebenen Winkel den eingejchriebenen Kreis 
und von der Spike des Winkels aus mit der gegebenen Höhe 
einen Kreisbogen, jo beftimmen bie zwei, die Gentrale nicht 
ſchneidenden Tangenten an bie beiden Kreiſe zwei Dreiede, 
welche den verlangten Bedingungen entfprechen. 

0) Die Fußpunkte dev drei Höhen des Dreiecks, welches durch 
bie drei gegebenen Punkte beſtimmt wird, bilden die Eckpunkte 
des zu ſuchenden Dreiecks. 

Beweis. Zeige nad) $. 113. A. 15. und B. 18., daß 

bie drei Punkte wirklich die Mittelpunkte der dem gefundenen 
Dreieck angejchriebenen Kreiſe find. 
p) Es fei abe das Dreied, be die gegebene Seite, ac — ab 
— d die Differenz. Trage diefe auf be nad) cf, beſchreibe 
mit dem gegebenen Halbmeffer r einen Kreis, welcher be in 
dem Halbirungspuntte von bf berührt und ziehe an denſelben 
von b und c aus Tangenten, 

Beweis: Nah $ 112. Aufg. 4. Zuf. a. 


BEL 


38 


Funfter Abſchuitt 


q) Ziehe am beide Kreiſe eine gemeinſchaftliche Tangente, 


welche die Centrale ſchneidet und zwei Tangenten, welche die 


CEentrale nicht ſchneiden. 

r) Ziehe an beide Kreiſe 
zwei Tangenten, welche 
die Gentrale ſchneiden 
und eine, welche fie 
nicht ſchneidet. 

Nimm das Dreieck als 
gefunden an, ſo ergibt 
ſich hieraus und aus 
A Lehrſ. 15. leicht die 
Eonftruction. 

40) Beſchreibe über der 
einen Diagonale einen 
Bogen, derjenenWintel 
faßt und jchlage vom 
DViüittelpunkt dieferDia- 
gonale aus auf biejen 
Bogen die Hälfte der 
anderen Diagonale ab 
u. ſ. w 

a) Beſchreibe auf der 
einen Seite der Dia⸗ 
gonale einen Bogen, 
der den einen, auf der 
anderen Seite einen 
ſolchen, der den anderen 
Wintel faßt und ſchlage 
die betreffenden Seiten 
von den. Endpunkten 
aus darauf ab zc. 

b) Trage die beiden 
Seiten unter dem ge— 
gebenen Winfel an, 
und beſchreibe über 
jede einen Bogen, der ben. Eetreffenben Winkel faßt, fo ift der 
Durchſchnittspunkt beider derfßpierte Cckpunlt. Vergl. Aufg. 6 
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c) Mittelft 8. 112. Aufg. 6. 
d) Analog wie ec. 
e) Iſt ab (Fig. 376) ver Umfang, jo mache A chbd = dem 
an der Diagonale liegenden Winkel, be — der Diagonale, 
cf // ba, A abf —= der Hälfte des einen der Diagonale 
gegenüberliegenden Winkels, gh_| bf im Mittelpunfte von bf, 
fk /] cb; beichreibe num über fk einen Bogen, der die Hälfte 
des dritten Winkels faßt, jchlage ka nach km, ziehe fm und 
im Mittelpunkte p zu im die Senfrechte pn, fo ift khfn das 
Biered. Da im Allgemeinen der Bogey am nochmals in m‘ 
jchneivet, jo erhält man noch ein zweites, den gegebenen Be- 
dingungen entiprechendes Viereck khfn‘. 

Beweis, hHF=hb, X fkh= 5% cbd, I fak 
— 2 Am, kn + of — km — ka, ak + kh + hb 
= kn + nf-+fh + hk.. 


Bon der Congruenz der Figuren. 39 





C. Berechnungen. 
1) Rad $. 107 = 58° 13° 49", 
2) Umfangswinfel — 18°. 
3) Unter einem — von 23° 18' 


—— 
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Sechſter Abſchuitt. 
Bon der Gleichheit der Parallelogramme und Dreiece. 





8. 132. 
A. Lehrſätze. 
1) Die Richtigfeit ergibt ſich leicht aus $. 77a. und 8. 120. 
Fig. 36. 2) Es jei (Big. 38) abe ein gleich⸗ 
jebentliges und acd ein anderes Drei- 
ed von der gleichen Höhe: Mache 
bf = ab — be, ziehe fd, jo ift 
Achd2A fbd (vergl. $. 69 A. 3.), 
alſo ed — df und cd + ad — df 
+ ad > ab + bf, over cd + ad 
>ab+beujmw w. 
a) (Big. 39). Beſchreibe über be und 
x ab, dann über be und df Rechtecke 
tige daß nach 8. 96 






ab > df 
jo folgt hieraus, Daß auch 
A abe > A dbe. 
Fig. 39. 2b) Bejchreibe über der Grundlinie einen 


| Bogen, der den gegebenen Wintel 
! faßt, conftruire ein gleichichenkliges 
und ein beliebiges Dreieck und ver- 
fahre alsdann wie bei 2a. 
3) Nimm jede der zwei angrenzenben 
— Seiten als Grundlinie an u. ſ. w. 
nach 8. 115. 
4) Betrachte die eine Diagonale als gemeinſchaftliche Grundlinie 
zweier Dreiecke zc. 


5) Bergl. $. 117. Zuſ. 5. 
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5a) Bezeichnet a den Schenkel, s die Strede, m den einen Ab- 
ſchnitt der Grundlinie g, jo ift 
@a=s+(g— mt —2(g— m) g-n] 
=-#!+gn— mM=s!:+m(g— m) 
6) Bergl. 8. 117. Zuſ. 8 
7) Wende den phthagoräiichen Lehrſatz (8. 126) an. 
8) Läßt fich leicht aus dem pythagoräiſchen Lehrſatze beweiſen. 
9) Nach 8. 126 iſt (Big. 40) 


2 5) +2 S) = ad? + ca 


2 j 

oder ad? + ba? — 2ad? + 2cd? 
5 — ad? + be? + cd? + ab?. 
Fig. 40. Fig. 41. 


10) Nach 8. 130 ift (Fig. 41) 
ab? + be? — 2bd? + 2dct, 

folglich 2bd? — ab? + ber — - 
oder 4bd? — 2ub? + 2be? — ac}. 
Drüde hiernach jede der anderen Halbirungslinien in den 
drei Seiten aus und abdire bie brei Ausbrüde. 

10a) Drüde jeren von drei nicht aneinanberliegenden Abſchnitten 
nad dem puthagor. Lehrſatze aus und führe nach demſelben 
Sage aus dem angrenzenden rechtwinkligen Dreiede den 
Werth für den Perpenbifel ein. 

10b) Fälle von den Endpunkten ber einen Paralleljeite Perpen- 
dilel auf die andere oder deren Verlängerung, fo entftehen 
vier vechtwinklige Dreiecke, aus welchen ſich durch Anwen- 
dung bes pythagor. Lehrſatzes die Nichtigfeit des Satzes 
folgern läßt, 


und 
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10c) Vergl. 8. 128 und 129. 
11) Da (Sig. 42) bn — cm = ap, jo iſt abnp ein Parallelo⸗ 
gramm. Ferner ift 
Fig. 12. 


kbor = cbnm (bie gleiche Grunblinie bn :c.) und 
ebom— chdf (- - . eb :c.); alſo 
kbar — chdf; ebenfo 
akrp — gach, Addirt man, jo folgt: 

gach. 

12) Nach $. 127 und 8. 107. Zuſ. 5. 

120) Sind m und n die beiden Abjchnitte, in welche ber Perpen- 
bifel die Strede theilt und E und e bie beiden Enfernungen 
eines Punktes des Perpendilels von ben Endpunkten der 
Strede, jo hat man: 

E— mꝰ — e’ —n?. 
ober E?— e —-m?— nz 


B. Eonftructionen. 
1) a) Bergl. 8. 121. 2. Aufgabe, 
b) Trage ben gegebenen Wintel am Enbpunfte der Grund- 
linie des gegebenen Parallelogramms an ꝛc. 
Die Beweife ergeben fih aus $. 115. 
2) Vergl. 8. 116. 
22) Nach $. 216. 
3) Berg. 8 62. Zuj. und 8. 116. 
3a) Vergl. 8. 118. 
4) Vergl. 8. 121. 4. Aufgabe. 
5) Verfahre nad der 5. Aufgabe im $. 121. 


Bon t 


6) Verwand 
7) Es ſei al 
gebene Ge 
dann bd, 
| iſt dbfdat 
m Bew 
j Zieht me 
Abd= 
und 

Abdt = 

folglich 
Abdi= 
8) Vergl. di 
9) abe (Fig. 
Seite, w 
Berbinde 
ſuchende 
Bew 


\0) Sit abe 
in irgend 
=gh| 

108) Iſt (Fig. 

10b) Vergl. IC 

11) Beſchreibe 
lich Haben 
faßt (vera 
überliegen 

12) Trage de 
ſchaftlichen 
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bis zum Durchſchnitt mit ber durch die gegenüßerliegende 
Ede zu jener Seite gezogene Parallele xc. 

12a) Lege beide Dreiecke jo neben einander, daß eine Seite des 
einen im die Verlängerung einer Seite des anderen Dreieds 
fällt, verwandle alsdann eines berjelben in ein anderes, von 
welchem eine Seite auf eine Seite des anderen zu liegen 
kommt u. j. w. nach 8. 117. 

12b) Wieverhole das vorige Verfahren. 

120) Halbire (Fig. 45) ab 
in d, ziehe cf // ab und 
durchſchneide cf mit $ (ac 
+ eb) von d aus, fo 
ift adgh daß zu juchende 
Parallelogramm. 

13) a) Verwandle das Pa— 
rallelogramm, zuerft nach 
$: 121. 2. Aufg. in ein 

Parallelogramm, das die gegebene Seite und dieſes in ein 
anderes, daß den gegebenen Winkel hat. 
b) Verfahre ähnlich wie bei a. 

Big. 46. 14) Iſt abe (Fig. 46) das 
gegebene Dreied und p 
ein Punkt in der Seite 
be, jo verbinde den Hal- 
birunfspunft d der Seite 

‚ab mit c, ziefe dp und 

ef // pd, fo ift pf die 

verlangte Theillinie. 
Beweis. Bgl.8.116. 

15) Ziehe durch ven Durchſchnittspunkt der beiden Diagonalen 
und ben gegebenen Punkt die verlangte Theillinie. 

Deweis. Suche die Congruenz der zwei Theile zu 
beweiſen. 

16) Its die Seite des gegebenen Quadrats, jo iſt bei a) bie 
Kathete eines vechtwinkfigen Dreieds, deſſen Hhpotenuje — 23 
und deſſen andere Kathete == s, ober Die Hhpotenufe eines 
vechtwinkligen Dreieds, deſſen eine Kathete — ber Diagonale 
des gegebenen Quadrats und deſſen andere Kathete — 8, 





L — —— 
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beirb) 23 und bei-c) die Hypotenuſe eines rechtwinkligen 
Dreiecks, deſſen eine Kathete — 28 und deſſen andere Kathete 
— s iſt, die Seite des zu ſuchenden Quadrats. 
Die Beweiſe ergeben ſich leicht aus dem pythag. Lehrſatze. 
17) Das Quadrat über der halben Diagonale iſt das zu ſuchende. 
Beweis. Bergl. 8. 77 und $. 126. 
17a) Beſchreibe über der Summe zweier angrenzenden Seiten des 
gegebenen Rechtes einen Halbfreis und errichte in tem. 
Vereinigungspunfte beider Seiten .einen Perpendifel bis zur 
diefem Kreisbogen, jo ift dieſer die verlangte Quadratjeite, 
Beweis. Vergl. 8. 107. Zuf. 3 und 8. 1268. Zuj. 2. 
5 Anmerkung. Aud nad $. 1260 Zuf. 1. könute die Löſung diefer 
Aufgabe vorgenommen werden. — Führe die Conftruction ans! 
18) Verwandle das Dreied in ein Rechteck u. j. w. nad) 17a. 
18a) Nimm an, ver Punkt p Fig. 47. 
&ig. 47) fei gefunden 
und verlängere ap, bp, 
ep, fo Haben je zwei 
Dreiede wie apc und 
bpe einerleiGrundlinie 
pe, alſo auch gleiche 
Höhen ah und bk, folg- 
lich muß auch ag: 
fein; d. h. die Ver— 
längerungen treffen die Seiten in ven Halbirungspuntten. 
18b) p (Fig. 48) jei der gegebene Punkt. Nimm pe als eine 
Theillinie, theile ab in d und f in drei gleiche Theile, ziehe 
Pfr eg /I pf; fo iſt Big. 45 
pg eine zweite Theil- 
linie, ° Zieht man 
ferner pd, ch // pd, 
fo ift ph bie dritte 
Theillinie. 
Beweis. Aach 
+Achd=Aach 
+ Ach = 
4A abe xc. 
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Anmerkung. Verfahre ähnlich, wenn die Theilfinien nicht beide 
die Seite ab ſchueiden. 
18c) Es fei abe (Fig. 49) das Dreieck, p der Punkt innerhalb 
und d der Punkt in der Seite ab des Dreieds. Ziehe pa, 
pb, pc, df // pa, fg H pe, gh // pb, jo iſt pdh das ver⸗ 
langte Dreied. . 
"Fig. 49. 


Beweis. 





A pdb + A pbe + A pea -+ A pad 
A abe. 











19) 
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Iſt (Fig. 49) abe dag Dreied, p der Punkt, pd die erite 
ZTheilfinie, jo verwandle dad A abe nach Aufg. 13c. in 
ein anderes pih, theile dh in vier gleiche Theile, jo ift 
dın eine Theillinie. Ziehe nun durch n die Parallele nr zu 
pb, io beftimmt viejelbe, fobald fie be ſchneidet, die dritte 
Theillinie pr u. ſ. f. Wird be durch die Parallelen nicht 
getroffen, jo verlege dh nad) links und verfahre analog. 
Auf ab find die Abftände der Durchſchnittspunkte der Theil- 
linie gleih 4 dh ꝛc. 


19a) a (Big. 50) fei ver Ed: Fin, 50. 


punkt. Halbire bd inf 
fo iſt abet — afcd. 
Verwandle num das 
Viered afel in ein 
A adg. 


19b) Die durch den Durch⸗ 


20) 


ſchnittspunlt der Dia- 
gonalen gehende Ger 


rade halbirt das Parallelogramm und die Aufgabe yt nun 


auf 19a. zurücgeführt, 
1) Eonjtruive die Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreiecks 
deſſen Katheten a und b find. 


2) Conftruive ein vechtwinfliges Dreied, deſſen Hypotenuſe 


— a und befien eine Kathete — b ift, jo ift die andere 
Kathete = x. 

3) Suche nd 2) y? — a? — be und z — c — did 
und conſtruire dann nach 1) x? +. 2. 


208) Iſt q die Quabratjeite, jo-joll (ab + be) (ab — be) = 


21) 


22) 


ab? — be? — q* werben, aljo wird bet — ab? — q, 
Bezeichnet 8 die Summe, x die eine Seite, q die Seite des 
betreffenden Quadrats, jo hat man 
xıS—-)=q 
. 8p 8 
und hiernach — ) = R) — qꝛ?. 


Conſtruire nun b — ) und daraus x. 
Verſahre analog wie bei Aufg. 21. 


— 
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Siebenter Abſchnitt. 
Von der Verehnung der geradlinigen Figuren. 


8. 137b6. 
1) a) V 84, J = 4320”. 
. J)U- 51,9=: J = 158,080”. 
)U=- 1574", — 1189,320°. 
d) VU — 2141, 64m; J = 243329 11920". 
e) V — 283,98=; I 4762,026 01”. | 
) U=- 587724, J = 1558457,7120”. 
2) 64 Stüd, 
3) Breite = 124,6”. 
3ä) Breite = 3,246”, 
. 4) Seite = 38,2”, 
4a) Inhalt = 33,4562 5”. 
4b) Inhalt = 16,327”. 
"5) a) Inh. — 29870,20890”; b) Inh. — 1321, 
c) Inh. = 682,254”; d) on = 237,160”. 
6) Inhalt = 2291,88 0". | 
7) Inhalt = 19918,050”. 
7a) Seite = 13,626". 
8) Höhe — 7,4666”. 
9) Inhalt = 2717880", 
10). Inhalt = 5227201”. 
11) Inhalt = 820,80”. | | 
11a) Parallelſeite = 5,9”. | on 
12) Grundlinie = 6,2”. | 
Andeutung Die Grundlinie jei x, ſo iſt die si . 
x-+ 8, alio 
x (« 2 — 44,02 u. f. w. 


13) Höhe 25,2”; bie beiden paralielen Seiten — 63" und 37,8", 
14) Breite = 5,4”; Länge = 8,6". 
Andentung. Setze die Breite = x, jo ift die Länge 
= x + 3,2; alſo 
x(x +32) = 46,44 x. 





Pe 2 — 7— 
2 - ⸗ 
u “ . 
“ “ 
’ 
3 
» 


— ver — — on 


ö— — — —— 


Von der Berechnung der geradlinigen Figuren. 49 


l4a) 5,8” und 3,6”, oder 7,2” und 2,9”, 

14b) Seite = 24”. | 

15) a) Seite = 35,4”. 

Andeutung. Sit die Seite = x, fo ift x? == 1253,16, 
alio x = 1253,16 — 35,4". 
b) Seite = 48,516”; c) Seite = 307, 1"; d) Seite — 
0,86602”;, e) Seite = 0,79057”; f) Seite — 607, 54m. 
15a) Seite = afn. 

16) Die Seiten find 24” und 18”, 

Andeutung. Bezeichnen x und y die Seiten der Qua- 
rate, ſo aſt: 

I. x? + y? = 900 und II. x? — y? = 252. 
Durch Addition beider Gleichungen erhält man: 
x? — 576, alſo x = 1576 u. j. w. Durch Sub⸗ 
traction von J. und II. ergibt ſich y. 

17) Seite = 395”. 

17a) Seite = 32,227“, 

18) Seiten = 4 und 16”; Inhalte = 160” und 2560”, 
Andeutung. Sehe die Seite des einen Quadrats — x, 
ſo iſt die des anderen = x + 12, alſo 

(x -4 12)2 — x — 240 u. ſ. w. 
19) a) Hypotenuſe = 178,5”; b) Hypot. = 39,8”; ec). Hypo⸗ 
tenuje = 327,15”, 
Andentung. VBezeichnet x die Hhpotenufe, jo ift: 
x?— 142,8°-+ 107,12, aljox—=Y (142,8°+107,1?)c. 

20) Kathete = 24,75”. 

Andeutung. Die Kathete iſt = Y(41,25?—332) u. |. w 

21) Kathete = 2915,328”, 

22) Hypotenuſe = 53,998”, 

‚Andeutung Beſtimme zuerjt die andere Kathete und 
dann nad) dem phthag. Lehrſatze die Hypotenuſe. 

23) Die Katheten find 15” und 20” Yang; der Inhalt beträgt 

1500”. 
Andeutung Die Summe beiver Katheten beträgt noch 
35", Bezeichnet nun x die eine Kathete, fo ift die an- 
dere 35 — x und x? + (35 — x)? = 25? u. ſ. w. 
2 “ . 
23a) Inhalt = aan 


Spitz, Anhang 3. Lehrb. der ebenen Geometrie. 6. Aufl. 4 
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Andeutung Bezeichnet x die Öhpotenufe, y und z 
bie Katheten, fo hat man: 
G+M=-(U— nn 
oder y?+ 2? + 2yz = U? — 2Ux + x? 
oder 2yz = U? — 2Ux, 
aber | yz = hx u. ſ. w. 
24) Katheten = 15,9” und 21,2”; Inhalt = 168,540”, 
Andeutung. Die Katheten fein x und x + 5,3 ꝛc. 
24a) Ratheten — 21 68" und 28,84”. 


23) J- Jes — 5) VaS(S—.) — 38 (S — ) 
Andeutung Die eine Kathete fi — x, ſo ift die 


andere = s — x und Die Hhpotenufe = S — x; 
folglich (S — DD = (a — x)’ + x 
Beitimme hieraus x und dann den Inhalt = ec. 


26) Inhalt = F Var — guy 
— — 
Andeutung. Die Höhe iſt — VI — (5) , alſo 


der Inhalt — eV K — #8). u. |. w. 
27) Inhalt = 13 230" (vergl. 26). 


28) Schenfel = 35,15”. 


Andeutung Suche zuerit die Grundlinie und dann 
nach dem pythag. Lehrſatze den Schenkel. 
29) Inhalt = 270”. 
30) Grundlinie = 7,8” oder 10,4". 
Andeutung Die Grundfinie ſei x, ſo iſt die Höhe 


2, 2028, os ri 
140,562 
x 





3 
30a) Inhalt = 787,320”. 
31) Inhalt = 17 ‚sAD“. 
Andentung. ‘Die Kathete = x, fo folgt: 2x2 — 8,42, 


Beitimme hieraus x? und dann den ‚Inhalt — * 3 x, 


— 6,53 ꝛc. 











Von der Berechnung der gerablinigen Figuren. 51 


oder berückſichtige, daß die zur Hypotenuſe gehörige 
Hdhe der halben Hypotenuſe gleich iſt. 
31a) Jede Kathete — 23,24”; Hypotenuſe = 32,86”. 
316) Infalt — 655,650. 


-32) Höhe = 5,795", 


33) Inhalt = 80,0876G°. 
Andeutung. Berechne nad dem vun Lehrſatze die 
. Höhe u dann den. Inhalt. 


34) Inhalt = ji 'r 3. 


Andeutung. ft h die Höhe, fo folgt: 
+-VP3]- v3 alfo ver guh. T;P ie 
34a) Inhalt — Yr3 = 411g". 


35) Seite — —* 
35) Seite — 29,856”, Höhe = 25,856", Inhalt = 385, 917830". 
Andeutung. Die Eeite jei = x, fo ift die Höhe = 
x — 4, folglich 


2 - 
x-ß) +2 4)%, oder x? — Bi - 64. 
Anmerkung. 'Mit Hilfe der für Aufg. 34 erhaltenen Formel wird 
vorſtehende Aufgabe auf foigenbe Weiſe gelöft: — 


ee , 
aber nad) 34) auch —7 "rain ne 2 27 w. 


37) Die Abſchnitte. find 1,985” und 2.815* fang. 
Andentung. Nach 8. 128; ift, wenn man, den an der 
Seite 3,2 liegenden Abjchnitt mit x Seit: 
252. 322 +48 — 2.48. 
Beftimme nun hieraus:x und dann den Anderen Abſchnitt. 
38) Inhalt = 69,360”. 
Andeutungen. 1) Berechne wie in vorhergehender 
Aufgabe einen Abſchnitt einer der drei Seiten, ſo be— 
ſtimmt diefer und die anliegende Seite mit der Höhe, 
welche den Abſchnitt bildet, ein vechtwinkliges Dreied, 
woraus ſich bieje Höhe leicht finden Täpt u. ſ. w. 
(vergl. die Herleitung ber für Aufg- 5. im $. 137a. 
gefundenen Formel,  - - 





4* 
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2) Subftituive in der Aufg. 5 im 8. 137a gefundenen 
Formel für S = 10,2 + 18€ + —— — 20,4, fo iſt 
der Inhalt 
— 20,4 (204 — 10,2) (20,4 — 13,6) (20,4— 17) ıc. 
38a) Inhalt = 257400”. 
38b) Inhalt = 50730”. 
38c) Seite = 7, 
Andeutung. Ziehe die zur 8” langen Seite gehörige 
Höhe und bejtimme alsdann nach $. 128 die Seite. 
38d) Seite = 7” over au — 8", 
Andeutung. Ziehe die zur 15” langen Seite gehörige 
Höhe, jo ift der an der dritten Seite liegende Abfchnitt 
gleich der Hälfte diefer Seite u. ſ. w. nach 8. 128. 
Wegen des Doppelwerthes vergl. 8. 60. Zuj. 1. 
38e) Seite — 21", 
39) Inhalt = 61440”. 
Andeutung. Berechne nach dem pythag. Lehrſatze jeden 
der zwei auf der dritten Seite gebilveten Abjchnitte, 
daraus die dritte Seite und dann den Inhalt des Dreiecks. 


40) Entweder find die Seiten 6,7” und 13,4= und ver Inhalt 


— 20,100”; ober erjtere find 3,16” und 6,32” und ber In⸗ 
halt = 9480”. 
Andeutung. 1) Die zur Höhe 3” gehörige Seite fei 
= x, die andere — y, ſo ift: 


= —- per x = 2y. 


II. 82 — x? + y? — 2x Yy? — 9, (8. 128). 
Führt man den Werth von x aus I. in IL. ein, fo folgt: 
496 _, 4096 
’OgI moon 
Se uf-zy-+Yzıu ſ. w. 
2) Seße x — 2y und in der Formel. 


J=vVS(S-a)(S-b)(S —e) & 137a. Aufg. 5). 
25 -84+3,;8-4+J; 127— 3y ꝛc. 


41) Die drei Seiten find 17,05, 12,18” und 1“ 21”; der In- 
balt beträgt 85,251”. 





| 
! 
F 
} 
} 





nn 
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Bon der Berechnung der geradlinigen Figuren, 53 
Andeutung 1) Sind die zu ben Höhen 10”, 14” 
und 12” gehörigen wein bezüglich x, y und z, jo ift 
5x 
year und z = F S alſo in der Formel 8. 1374. 


Aufg. 5. 8 = 107 7 x. Da aber der Inhalt auch 
10x 


—— 5x iſt, ſo erhält man die Gleichung: 
— — J 107x . 107x 5x\ ([107x 3x 
— 4 =] 4 6 

— zo56 Y 4779679 und hieraus x — 17,05”. Die 

übrigenSeiten, jowie der Inhalt find nun leicht zu beftinnmen. 

2) Nach $. 128 ift: „?=x? + 22— 2z Y(x? — 12°), 


oder wenn mar für z — Y und für x = 7 ſetzt: 





49592 4992 751/9yä 
2— — 4 — — — — — 


41a) Seite = 29,55”. 


42) 
43) 


44) 


45) 


46) - 


Diagonale = 382,5”, Inhalt = 702270”. 
Entweder tft die Grundlinie — 5,8" und die Höhe — 3,6”, 
oder die Grundlinie = 7,2” und die Höhe = 2,9”. 
Andeutung Die Grundlinie_fei = x, jo ift die Höhe 
x-+ 13 — 2x 
= — 5 — u. ſ. w. 
Inhalt = 1715,61640. | \ 
Andeutung. It die Seite = x, fo ift die Diagonale 
— 100 — x; folglich 2x? = (100 — x)? u. ſ. w. 
Inhalt = 344,544375 01”. 
Andeutung Die Diagonale fei = x, jo ijt die Seite 
— Er, folglich x? — 2 12 + ) u. |. w. 
Seiten = 62” und 46,5”. 
Andeutung. Bezeichnen x und y die zweiten Seiten, 
ſo iſt: x + y?= 7752, U. xy = 2883. 
Subftituirt man den Werth von x aus II. in L. 
io erhält man eine Gleichung vom vierten &rabe, 
welche fich als quadratiſche auflöfen läßt. 


Siebenter Abſchnitt. 


Um bie Loſung einer quabratifch. Gleichung zu ums 
gehen, multiplicire man Il. mit 2, zähle die. neue Glei— 
hung zuerft zu I. und. dann ziehe man fie von I. ab. 
Dean erhält x? + 2xy + y?—= 11772,25 und x? — 
2xy + y? — 240,25, oder x + y—= 1085 und x — 
y= 15,5, woraus'x und y leicht zu finden find. 

iagonale = 36,5”. 

halt = 0,8748". 

halt = 24000”. 

chalt = 10,24789 0”. 

Andeutung. Zieht man die Heinere Diagonale, jo 
entftehen zwei gleichfeitige Dreiedde, denn jeder Winkel 
bat 60°; alfo ift Ir) Aufgabe 34 der, Inhalt 


ui. w. 


chalt — — 

Andeutung. Zieht man von einer Ede aus die Höhe, 
jo entfteht ein gleichſchenkliges vechtwinkliges Dreieck zc. 

halt — 396,80”. 

Andeutung. -1) Betrachte den Rhombus als aus zwei 
gleichſchenkligen Dreiecken beſtehend und vergl. deshalb 
Aufgabe 26. 

2) Wende zur Berechnung ver Hälfte des NHombus 
bie Formel an, welche für. $. 1870. Aufgabe 5 erhalten 
wurde. . 

iagonalen = 24” und 10,2”. 

Andentung. Iſt die eine Diagonale — x, fo fälle man 
von dem Enbpunfte derjelben einen Perpendikel auf die 
gegenüberliegende Seite oder deren Verlängerung. Diefer 
Perpendikel ift nun aus dem Inhalte und der Seite, 
und daraus der Abjchnitt der letzteren Teicht zu berechnen, 
fo daß zulegt die Diagonale x als Hhpotenuje im recht⸗ 
winkligen Dreied erſcheint, deſſen Katheten bekannt ſind ꝛc. 


nmerkung. Auch mittelſt ber Formel F. 1373. Aufg. 5. können 
diagonalen gefunden werden. 


Halt = 40,285” oder 100,65 0°. 
Andeutung. 1) Die zur Höhe. 8” gehörige Seite fei 
= v, bie andere = 2, ber an ber Diagonale liegende 
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rare auf v — x und der auf z — y; fo iſt 
—. 100 — 64, x = 6°, y — 8,6602”, Ferner 

— ———— 2. = 2. 

Beſtimme hieraus z u. ſ. w. 

2) Der Inhalt iſt — 52 und v — 2, alſo folgt 

nad 8. 137a,. Aufgabe 5. 


u Ve) * 5) —2 16) 


53) ana - E 
Andeutung. Ziehe von d (Fig. 51) aus mit eb die 
Parallele dh, fo ift dh — cb und nad) 8. 128 
ad? — dh? + ah? — 2ah . fh 
Fig. 51. 











Suche hieraus fh (— 49,93"), dann 
af — Y(dh? — Th) (— 51,873=) und endlich den 
Inhalt des Paralleltrapezes. 

Anmerkung. Man hätte auch mittelft der Formel $. 1378. Aufg. 5. 
den Inhalt des A adh und hieraus und aus ah die Höhe df beftimmen 
Lönnen. 

54) Anbeutung. Ziehe (Fig. 51) dh /J ch, fo ift 
ad? — dh? + ab? — 2.ah. fh, 

_®+@—- b — e⸗ 

alſo fh= —ga-h 


folglich, da at — VE, —— 
gnh. abed — + Ve E Fe] 
* + 5 Tee ö)' @ 6 »>-e]] 


- 5 [re] [r-a+-9.] 

















56 Siebenter Abſchuitt. 


Zerlegt man num die Differenz der Quadrate der zwei Fat 
toren unter dem Wurzelzeichen nochmals in die Summe mal 
Unterjehied der Seiten diefer Quadrate, jo erhält man die 
verlangte Formel. 
Anmerkung. Auch hier gilt die zu Aufg 53 gemachte Bemerkung. 
55) Inhalt = 5419,50”. 


Andentung. Der Inhalt ift (Fig. 52) = 5 @b-4de) 


af {ii 
agb) ara eg2)+ Y (db? an] x. 
56) Bezeichnet J ven durch die drei Seiten nad) 8. 137. Auf. 5 
ausgebrüdten Inhalt des Dreieds, jo ift 
2J 2J 24JI 2J 
are re a abe 














r- 


Achter Abfchnitt. 
Bon der Aehnlickeit der Figuren. 


8. 184. 
A. Lehrſätze. 
1) Es ſeien (Fig. 53 folg. ©.) ab und cd die Sehnen. Ziehe 
den Durchmeffer af und ac, ad, cf, bd; fo ift 
A aef — agd — N, 
I. ade= A afc ($. 107) 
alſo and eaf — % dab ($. 45. Zuſ. 2) 
folglich db = cf. 
Nun iſt aber nad) dem pythag. vehrſatze: 
ag? + ge? = ac? und dg? + gb? — db?, 
Addire beide Gleichungen 2c. 








— — — — — m 


Bon der Aehnlichteit der Figuren, 57 


la) Da bie Schenkelabſchnitte den Abſchnitten auf der Halbirungs- 
linie proportional find, fo find fie auch unter einander pro- 
portional u. j. w. nach 8. 142, 


Ss dig. 34. 
Fig. 53. 


2) Verlängere die zwei gegenüberliegenben Seiten bis fie einander 
treffen u. ſ. w. 8. 163 und 8. 143. 
3) ig. 530) mp und nq jeien-die Halbirungslinien, jo ir nad 
8. 167. Zuſ. 4. 
Dog. dq —Bog. ef = Bog. aq — Bog. bf 
Dog. dp —;;Bog. ag — Bog. ep — Bog. bg, 


Fig. 530. 
alſo auch 
Bog. pg — Boy. cf —Bog.ag— Bog ag+Bog- ep· Bog.fg 
oder Bog.pq + Dog. fg= Bog.gg+Bog. pf, 


56 Siedenter Abſchuitt. 


Zerlegt man num die Differenz der Quadrate der zwei Fak— 
toven unter dem Wurzelzeichen nochmals in die Summe mal 
Unterjehied der Seiten diefer Quadrate, jo erhält man die 


verlangte Formel. 
Anmerkung. And hier gilt die zu Aufg 53 gemachte Bemerkung. 
55) Inhalt = 5419,60”. 
Fig. 52. 


Andeutung. Der Inhalt ijt (Fig. 52) =  @&b4+-de) 
Teag+rb) are g2)+Y (db? an). 
56) Bezeichnet J den durch die drei Seiten nach 8. 137, Auf. 5 
ausgedrückten Inhalt des Dreieds, fo ift 
2) „_29 ,_2J 2) 
abe ea pe a+b-c" 











r 


Achter Abſchnitt. 
Bon der Aehnlichkeit der Figuren. 


$. 184. 
A. Lehrſätze. 
1) &8 feien (Big. 53 folg. ©.) ab und cd vie Sehnen. Biehe 
den Durchmeffer af und ac, ad, cf, bd; fo ift 
LI ad — agl— N, 
I ade=  afe ($. 107) 
alfo auch I «uf = A dab ($. 45. Zuj. 2) 
folglich db = cf. 
Nun ift aber nad) dem pythag. Tehrjage: 
ag? + ge? = ac? und dg? + gb? — db, 
Addire beide Gleichungen ꝛc. 
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la) Da bie Schentelabchnitte den Abſchnitten auf der Halbirungs- 
linie proportional find, fo find fie auch unter einander pro⸗ 
portional u. ſ. w. nach 8. 142, 


A Sig. 54. 
Fig. 59. 


2) Verlängere die zwei gegenüberlicgenden Seiten bis fie einander 
treffen u. j. w. $. 163 und 8. 143. 
3) Fig. 532) mp und nq jeien- die Halbirungslinien, jo in nach 
8. 167. Zuſ. 4. 
Dog. dq — Bog. cf = Bog. aq — Bog. bf 
Dog. dp —Bog. ag = Dog. cp — Bag. bg, 


‚Fig. 53a. 


alfo auch 
Bog.pq —Bog. cf — Bog.ag—Bog. ag+Bog: ep· Bog.fg 
ober Bog.pq+ Bog. fg= Bog.gg+Bog. pf, 





⸗ 
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ſomit auch nach 8. 167. 3. 
A phq — A ghq 
oder mp | ng. 
4) Nach S. 162. 1. iſt (Fig. 152 im Lebrbuche) 
ab?. ac? — bc?.bd. de = ad?. be? 
oder ab.ac—=ad.be = 2ad.r. 
Anmert. Auch aus 8. 136. Zuf. 1. ergibt ſich die Richtigkeit des Satzes. 
5) 1. Beweis. Erridtet man (Fig. 54) ag und cf | bd, 
hh und dk ı_ ac, jo ift nah $. 132. A. 6. 
abed — et + ef) _ ac (bh — dk). 
folglich verhält Tich | 
ag + cf:bh + dk = ac: bd. | 
Nach 8. 162a. ift aber, wenn D den Durchmeffer bezeichnet, | 
ab.ad=ag.D;ba.be=bh.D 
cb.cd=cf.D;da.de= dk.D, 
aljo ab.ad+ cb.cd= (ag + cf) D 
und ba.be + da.de = (bh + dk) D. 
Daher ag + cf:bh+dk=ab.ad+ch.cd:ba.be + 
da . de. 
Aber ag:cf=an:cn und bh:dk = bn: dn, 
woraus folgt: 











ag + = ind bh + dk — 9 —* 
cf dk 
oder agg+cf:bhb+d=ac. —:bd. m 
oder da cf:cn = dk : dı, 


ag + cf:bh + dk=ac:bdıc. 
2. Beweis. Es verhält ſich 

Aabd: Abed = ab.ad:chb.cd 

und A abe: A ade = ba. be: da. de 
oder A abd: abed = ab.ad:ab.ad 4 cb.cd 
und abed : A abe =ba.be + da. de: ba. be, 

ferner A abe : A abd = ac . be: bd. da, 
Durch Multiplication erhält man aus vorjtehenden drei 

Proportionen nun leicht das gewünjchte Nejultat. 
6) Es bezeichne a eine der Parallelfeiten, x und y ſeien bie 
Theile, in welche der Durchſchnittspunkt der ‘Diagonalen eine 
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zu a Parallele theilt, h und p bezüglich die Entfernungen der 
anderen Parallelfeite von a und jener Parallelen, fo verhält 
ſich nach 17a: x — h: p, und auch a: y — h: p; 
folglich. iſt x — y. 

Fig. 55. 


7) Es fei abe (Fig. 55) das Dreied, bf und cd jeien zwei 
Höhen, jo it A abf «> A acd, folglich verhält ſich 
ab : ac — bf : cd. 
8) Beſchreibt man von c (Fig. 56) aus mit cb einen Halbkreis 
Fig. 56. 


und verlängert ac, fo ift af — be + acund ad — be — ac, 
Es verhält ſich aber nach 8. 162. 1. 
af: ab — ab: ad, 
oder be+ac:ab= ab: be — ac. 
Anmerkung Die Nictigleit folgt au unmittelbar aus ber 


Gleichung 
ab? — be? — ac? = (be + ac) (be — ac). 


9) Da ap (Big. 57. S.60) — und ak — D, jo iſt A afp 


"A abe, alfo fp // be. Ebenſo läßt fich zeigen, daß pg //abı 
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ph // ad und kp // de iſt. Demnach find fbgp und kphd 
Baralfelogramme. Ferner ift A afp «> A pge und A akp 
A phe, alfo ($. 154) fpka «> gehp und da ſich ver 
hält: afpk : abed — af? : ab? — 1:4, fo iſt afpk = 
abed 
ya ſ. w. 

10) Nach 8. 144. Zuſ. 3. find (Fig. 58) die A A baf, cgf 

. und adg A abe, alſo ift 


fig. 57. ig. 58. 


Jagd = abe, 
3 


ebenjo egf = A abe, 
folglich Jagd I cf, 
alfo ud, va I bga = A bge 
ift, A bgd — I bgf u ſ. f. 


für die übrigen Winkel. (Vergl. auch 8. 113. A. 15). 

11) Bezeichnen a,, a3, a5 bezüglich die Aehnlichfeitspunfte der drei 
Polygone P,, P,, P;, jo ift die Gerade a,a, eine Aehnlichkeits⸗ 
linie für die Polygone P, und P, und für P, und P,, fomit 
auch für die Polhygone P, und P, ($. 151. Zuf. 3). 

12) a) Es jeien (ig. 58) af, bg und cd die drei Höhen des 
A abe, jo ijt 
1) AseforA beg, 2) Aacdın Aabg, 3) Aabf > A bed, 
folglich verhält fich: 

ef:eg= ac: be; ag: ad — ab: ac; 
bd: bf= be: ab. 
Durch glienweife Multiplication diefer 3 Proportionen folgt: 
f.ag.bd=cg.ad.bf. 
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Nach 8. 161 ſchneiden alſo die drei Höhen einander in einem 
und demſelben Punkte. 

b) Verbindet man die Mittelpunkte der drei Seiten des Dreiecks 
durch Strecken, ſo entſteht ein zweites Dreieck, von welchem 
die in dem erſten Dreiecke errichteten Perpendikel die drei 
Höhen bilden. Dieſe ſchneiden einander aber nach a) in einem 
Punkte ꝛc. 

c) Bilde nah 8. 157 für je zwei Seiten eine Proportion, 
multiplieire die drei Proportionen glienweife mit einander, fo 
ergibt fich die Nichtigkeit vorjtehenden Satzes aus Lehrſatz 11. 
d) Sind die drei Seiten a, b und c, fo ft z 3. > 5 = 
F. J.Ju. ſ. w. nach 8. 161. 

13) Schneidet die zur Seite ac eines Dreiecks abe Parallele 
b,b, die Seite ab in b, und be in b,, ebenfo die zu be 
Barallele aras die Seite ac in a,, die Seite ab in a, und 

- die zu ab Barallele c,c, die Seite be in c, und ac in ec— 
und man ziebt von a, b und c aus durch den angenonmenen 
Punkt p nach den gegenüberliegenden ‘Dreiedjeiten die Streden 
ac, b£, cy, jo bat man: 
pa, : pa, = oc: ob 
pb, : pb, = fa: Pe 
pc, : P& = yb: ya. 
Multiplieirt man diefe Gleichungen mit einander, fo folgt 
unter Berüdfichtigung, daß nach $. 160 
ac. Pa.yb = ab, fe. ya 
ift, unmittelbar: 
pa, . pbı . pcı = pay . pbz . Ppo,. 

14) Bezeichnet p den Scheitel des Strahlenbüfcheld, abe und 
ab'c' die zwei Dreiede, & den Durchſchnitt der Seiten be 

| und b’c’, 8 den der Seiten ac und a’c’ und y ben der 

Seiten ab und a’b’ und man fieht a’b‘, b‘c‘, a“c“ der Reihe 
nach als Transverfalen. der Dreiede pab, pbc, pac an, fo 
folgt nach 8. 158. 
ay. bb’. pa’ = aa’. by. pb! 
bz.cc.bpf = bb .c@ . pe 
.aa.pe— cc ‚„aß.pa 


— 
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Multiplicirt man nun dieje drei Gleichungen miteinander, 
jo folgt nach 8. 164 die Nichtigkeit des Satzes. 

15) Sind d, f, g (Big. 58) die Drei Sußpunkte, jo finb-a adfe und 
abfg Kreißvierede, alio 

I dag = I bfd = I cfg' 
und A df = I dga — ZI Ka 
daher A bdf A adg on A clg 
folglich verhält ſich: ' 
. bf: Kofg:c 
ad: dg — df: bd 
eg:fg= dg: 
alſo auch 
bf.ad.cg:d.d.fg=fg.df.dg:cf.bd’. ga. 
Nun ift aber nach $. 160 — 
bf.ad.cg= cf.bd.gn, 
jomit auch di? . dg?. fg? = bf? . nd? . cg? 
oder df.dg.fg = bf.ad.cg. Ä 

ED) Den Seiten bes "eingefchriebenen. Sechsecks, welche die Be⸗ 
rührungsſehnen bilden, entſprechen als Pole die zugehörigen 
Eckpunkte des umſchriebenen Sechsecks. Der Pol einer jeden 
der drei Diagonalen liegt nun aber (nach 8. 175. 5), zu= 
gleich auf jeder der beiden -Polaren, die den Eckpunkten 
entjprechen, durch welche die Diagonale geht, jomit im Durch⸗ 
ſchnittspunkt derjelben. Nach vorhergehendem Xehrjage liegen 
nun aber die drei Pole der drei Diagonalen in einerlei Ge- 
raden, aljo müſſen nach $. 175. 6. die Diagonalen einander 
in einem und demſelben Bunkte ſchneiden. 

17) Schneiden 3. B. die beiden Potenzlinien der zwei Kreispaare 
A,B und A, C (Fig. 59. ©. 63), einander im Punkte a, 
ſo iſt ab — ac und ac — ad, alſo aud ab = ad ımd 
es liegt demnad) ber Punkt a in der Potenzlinie der beiden 
Kreiſe B, C. 

18) Es ſeien (Fig. 59a. ©. 63) pt, pd, pg die Perpenditel. 
Da pdbf und pgaf Kreisvierece find, fo it nad) $. 107 
und $. 109. Zuf. 1 

5 pbd — 3 pfd = 4 paf = A psf, 
5 pbf= Jpdf= Zbac= 5 paf= I pag= A pfg, 
folglich iſtt Apdm Apg 
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und fomit verhält ſich 
. pd: pf= pf:pg, 
alſo ift pf? = pd. pg. 
Fig. 59. 


19) Es jei (Fig. 59b. ©. 64) abed das Kreißviered, p der Punkt, 
. . fo find pf, pg, ph, pk die Perpenifel, Nun iſt in dem 
| Kreisviered pgbf 
! pt = 3 pbf = pia 
! Fig. 598. 


und in dem Kreisviereck phdk 
pda — A phk, 
alſo auch A pef — A phk...(l) 


64 
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Achter Abſchnitt. 





Ferner hat man wegen des Vierecks pfak: 
Zfpk = 2R— Z fak— I dab — A dpb 
und in dem Viered pheg 
I hpg = 28 — ZI 0= A dpb, 


Fig. 59b. 


aljo auch I. fpk =  hpg, 
ober — ſpe — Lhpk.....() 
Aus (1) und (2) folgt: 
A pig A pkh, 
Somit verhãlt ſich 
pfipg=pk:ph 
und es iſt daher 
pf.ph=pg. pk. 


B. Eonftructionen. 


1) Theile nad $. 175a, Aufgabe 1. die Strede 3a + 2b 
in 5 gleiche Theile, jo ift ein folder Theil = ber verlangten 
Strede. 

2) Conftruire nach $. 1758. Aufgabe 3. die Proportion ce: a 
=b:x 

3) Es verhält ſich b:a—=a: x. Vergl. $. 1750. Aufg. d. | 
4) Da x? — ab, fo verhält ih a: x = x : b, Vergl. 
deshalb 8. 175a. Aufgabe 5. ! 
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d i 
5) Setze . = m und conftruive 
h:c=d:m; 
bm 
dann jege —- = n umb conftruire 
— 


g:b=m:n, 


und da nın x = = ift,. jo conftruire man endlich die Pro- 
portion 
fra=n:x, 
um x zu finden. 
6) Conſtruire nah 8. 131. Aufs 1. ven Ausdruck a? + b2, 
Das entiprechende Quadrat ſei y ſo iſt 
y 


va “—, 
e' 


folglich) verhätt ſich 
: y — y: xu. ſ. w. nad 3). 


— E72 u. ſ. w. nad 2). 


8) Setze ab = y?, cd = 2? u. ſ. w. nach 6). 
9) Dan jeße 

as — b?_ (a—b) (a? + ab + b°) 

C c ' 

dann fann ab = y? durda: y — y:b nad 4) conſtruirt 
werden und es ift 

a — bs (a—b) a ry’+bP) 

u ZIEHEN, 
Conſtruirt man nun ein Quadrat 2?, welches = a? + y? 
+ b2 ift, jo folgt . Ä 


„_ @—b)z 
— A 
und wenn em 2 —y | 
gejeßt wird, x? = vz u. ſ. w. nad) 4). 
10) Setze 





| V.+ Veo+: c#) ma be + ne) 
= V++/»- + 


Spitz, Anhang 3. Lehrd. d. ebenen Geometrie. 6. Aufl. 5 





— 
— 


= ru ⸗ 
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2) 


Achter Abſchnitt. 


. ce? ) * 2 
Conſtruire nun 389 ſo iſt By 


alſo x ver re + 
Segt man 

Y(b? + y?} +y?) = z (vergl. 8. 130. 1.), 
jo wird — V(a? + bz), 


was nach 4) und 8. 131. 1.) Teicht zu conftruiren iſt. 
11) Seße df — y2, gh — 
und conſtruire nun 

Ya? + c2 + 2? — (b2 + y2). Vergl. 8. 132. B. 20. 3. 





la) Conjtruire aus x (a — x) = b? die Unbefannte x ꝛc. 


Sind a und b die zwei Streden und x die zu juchende 
Mittlere, jo wird x? — a? — b? x, (Bergl. A. Aufg. 7.). 


2a) Bezeichnet S die Summe, x die eine Strede, a bie mittlere 


geometriſche Proporiinele m x und S — x, fo folgt aus 
8 —x 


el 


was num leicht zu onftruen iſt. 


2b) Verfahre ähnlich wie bei der Aufgabe 2a. 
2c) Bezeichnet s die zu theilende Strede, a und b die zwei ge- 


gebenen Streden, x den einen Theil, jo folgt aus 
2:ge—ı=a:b 


vo | EEE. EEE. 
a+b+2Y ab a-+rYab 
und x ift num leicht zu conſtruiren. 


2d) Aus der Proportion a: x = y:b folgt unmittelbar xy 


— ab. Setzt man mm ab — z? und conftmiirt z nad 
1, 4), jo hat man xy = 22 und x + y= s, wodurch Die 
Auflöſung der Aufgabe auf 2a zurüdgeführt ift. 


Ze) Verfahre ähnlich wie bei 2d. und führe fo die Aufgabe auf 


2b. zurüd. 


2f) Es feien a und b (Fig. 60. ©. 67) die zwei feften Punkte, 


c ein Punkt des Ortes, alfo ac? — be? —=,s?, Zieht man 
cd ı ab, fo ft ac? — be? = ad? — db? = 52 
ad? — db? 3 


g2 
oder — sb = ab oder ad — db = ab” 
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Da dieſer Werth ein beftimmter ift, jo iſt dev verlangte 
Ort die in dem leicht aus den Werthen von ad + db und 

ad — db zu conftruiven- dig. 60. 
den Punkte d,auf ab fenf- 
recht ſtehende Gerade of. 
3) Es fei abe (Fig. 60a) 
der gegebene Winkel, p 
dergegebene Bunt. Ziehe 
pd // cb, made dd — 


rn ba, fo iſt fg die zu 
juchende Gerade. 


Beweis, bde: df — gp:pf 
oder min =gp:pf. 
3.4) Beyeichne x den Abſchnitt, fo verhält ig. 608. 


ſich nach 8. 144. Zuf. 2. 
a’b=-x:b—x 
Eonftruire hiernach x. 

3b) Halbirt man (Fig. 60b) den I a 
dur ak und zieft km und kn pa- 
rallel zu den die Winkel cbd und 
bef halbivenden Geraden bg u. ch, 
fo ift nah A. la. mn // be, aljo 

Zbmk — bkm, fomitbm—bk. 

Fig. bob. 


Ebenſo ijt en — ck. Zieht man nun in dem A amn nad) 
8. 69. B. 5. mit ınn eine Parallele pq fo, daß mp + nq 
5* 
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— pq wird, jo iſt pq die verlangte Transverſale. Denn 
man hat: be +pq — bp + ca. | 

4) Schneide die gegebenen Geraden durch eine dritte, zeichne ein 
Dreied, deſſen eine Ede ver gegebene Punkt ift und deſſen 
Seiten mit den zwei gegebenen Geraden und der Transverjale 
parallel find und wende dann $. 151 an. 

5) Sind a und b zwei anliegende Seiten des gegebenen Nechteds, 
und bezeichnet d die Diagonale veffelben, jo muß, wenn x tie 
andere Seite des zu juchenden Rechtecks ift, fich verhalten: 

d:a=b:x, 
weil a.b=d.x 
jein joll. Conſtruire nun diefe Proportion. 

6) Erſte Aufldjung. Zeichne ein vechtwinkliges Dreied, deſſen 
Katheten m und n find und conftruire dann ein anderes 
Dreieck, welches dieſem ähnlich ijt. 


Zweite Auflöjung Bezeichnet man bie Hypotenuſe 
durch a, die eine Kathete durch x, ſo iſt die andere x und 





n?a? 
x? — 
m? + n? 
an 
alio x = — — 
Y m? + n2 


Diejer Ausdruck ift num leicht zu conftruiren. 

b) Zeichne em rechtwinffiges Dreieck, deifen Katheten m 
und n find und conftruire ein zweites Dreied, daß demſelben 
ähnlich iſt. 

c) Zeichne über m — n als Hypotenuſe ein vechtwinfliges 
Dreief und dann ein anderes, diefem ähnliches, welches vie 
gegebene Höhe hat. 

7) Es jei h die zur Grundfinie und h’ die zum Schenkel gehörige 
Höhe. DBeichreibe (Fig. 61. ©. 69) über ab — h ein recht— 


| 
winffiges A abe, deffen Kathete be — h ift, ziefe df Lab, 


verlängere ac bi8 d und made db —= Mi jo ift adf das ver- 
langte Dreied. 


Deweis. Ziehe fg // be, io verhält fih db: af —2 
be : fg, und da di = 2db, fo iſt auch ſg = 2be = h’ x. 





| 
| 
| 


a 
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8) a) Conſtruire ein Dreieck, welches die zwei Seiten m und n 


und den gegebenen Winfel als nicht eingefchloffenen Wintel 
hat; ziehe dann die zur dritten Seite gehörige Höhe, mache 
bieje gleich der gegebenen und conjtruire darüber ein Dreied, 
welches dem erſten ähnlich ift. 

Fig. 61. Fig. 62. 


b) Zeichne über Die gegebene Seite = ab (Fig. 62) ein 


rechtwinkliges A abe, jo daß ac — der gegebenen Höhe wird, 


made hd —= m, df — n und ziehe ag /J fd, fo iſt abg 
das verlangte Dreied. 

Beweis. ac ift | bg und e& verhält ſich 

g:a=-bi:dem:n. 

Anmerkung. Da in den meiften Fällen der mit df — n von d 
aus befchriebene Bogen die Seite ab zweimal fehneidet, fo find im der 
Negel zwei Dreiede möglich, welche der Aufgabe genügen. 

©) Zeichne ein Dreieck, das bie zwei Seiten m und n und 
den gegebenen Winkel als nicht von m und n eingejchfoffenen 
Winkel Hat und conftruire dann ein dieſem ähnliches Dreicd, 

d) Zeichne über die doppelte Halbirungslinie — ab 
(Sig. 63) mit den zwei gegebenen Seiten — ac und be ein 
A abe, made cd — ac, fo iſt cbd das verlangte Dreied. 

Beweis. Ziehe cf // ab, fo folgt ab.: cf = ad: cd 
= 2:1, alfo ift 


ferner verhält fich 
bf 


:fd= acıcd, 
folglich ift 
bf = fü. 





efchnitt. 


‚egebene Seite ab (Fig. (4) mit 
= } der’ anderen Verbindungs⸗ 


ac be 
=, und cd Sy“ 


eijen, daß df // ab und hieraus, 
sit ʒ 
met man ſich das zu fuchende 
uirt, dann bie Höhen cd — h,, 
' | 
am=bg=h 
a=d=h 
gemacht und mn gezogen, fo ver⸗ 
hält fich 
ab:ac=bg:cd=am : an, 
alſo ift 
A abe m A amn -($. 145) 
und aus der Proportion 
am: mn = ab: be 
ser b:mn=h,:h, 
n werben. Gonftruire nun das 
mn ic. 
ir ®gr Ss die den Höhen h,, hy, 
dh‘, hi, h/, die Höhen eines 
en Höhen h,, ha, hz als Seiten 
h befanntlich: 








9 


10) 
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Hieraus folgt unmittelbar, daß das Dreieck, welches man 
aus ten drei Höhen h,, b,, b, als Seiten conſtruirt, dem 
zu juchenden ähnlich ift. Zeichne alfo mittelft diefer Höhen 
das A amn (#ig. 65) u. ſ. w. wie vorhin. 


Conſtruire über der gegebenen Hhpotenufe ein vechtwinfliges 
Dreied‘, deſſen eine Kathete = R der Hypotenuſe iſt. 
Beweis. Bezeichnet a die Hypotenuſe, h die Höhe 
x die andere Kathete, jo verhält fih a: F a=x:h, oder 
xs:h=3;1,afeitx=3.h. 


Iſt die Eeite des Quadrats — a, die des Rhombus — x, 
und deſſen Höße — b, fo muß x. h = a? fein. Con 
firuive daher die Proportion h: à — a: x u. ſ. w. 


102) Bezeichnet s die Seite, a? den Inhalt, x die Höhe, jo folgt 


s .x — a u. ſ. w. nad Aufgabe 1. 3. 


10b) und 100) Verfahre analog wie bei 10a. 


1) 


12) 


Angenommen abed (Fig. 66) fei das gefuntene Paraffel- 
trapez, fo verhält fih af: fe — bi: fd — ab: de. 
Dan theile demnach jede der Fig. 66. 

beiden gegebenen Diagonalen 

ac und bd nad dem Ver— 

hältniffe der beiden Parallel- 

jeiten ab : de und zeichne 

über die größere Paralfelfeite 

ab mit den größeren Ab— 

ichnitten der Dingonalen das’ A avı und verlangere at und 
bf um die zugehörigen Heineren Abfchnitte u. j. w. 


1. Auflöfung. Bezeichnet s die Schne, fo trage man 
dieſelbe an irgend einer Stelle in den Kreis ein, beftimme 
den Abftand derfelben vom Mittelpunkt und conftruive nun 
über die Verbindungsftredte des gegebenen Punktes und des 
Kreismittelpunftes als Hypotenuſe ein rechtwinkliges Dreied, 
deſſen eine Kathete gleich jenem Abftande iſt. 

2. Auflöſung. Bezeichnet 1 die Länge der gegebenen 
Strecke, a und b die zwei Abfchnitte irgend einer durch den 
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13) 


14) 


15) 


Achter Abſchuitt. 


gegebenen Punkt gezogenen Sehne und ift x ber eine Ab- 

ſchnitt der Sehne 1, jo verhält ſich nach $. 163 
a:x=1—x:b 

Suche hieraus x und conftruire den Werth. 

Die Sefante jei x und die vom gegebenen Punkte aus an 

den Kreis gezogene Tangente — a, jo ſoll fi) verhalten 
xıa=a: y 

aljo wird 2 —2a%, x— Y2a7, 

was num leicht zu conftruiren ift. 

1. Auflöjung. Trage in den gegebenen Kreis zwei Centri- 

winfel nebeneinander, welche doppelt jo groß find als zwei 

Winkel des gegebenen Dreieds, jo beftimmen die Durch— 

ſchnittspunkte der Schenkel mit der Peripherie des Kreijes 

die Eckpunkte des Dreieds. 

Die Nichtigkeit ergibt fih aus S. 107 und 8. 144. 

Fig. boa. 2. Auflöfung. Beſchreibe um das 
gegebene Dreied einen Kreis, der durch 
die drei Eckpunkte geht, zeichne von dem 
Mittelpunkte deſſelben aus mit dem 
Halbmeſſer des gegebenen Kreiſes einen 
zweiten Kreis und verlängere (went 
dies nöthig iſt) die zu den Eckpunkten 
des gegebenen Dreieds gehörigen 
Radien bis zum Durchſchnitt mit der 
Peripherie des zweiten Kreifes u. |. w. 

Ziehe an den Kreis irgend eine Tangente, dann eine zweite, 
welche jene unter einem Winkel ſchneidet, der gleich einem 
Winfel des gegebenen Dreiecks ift (vergl. $. 110. B. 11.). 


15a) Nach 8. 166 ift (Fig. 66a) 


ac,bd=ab.ed+be.ad .......... () 
und nad) A. 3d.: \ 
ac:bd=ab.ad + chb.cd:ba.be-+da.de (2) 
Gonftruire nun ab. cd = x?; 
be. ad — y}; ab.ad = 2}; 
cb.cd= u?; ba. be = v?; 
da de — r; x⸗y — Aꝛr; 
+ ?=-B; v 2 ⸗ 02 





—— — — — — * 
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ſo hat man: ac.bd = A? 
ac: bd = B?!: 2 
Dur Subftitution von ba folgt: 
.a:rA=B:C, 
wornach ac conftruirt werben kann. Beſtimmt man ebenfo 
bd, fo läßt ſich nun leicht das Viereck verzeichnen und hier- 
nad der Kreis conftruiven. 


15b) Betrachte die Aufgabe als gelöft, ziehe vom. Mittelpunkt ver 


16) 


concentriſchen Kreije aus eine Berührende und die Centrale 
zu dem gefundenen Kreife und wende hierauf $. 98 und 
8. 165 zur Beftimmung des zu ſuchenden Kreishalbmeſſers an. 
€8 fei A abe (Fig. 67) ver gegebene und p der Punkt. 
Nehmen wir an, die Aufgabe. jei gelöft, jo erficht man aus 


Fig. 67. 


der Figur, daß die durch p gehende, auf der Halbirungslinie 
bh des abe ſtehende Strecke df eine Sefante ift, und 
daß, wenn g den Berührungspumft bezeichnet, fich nach 8. 165 
..df:dg — dg : dp 
verhalten, oder daß 
dg = Vät. dp 
fein muß. Dieſer Ausdruck ift nun nach obiger Aufgabe 1. 4.) 
zu conſtruiren. 
Anmerkungen. 1) Da dg auch nach dk geſchlagen werben kann, 
fo ergibt ſich noch ein zweiter Kreis, welcher der Bedingung entfpricht. 
2. Eine andere Auflöfnng ergibt fih auch durch Anwendung der 
Bufäge des $. 169, 
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17) Es ſeien p und p‘ (Fig. 68) die zwei Punkte, ab bie ges 
gebene Gerade. Iſt pp‘f der zu juchende Kreis, der ab in f 
berührt, fo muß fich verhalten: 

dpk: df — df : dp‘, 
Fig. 68. 


Conſtruire alfo die mittlere geometrifche Proportionale zu 
dp und dp’ und trage diefe von d aus gegen a auf ab ab. 
Anmerkung. Man erhält zwei Kreife, welche genügen. 
18) Es jeien a und b ($ig. 69) die beiden Kreife, cd die Ge— 
vade. Zieht man fg // cd in einer Entfernung von cd, 
Fig. 69. 


welche — dem Halbmefjer dieſer Kreife ift und conftruirt 
nach vworhergehender Aufgabe einen Kreis, "welcher durch die 
Mittelpunkte der beiden gegebenen Kreije a und b geht und 
die Gerade fg berührt, fo muß der Mittelpunft diefes Kreifes 
zugleich dev Mittelpunkt des zu fuchenven fein. 

19) Ziehe in vorhergehender Aufgabe die Gerade fg auf derſelben 
Seite der Geraden cd, auf welcher die Kreife liegen, in einer 
Entfernung gleich dem Halbmeffer der beiden Kreife parallel 
mit cd, und verfahre dann ähnlich wie vorhin. 
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20) Es feien p und p‘ (ig. 70) die gegebenen Punkte, ab ber 
gegebene Kreis. Beſchreibe irgend einen Bogen cpd, welcher 
durch p und p‘ geht und ben Kreis ab in zwei Punkten f 
und g ſchneidet und ziehe von dem Durchſchnittspunkt h der 


Fig. ®. 


Geraden p‘p und gf aus die Tangente hm. an ven Kreis 
ab, fo ift m zugleich der Verührungspunft des zu ſuchenden 
Kreifes, der nun leicht zu conftruiven ift. 

Beweis. Da’hg.hf=hp‘.bp (weil hg und hp’ Sefanten 
des Bog. cpd find) u.hg. hf—=hm? (8. 165. Zuj.), 
fo ift auch hp‘.hp= hm?, 
aljo hm eine Tangente. des gejuchten Kreifes, 

„ 21) Verfahre auf ähnliche Weife wie in vorhergehendem alle. 

22) Lege durch die zwei gegebenen Punkte einen Kreis, welcher 
ben gegebenen Kreis in zwei Punkten fehneivet u. |. f. wie 
bei Aufgabe 20. . 

23) Es fei (Sig. 71) a der Mittelpunkt des gegebenen Kreiſes, 
be- die Gerade und d der Punkt. Nehmen wir an, der 
Kreis x fei ein zu fuchender und benfen uns durch a die zu 
be ſenkrechte Strede fg und durch d die Strede fe gezogen, 

- fo muß eine durch die Berührungspunkte m und n gehenbe 
Gerade durch f gehen und 

fh. fd = fo . fm 
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ſein. Nach 8. 113. A. Lehrſatz 6. liegen die Punkte m, n,. 


k, g in der Peripherie eines Kreiſes und es iſt alſo: 
fan. fim — fk.fg, 
ſomit h.fd=fk, ſg. 


Fig. TI. 


Legt man durch k, g, d einen Kreis, fo iſt durch dieſen nach 
$. 164 der Punkt h beftimmt. Ein Kreis alſo, der durch 
die zwei Punkte hund d geht und die Gerade be berüßrt, 
ift ein zu fuchender. Beſtimme dieſen nad) Aufgabe.17 ꝛc. 

Der Aufgabe entiprechen vier Kreife, ivovon zwei ben 
Kreis ausſchließend und zwei denjelben einjchließenb berühren. 
Trägt man z. B. cm nad ep, fo hat man ben zweiten 
ausſchließend berührenden Kreis: Die beiden anderen Kreife 
werben auf ganz analoge Weije gefunden. 

24) Es feien (Fig. 72) a und b die Mittelpunfte ber zwei ges 
gebenen Kreife, c der Punkt. Nehmen wir die Aufgabe als 
gelöft an und betrachten x als den Mittelpunkt des zu 
fuchenden Kreiſes, welcher beide Kreiſe ausjchliegend berührt, 
fo find nad) $. 169. Zuf. 6. h und d potenzhaltende Punkte 
des. äußeren -Achnlichteitspunftes f und es ift 

fg.fk = fh. fd (8. 173.) 
Legt man durch g, k und c einen Kreis, jo iſt 
ö fg.fk= fe. fm = fh. fd. 
Der zu ſuchende Kreis muß alfo offenbar auch durch den 
Durchſchnittspunkt der Sefante fe ‘mit dem Hilfskreis kge 
gehen. Die Aufgabe ift jomit auf die frühere zurüdgeführt: 





ud 





\ Bon der Aehnlichteit der Figuren, 47 
Einen Kreis zu zeichnen, der durch die zwei Punkte c und 
m geht und einen ber beiden reife a, b berührt; folder 
Kreife gibt es zwei. 

Big. 72. 


Analog Täßt fich bei ber Löſung dieſer Aufgabe von dem 
inneren Achnlichfeitspunfte ausgehen und zeigen, daß abermals 
zwei Kreife der Forderung genügen, ben einen ausſchließend, 
den anderen einfehliegend zu berühren. Die Aufgabe läßt 
alſo vier Aufföfungen zur. 

Fig. 73. 


25) Es feien ab und ac (Fig. 73) die Geraden, d der Mittel 
punft des gegebenen Kreifeg, Der Mittelpunkt des zu fuchenden 
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Kreijes liegt jedenfalls in der Halbirungslinie des Winkel bac. 
Zieht man in einer Entfernung — dem Halbmeſſer r des 
gegebenen Kreifes die Geraden fg, hk // mit ab, ac, fo ift 
offenbar der Kreis, welcher durch d geht und die Geraden fg, 
hk. berührt, dem zu fuchenden Kreife concentriſch. Solcher 
Kreiſe gibt es aber (vergl, Aufgabe 16) zwei, aljo genügen 
auch zwei Kreife einer Berührung von außen. Zieht man 
die Geraden innerhalb des Winteld bac mit deſſen Schenteln 
in einem Abftande — r parallel, fo erhält man zwei Kreife, 
welche der Aufgabe genügen, den Kreis um d aber einſchließend 
berühren. Die Aufgabe geftattet jomit vier Auflöfungen, 
26) Es jeien (Fig. 74) & und b die Mittelpunfte der gegebenen 
Kreiſe, R und r deren Radien und cd bie Gerade... Beſchreibt 


Fig. 74. 


man von a aus mit R—r einen Kreis, fo wird jeder Kreis 
welcher durch den Punkt b geht, und ben um a gezeichneten 
Hilfskreis, ſowie eine mit cd in dem Abftande = r von ihr 
parallel gezogene Gerade zugleich berührt, mit dem zu juchenden 
concentrijch fein, aljo einerlei Mittelpunkt mit dieſem haben. 
Die Aufgabe ift jomit auf Aufgabe 23 zurückgeführt und ge— 
ftattet vier Auflöjungen, je nachdem bie Parallele zu cd über 
“ober unter ihr gezogen wird. 

Zeichnet man um a mit dem Radius R + r einen 
Hilfsfreis und verführt in berjelben Weiſe wie vorhin, jo 
findet man abermals vier Kreife, welche die verlangte Be— 
dingung erfüllen. 

Die vorliegende Aufgabe geftattet alſo im Ganzen acht 
Auflöfungen. 
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27) Es ſeien R, r und g der Reihe nach die Radien der ent- 
ſprechenden Kreiſe K, k und x. Belchreibt man mit R—e 
einen mit K concentrifchen Kreis K’, und mit r — o einen 
mit k concentrifchen Kreis k’, jo ift der Mittelpunkt des 
Kreifes, welcher durch den Mittelpunft des Kreifes + geht 
und die beiden Kreije K’ und k‘ berührt (vergl. Aufg. 25), 
der Mittelpuntt des zu ſuchenden Kreiſes. 

Miederholt man: diefe Auflöjfung nochmals, indem man 
aber die mit K und k concentrijchen Hilfsfreife bezüglich 
mit den Radien R + oe und r + oe beichreibt, fo erhält 
man, wie leicht erfichtlich, für vorgelegte Aufgabe im Ganzen 
acht Kreije, welche ihr genügen. 

27a) Bejchreibt man von pı, Ps, Ps aus mit den Streden a,, 
Ag, ag Kreiſe, jo müſſen diefe den zu juchenven Kreis ortho- 
gonal fchneiden. Der Mittelpunkt dieſes Kreifes ift daher 
ver Potenzpunft zu jenen drei Kreifen. 

28) Sind a und b die Seiten des gegebenen Rechteds ſo con⸗ 
ſtruire die Proportion 

a: x— x: b, 
dann iſt x die Seite des verlangten Quadrats; denn 
x a,b, 


28a) und 28b) Analog wie 28. 


29) St g die Grundlinie, h die Höhe des gegebenen Dreiecks, 
und x die Seite des zu juchenden Quadrate, fo foll fein: 


d. h. e8 ſoll fich verhalten: a 
5 : — x: h 
u. ſ. w. 
Anmertkung. Eine andere Auflöfung dieſer Aufgabe f. 8. 131. B. 18. 
30) Es fei g die Grundlinie, h die Höhe des gegebenen und y 
die Grundlinie, x die Höhe des zu fuchenden Dreiecks; jo ift 
x.y=g.h 


2 
und y? — 3) — x”, 
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Aus beiden Gleichungen findet man: 


zee 
ch V*: 


Es verhält ſich aljo: 





hıx=x: 






4 
Zeichnet man nun über der Grundlinie des gegebenen Drei- 
eds mit dieſer ein gleichjeitiges Dreieck, jo iſt deſſen Höhe 
3jg: 
= V® und x iſt nun leicht zu conftruiren u. ſ. w. 

31) Vergl. die Andeutung zu 30. 

32) It s die Seite des gegebenen Quadrats und x die des zu 
juchenden, jo conſtruire nach Lehrbuch 8. 175a, 5. Aufgabe 
die Proportion 

8: x — x: is, 
denn alsdann iſt 
xt 48, ö 

33) abed (Fig. 75) jei das gegebene Quadrat. Beſchreibe über 

ab das gleichjeitige A abf‘, ziehe durch c eine Parallele gh 


Fig. 75. 


zu fb, verfängere af und ab bis g und h, fo ift A agh 
ebenfalls gleichjeitig. Vejchreibt man nun über gh einen 
Halbkreis und trägt ge nach gk, fo iſt kh die Seite des zu 
fuchenden Dreicds und khm das Dreied. 
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Beweis, Zeichnet man über gk das gleichſeitige Dreieck 
gkp, jo iſt nach $. 182. 
A khm = A agh — A gkp, 
ver ta A gkp 2 A ngg, 
auch A khm — ahen — abed. 
34) Es ſei das Vieleck abedf (Fig. 76) in ein anderes zu ver- 
wandeln, das dem gegebenen Vieleck ghkm ähnlich iſt. Die 
Seite des zu juchenden Vielecks gHKM, welche der Seite gh 
Fig. 76. 


des Vielecks ghkm entjpricht, ſei = gH, jo muß ſich ver- 


halten ghkn : HKM = gh?: gl”, 
B oder da gHKM — abedf 
i werben joll, ghkm : abedf = gh? : gIl®, 
ober Yghku : Yabedf = gh: gH. 


Um Yghkm und Yabedf zu erhalten, verwandle man beide 

Viefede in Quadrate. Sind nun die Seiten dieſer Quadrate 

— S und s, jo hat man nach der Proportion 
S:s=gh:gH, 

die Seite, gH und hieraus endlich das Vieleck gHKM P2 

ghkm zu conftruiven, 

35) Zeichne irgend eine Raute, welche den gegebenen Winkel hat 
und. verivandle dann das gegebene Quadrat nach vorhergehender 
Aufgabe in eine andere Haute, welche jener ähnlich ift. 

36) Bezeichnet S die Seite des gegebenen gleichjeitigen Dreiecks, 
fo conftruive mit 2S und S als Katheten ein rechtiwinkliges 
Dreieck, dann ift die Hhpotenufe die Seite des zu ſuchenden 
Dreiecks. — Der Beweis beruht auf 8. 182. 

37) Bezeichnet S eine Seite des gegebenen Polhgons V und x 
die. homologe Seite des zu ſuchenden Polygons v⸗ ſo serfält ſich 

Vır=St:x, 
Epip. Anhang z. Lehrb. d. chenen Geometrie. 6. auf. 6 
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38 Nach $. 162.1. Die halbe Sehne muß gleich der Quadrat 


Achter Abſchnitt. 


oder da v-4WV 
werben foll, 3:1=-$:%, 
oder Stıex:önim 





jeite fein. 


33a) Verwandle das zweite Rechteck in ein Quadrat und verfahre 


alsdann nach 38. 


38b) a) Bezeichnet S die Summe, x die eine Site des Recht» 


39) 


4)) 


42) 


43) 


ecks, a die Seite des Quadrats, fo fee 

x (S — x) — as. 
Beſtimme hieraus den Werth von x und conſtruire denſelben. 
Analog iſt bei 4) zu verfahren. 
Theile die der Ede gegenüberliegende Seite nach dem ge— 
gebenen Berhältniffe u. ſ. f. 
Verwandle das Viereck von ber beftimmten Ede aus in ein 
Dreied u. ſ. w. nad) 39. 

41) a) Iſt abe (Fig. 77) das ge- 
gebene Dreied, fo beſchreibe 
über einer Seite ab einen Halb⸗ 
kreis, errichte df in der Mitte 
von ab fenfrecht auf diefe Seite 
und trage ad nach ag, fo ilt 
gh // be die verlangte Hal- 
birungsfinie. 

Beweis. Nach 8. 178 verhält ſich: 
A abe: A agh = ab? : ag? — ab? : ad?, 
ober nad) $. 162. 2. 
Aabe: Aagh=abt:ab.af—ab:af—=2:1 

Um b) und c) zu Töjen, theife man bie Seite ab be- 
züglich in 3 umd 4 gleiche Theile u. j. w. wie bei a). 
Theile ab (Fig. 77) nad dem gegebenen Verhältniffe und 
verfahre dann ähnlich wie bei Aufgabe 41. \ 
Ziehe durch den Edpunft b (Fig. 78) des gegebenen Dreieck 
eine Paralfele bd zu der gegebenen Geraden mn. Ange: 
nommen nun gh fei eine ber zu juchenden Theillinien, fı 
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verhält fih A abd : A ngh = ad? : ahı?, oder da, wenn 
af = +ac gemacht wird, ö 
A agh = A abf = 4A abe 
ift, und fich verhält 
A abd : A abf = ad: af — ad: Zac, 
jo folgt: ad?: ah? — ad : $ac, 
ober ad: ah ah: $ac, 
was nun leicht conftruirt werden kann, wie aus ber Figur 
zu erjehen ift. 
Auf gleiche Weife wird die zweite Theillinie erhalten. 


430) Bezeichnen a, b und e Fig. 78. 


die drei Seiten des ge- 
gebenen Dreieds, x und 
y die'Entfernungen der 
Durchſchnittspunkte der 
Transverſale mit den 
Seiten a und b von 
deren  Vereinigungs- 


punkt, jo hat man 


44) 


x+ty=ı—ıx+ 

b—-y-+eoverx+ 

y=+(a+b-+e) un xy — tab, wodurd die Aufgabe 
auf 2d. zurücgeführt it. 

Iſt abed (Fig. 79. folg. S.) das gegebene Paralleltrapez 
und wird angenommen, daß fg -die zu ſuchende Theillinie 
jei, jo verhält fih, wenn man ad und be bis zum Durch— 
ſchnitt h verlängert: " 

A fgh — A dhe : A dhe = fg? — de? : de? 

und 

A abh — A dhe : A dhe = ab? — de? : le? 
woraus folgt: fged : abed = fg? — de? : ab? — des. 





Da nun abed — 2fged 


fein jo, fo muß auch 

ab? — de? = 2 (fg? — de?), 
‚oder fg? = + (ab? + de?) 
ſein. 


Conſtruire nun Y(ab? + de?). Iſt die gefundene Strecke 


3 B. duch x bezeichnet, jo ift die Hypotenuſe eines gleich- 
6* 
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ſchenkligen rechtwinkligen Dreieds, deſſen Ratheten — a find, 
die zu fuchende Halbirungslinie, welche nun der Aufgabe 
entfprechend einzutragen ift. 

45) Bezeichnet s die Seite des gegebenen Dreied®, x bie des zu 
fuchenden, jo joll 19 gerfalten 

:2= 8: 

woraus folgt: x Vi. 
Eonftruire dieſen Ausdrud :c. 


Fig. 80. 


46) Iſt abe (Fig. 80) das gegebene gleichieitige Dreieck, und 
man denkt fi das verlangte Quadrat dfgh conftruirt, jo 
wird ſich, wenn man bie Dähe em zieht, verhalten: 

ab:cn=hg:en 
ober ab: =bg:cm — bg 
oder ab em: J = cm: hg, 
woraus fich die Quadratjeite con« 
ſtruiren läßt u. ſ. w. 
47) Die Quadratjeite ift = 4 ber 
Hypotenuſe. 
48) Angenommen das Quadrat dfgh 
(Fig. 81) jei das zw. juchende, 
wenn abe das gegebene Dreieck 
ift, dann wird fich verhalten: 
ab:hg= cm: ck, 
oder ab:df =cm:cm — df, 
oder ab-+ cm: ab= em: df. 
Zeichnet man daher über ab das 
Quadrat abpn und zieht en und ” 
ep, fo ift der Theil df, welcher 
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zwiſchen dieſen Streden auf ab ſich befindet, die Seite bes 
zu fuchenden Quadrats, denn es verhält fidh: 
eq:np—= em: df, 
ober . Fig. 82. 
ab + cm: ab = em: df. 
Anmert. Die Rictigteit folgt 
auch aus $. 138. 
49) Es fei abe (Fig. 82) das gege- 
bene Dreied. Soll nun A dfg 
gleichjeitig und +A abe fein, jo 
muß Aadf2 A fbg2 A ogd 
und = 4A abe werben. Da 
fih nun verhält (8. 179.) 
" A abe: A fbg = ab. be: fb . bg, 
ſo folgt: be 
ober fb.af — 4ab®, 
oder  fb (ab — fb) — Hab, - 
und hieraus: fb= F ab — 3) 
Diefer Ausdruck ift num nach Früherem leicht zu con- 
ſtruiren. 
49a) Berückſichtigt man, daß bie an a, b, c (Fig. 82) liegenden 
Dreiecke halbe gleichjeitige und unter einander congruent find, 
alfo ad — faf = 4ed — ac ift, fo ergibt jich hieraus 
leicht die Conftruction. 





Fig. 83, 


49b) Es jei adfg (Fig. 83) das gegebene Quadrat. Im zweiten 
Beweiſe zu 8. 126 wurde gezeigt, daß wenn ab — cd und 


50) 


Achter Abſchnitt. 


he unb kb _! be find, die AA abe, cdh zc. congruent 

jein müffen und behk ein Quadrat jein muß. 

Zoll nun dieſes =} adfg fein, jo ift jedes der angeführten 

Dreiede, wie z. B. abe — +4 adfg, folglic) 
ac.ab=t+adl.ag, ' 

ober ac. de — 4 ad? 

u. j. w. wie bei Aufgabe 49. 

Bezeichnet x die Quadratfeite, r den Halbmeffer, jo ſoll ſich 

verhalten: r + 3: x — x:r — 


Hieraus folgt: x — r? u. ſ. w. nach 49b.) 


504) Vergl. 8. 172 und 8. 184. A. 18. 
50b) Ziehe einen zur Diagonale des gegebenen Rechtecks parallelen 


Durchmeſſer, von den Endpunkten deſſelben aus Sehnen 
parallel zu den Rechteckſeiten zc. 


500) Nehmen wir an die Aufgabe jei gelöft und abe (Fig. 83a) 


das Dreieck, deſſen Seiten durch die drei gegebenen Punkte 
Fig. 53a. 


Par Per Ps gehen. Zieht man alsdann pı, Par bd // PıPar 
ed 5i8 f, jo it A pꝛef > A papıa, denn $ a+ 4 bde 
= 2R und I cf + I bde — 28, alſo Ja 
A eſp, und ebenfo, wenn man bg // fp; und gd bis h 
zieht, A psfe «> A dfh, weil Ip; = I gbe = A gde 
= hat ift. " 
Es verhält fich fomit 
PsPı ! Ps@ = PC : Pat 





50d) 


1) 


2) 


3) 
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und . fp,:fe= fd: fh, 
‚oder da Ps& . PC = Prk . P38 
und fe. fd — fn.fq 
ift, au - PaPı : Pak = pas: paf 
und fp, : fon = fq : fh. 


Hiernach laffen fich jomit die Punkte f und h leicht 
beitimmen. 

Berüdfichtigt man ferner, daß I gbd = I pefſp 
(weil bd // pıps und bg // fp;) und gbd = 4% gmd, 
alſo I mdh befannt ift, jo ergibt fich Hieraus folgende 
Conſtruction: 

Beſtimme nach vorſtehenden Proportionen die beiden 
Punkte f und h, beſchreibe alsdann über mh einen Bogen, 
welcher den Winkel mdh = I dmg + I dgm — 
I dmg +4 (ER — I dmg) = 4 I dmg + R 
= A gbd R— A pp FR fäht, fo ift Punkt 
d gefunden. Zieht man nun bd // P,Ps, fo tft b beitimmt 
und die Punfte a und c ergeben fich nm leicht. 

Nimmt man die Aufgabe als gelöft an und bezeichen g,, 
24, &; die drei Geraden, d,, d,, d, die auf denſelben 
liegenden Edpunfte des Dreiecks, b,, b,, bz die Berührungs⸗ 
punkte der Seiten d,d,, d,d,, d,d,, jo ericheinen b,b,, b,b;,, 
b,b, als PBolare der Punkte d,, dz, ds. Die Pole von 
&ır Zar &s liegen jomit der Reihe nach auf b,b,, b,b,, b,b, 
(8. 175). Bezeichnen daher P,, Pa, Ps dieſe Pole und man 
conftruirt nach der vorhergehenden Aufgabe ein in den Kreis 
gezeichneteg Dreieck b, b, b,, deſſen Seiten bezüglich durch 
Pır Par Ps geben, fo beitimmen die Edpunfte b,, bs, b; 
die Berührungspunkte des zu juchenden umjchriebenen Dreieds, 


6 Berechnungen. 
Die Seiten find 7,8” und 10,6” Yang. 

Andeutung Iſt x die ver größten Seite des gegebenen 
Dreieds entjprechende Seite im anderen Dreied, jo 
verhält fih 174 :58 = 318: x u. ſ. w. 

Auf 108,5” beträgt die Entfernung = 7”, auf der anderen 
Seite = 8”. (Vergl. $. 144. Zuf. 2.) 
Die Höhe. beträgt 74,25”. 


. 
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Andeutung Die Höhe des Gegenftanbes- und Die 
Yänge des von ihm geiworfenen Schattens bilden Die 
Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, das dem Dreiecke 
ähnlich ift, von welchen der Stab und deſſen Schatten 
die Ratheten bilden. 
4) Höhe = 10,8”, Inhalt = 126 360". 
Andeutung Nah 8. 156. Zuſ. 1 
5) Die beiden Katheten find 21,6”. und 69 ‚62”; die Höhe — 
20,63”. (Siehe S. 156. Zuf. 1. und 2) 
6) Hypotenuſe = 41,26”, die Katheten = 12,95” und 43,31”, 
Andeutung Suche nad) 8. 156. Zuf. 1. den anderen 
| Abſchnitt ꝛc. 
7) Die Abſchnitte find 11,7” und 20,8”, 
Andeutung Der eine Abfchnitt ſei = x, ſo iſt der 
andere — 32,5 — x, folglich verhält Nic x: 15,6 = 
15,6 : 325 —_xumim. 
8) Katheten = 21,9” und 29,2”; Höhe — 17,52”. 
Andeutung Setze die eine Kathete — x, den an ihr 
fiegenden Abſchnitt der Hypotenuſe = y und bilde 
nach 8. 156 zwei Gleichungen. 
9) Die Seiten find 29,1” und 48,5”. 
Andeutung Die eine Seite jei = 7 2° it die an 
dere = 776 — x u. ſ. w. nad $ 1 
9a) ab = 163,923" , be = 146,9694* ; Inhalt = sn 75320”; 
af = 119,997"; bf = 84,8512”; fe = 62,1182”., 
Andeutung, DIA Zıd- 75°, jo ijt 
af = ac. Fällt man nun cd __ ab, fo wird ad — 
4 ac, cd = bd Vac? — ad ad?; be = Yed?- + bd? und 
nad) 8. 153 laſſen fih nun feicht cf und bf berechnen 
10) Die Seiten find 1,3”; 1,8” und 1,27”, 
Andeutung. Beftimme den Umfang des zweiten Drei- 
eds und verfahre dann nad) 8. 176. 
11) Inhalt = 203,720”. 
Andentung Nach 8. 178 verhält ih - 
3259,6 : x —= 112,4? : 28,1? ꝛc. 
12) Seiten .— 12,6”; 16,8” und 21”. | 
| Andeutung. 3it bie der Seite 44,1” entiprechende 
Seite = x, jo verhält fih nach $.. 178 
1296,54 : 105,84 = 44,1? : x? ꝛc. 
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Andeutung. Berechne nach der Formel ber Aufg. 5. 
des 8..137a. den Inhalt des Dreiecks aus den brei 
Seiten und verfahre dann wie vorhin. 
14) Seiten = 4,88” und 13,38”, 
Andentung. Zwei.homologe Seiten seten x und x—8,5, 
jo ‚verhält Tich 
24,36 : 182,7 — (x — 85)? : 
Ziehe gliedweife die Quadratwurzel * u. ſ. w. 
14a) Seiten = 10,8" und 8,1”. 
15} Die fünf Seiten find: 2,4”; 4”; 2,2”; 3= und 4,4”. 
Andeutung. Rechne den Umfang des erſten Fünfecks 
und verfahre dann nach 8. 1 
16) Die eine Seite = 15”, Die obere — 30", 
Andeutung Die Seite des eriten Polygons jei = x, 
jo ift die des anderen = x + 15; alſo verhält ſich 
nach S. 181. 
46,37 , 18548 = x? : (x + 15)%. 


| Ziehe die Quadratwurzel aus jedem Gliede zc. 
| 17) ad = 169,7”; af = 190,9”, 
| Andeutung. Nach 8. 178. 
18) ad = 333,07", af — 444,09° und df = 555, 116”, 
Andeutung. Berechne zuerft den Inhalt des A abe, 
dann verhält jich 
A abe : A adf = ab? : ad}, 
woraus ad beſtimmt werden kann u. ſ. w. 
19) ad = 40,193”, ag = 57,66”; af = 54,39”; ah — 76,88", 
19a) Die Theillinie ſchueidet die Seite ab in einer Entfernung 
—= 88,4” von b, 
Andeutung Vergl. $ 179. 

195) Eine Theillinie ſchneidet Die Seite ab in einer Entfernung 
= 222,22” von b, Die andere die Seite ac in einer Ent- 
fenung = 208 ‚33 von c, 

ı Andeutung Wach 8. 179. 

20) Zwei Theillinten jehneiden die Seite ab in den Entfernungen 
941,4166 und 812,154” von b; die dritte trifft die Seite 
ac um 320,75” von c entfernt. 

Andeutung. DBerechne zuerit den Inhalt des A abe, 
dann die Inhalte der beiden mittleren Theile und fuche 


13) Die Seiten find 74,8”; 56,1" uud 98,5", 


1 


m gg 
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num nach 8. 179 die Durchſchi 

mit ben Dreiedjeiten ba und 

21) Die Fußpunfte der Theillinien find : 
von a entfernt; erſtere ift 30,154” 

Big. 64. And 

zu 


IDED 


A bie — 541,265620" ı 
1190,784380”. Da aljo 2 
fo fallen beide Theilfinien m 
Nun verhält fich 





A abd 
A ab _ 
ober 577,35 : 1190,78438 
und 2.577,35 : 1190,78438 
woraus an und aq zu befti 
linien laſſen ſich dann leicht 1 
. 21a) Di 
Fig. 85. ) um 
22) De 
ed 


8% 
un 
mu 
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Beichreibt man nun über pf einen Halbfreis, mit pg ven 
Bogen gq und madıt kn = fq, jo ift pmn die zu ſuchende 
Theillinie,; dem A krn & A fpo A pmg; alſo A 
über fq = A über fp — A über gp ($. 182) 

oder Ank=A fpr — 4 gpb 
oder | A ork = frmg; 

alfo, wenn auf beiden Seiten rkem = rkem abdirt wird, 


A nme = fgck = n IA abc. 


Es verhält fih nun, weil A pgb m A abe ift: 
1) pg: pb = ac: ab, 








. c.d 
alſo Pg pq — 
2 be: pb — be: ab, a 
3) ecg — ch bg = b 9 
und da Acgdo A cbh, 
jo verhält ſch cg : cb = cd: ch. 
Hieraus ergibt ſih ch = Se, 
oder nach 3) und weil cd — — .ac, 
b.- 
ho — — a.0 
° b(ia+d) n(a + d) 
& 


alio 
c X 
ek ,—m,, (a + d)’ 
jomit nach 1) und 4) 


c.d 
5) pf == — — 





.c 
Bars 
kn = fg = Au pP) 


-Vl 4% 3: ara) ] 


Voten narat An? a3 





le) 
m 
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Anꝰ (a + d)2]! 
oder 
6) kn — 





— 


.n J +49 
folglich da en — ck 4 —9 
nach 4) und 6) 

a,c 


en 








2 Jucz ha, ara (4.n.d(a+d) +3?) 


-; ERIC) [» +vy@ın. Er aaFore]. 


"Ferner verhält ſich nach $. 179, 
Aabe:Amne=be.ca:me.cen 





oder n:1l =b.e :me.on, 
b.e 
alſo ift me — 
oder wenn man den Werth von cn Ehubſtituirt: 
me 2b (a + d) 








a+vYl&.n.d(a+dtas) 
22a) Beide Theillinien ſchneiden die Seite ab. Die Entfernungen 
ihrer Durchſchnitte von a find auf ab 134,49” und 212,59”, 
auf ac dagegen 96,07” und 151,85”. Die Länge der einen 
beträgt 88,6”, die der anderen 140”, 
22b) 516,11” und 816,04” von a entfernt. 

Andentung. Zieht man von b aus die Höhe und eine 
zu ben Theillinien paralfele Gerade, jo bilden dieſe mit 
ac ein halbes gleichjeitigeg Dreied u. ſ. w. ähnlid wie 
bei Aufgabe 222). 

22c) 140,72” und 178” von b entfernt. 
dig. 56. Andentung. Zieht man durch c 
die Höfe und eine Parallele 
zu den Theillinien, fo entfteht 
ein gleichſchenkliges rechtwink⸗ 
liges Dreieck u. ſ. w: 
23) Abſiand dg — 74,97”; Theil- 
linie mn = 141,42”. 
Andeutung. (Fig. 86). Dentt 
man fi dh // cb gezogen, fo ift A dmk n.A da 
und es verhält ſich: 
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I. mn —.de : ah == dg : df, 





ferner ift 
IL de + mn .dg— abed ( 9800), 
oder I. 7Tmn — Dig — 


und II, 120dg + mn .dg — 19600. 
Subftituire den Werth von dg aus I. in II. ꝛc. 


23) dg — 39,34”; mn — 142,46”. 
23b) ($ig.87.) at — 50”; dg— 150"; Fig. 81. 


24) 


ch—=41”; ck = 123”; Inhalt 
cdfh = 23400”; Inhalt hfgk 
= 600°; Inhalt kgab = 
374400”. 
Andeutung. Iſt fh : de 
= q, ſo wird 39q° — 312, 
q= 2; alio fh = 2de, 
gk = 4de, 
Nun verhält fich 
Whg: fh: sc: ab — 13234, 


alſo iſt d=- = 50" u. ſ. w. 
Ebenfo ch= * — 4l" u. ſ. w. 


Biehe num dm // ch, dn i_ fh, berechne fn und da 

und hieraus den Inhalt von cdfh u. ſ. w. 
dp = 15,97, 

Andeutung. E8 verhält ſich (Big. 88) cd: ab — 
eq : gh, alfo ift gh —= 75"; folglich: 

Werth von abhıg — 100475 , 39. gan. — 5250Mr. 
0,5 Mat — 33751. 
alfo Werth von abo — 8625Mt. 
demnah der halbe Werth von abe — 4312,5 ME. 
Die Tpeillinie mn fällt alſo in die Fläche abgh. Der 
Werth von abmn ift aber . 

100 + mn 
2 





*» : gie= 





.dp.3 Mt, 
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und aus der Proportion 

80 : 100 = 80 — dp: mn 
folgt: 

mn = 100 — bp. 

Man erhält hieraus die Gleichung 


[100+ 100? ze) Ad _ 43195 
und hieraus 


2 
dp? — 160 . dp = — 2300 ır. 
24a) 824” von ab entfernt. 
Andeutung. Bezeichnet mn (Fig. 89) die Theilfinie, 
fo berechne zuerft den Werth 'von abed — 37500 Mt. 
und bilve dann die Gleichung 5 
EP am. 2 + (ab — pn) 2.3 = 37500, 
Beftimme hierauf aus ber Broportion 
ab: be = ab — pn : am 


den Werth von pn und führe dieſen in obige Gleichung ein. 
Fia. 89, 











24b) cp = 644,9”, 

Andeutung. Suche (Fig. 186 im Lehrbuch) zuerjt db, 
dann cd, hierauf die Werthe von bde und ade, hieraus 
den halben Werth von abe = 9448,76 Mi. Drücke 
nun mp und np in cp aus mittelft der Proportionen 

ep:pm= cd:ad 
B op:pn=cd:dbuf.w. 
25) fp = 15,23”. ° 
Andeutung. Der halbe Werth von abed (Fig. 90) 
wird — 1642,5 ME. Aus den ähnlichen Dreieder 
amq und ade folgt: 


ma —⸗ zg pf 


Bon der Aehnlichkeit der Figuren. 95 


und aus der Aehnlichkeit der Dreiede abe und qne 
ergibt fich: 


Fig. 90. 





_ 20.86 —_ Pf), 

36 
Nun iſt alſo der Wertb 
25. p 5 12 
von amg — 2, Pf. 5 .5— jaa Pf 


von abnq = |40 el 5 3* 120pf— dpꝑ. 
Man erhält daher bie Sleihiung: 
pf? + 120 pf — 5 pf?— 16425 


144 
ober pf? _ 3456 f=— 304 u. 1 w. 


23 23 
N Andeutung. .Halber Werth von abed (Fig. 91) ift 
3625 Mar. 


Fig. 91. 





(af + mg) fg _(10 + mg) fg 
2 2 ! 

2 (fh + gk) fg 
2 


Werth von afgm — 


2 - fhkg - —=(100 —mgjfg, 


ol abuk — 3b +km)ig,_ 3 204 kn) iR 
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Aus fd — fg:mg — fd: af 
fl — fg: kn = fd: hb 
zig 


ergibt fh mg = 10 — ® und kn = 90: 7° 


Subitituire diefe Werthe und bilde bie enffprehente 
Sleihung. Nach gehöriger Reduction ergibt fich: 
fg? — 340 fg = — 7250. 
27) cp = 29,76”. 
Andeutung. Beſtimme zuerſt cd und ad, alsdann 
mittelft der Proportionen 
cp:mp = cd: ad 
und cp:pn = cd : bd, 
mp = 4 cp und pn = 3 cp. - 
3 | 4 a 
Bilde nun die Gleihung: 
Werth von mpe + Werth von npe = Werth von 
adpm + Werth von dbpn + 280, jo folgt nach ge⸗ 
höriger Reduction: 
2,725 cp? — 2416,618 ic. 
28) fp = 30,129, | 


Andeutung. Beſtimme af = 60"; mg = = pf; 
ng — 5 (80 pf). Bilde bie entſprechende Gleichung, 


io folgt ſchließlich: 
pf? — 470,5882 pf = — 13270,5882. 


— — —— — 
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Neunter Abfchnitt. 


Der Kreis in Verbindung mit den ein- und umgefchriebenen 
zegelmäßigen Vielecken und die Berechnung des Kreifes. 


8. 209. 
A. Lehrſätze. 

1) Iſt S, die Seite des umgeſchriebenen und =; die des einge» 
ſchriebenen regelmäßigen Dreieds, und bezeichnet r den Halb- 
meffer des Kreiſes, fo verhält ſich 

5m 

2) Setzt man in 8. 198 für s=r, fo wird die Seite des um— 
geihriebenen regelmäßigen Schseds oder S, — ar 3. Nach 
8. 190 iſt aber die Seite des eingeſchriebenen Dreiecks oder 
= r8, — verhält ſich: 

S: — rY3=2:3. 
2a) Wende $. 132. A. Aufgabe 10c. an. 
Fig. 9a. 


S:,=r: 


2b) (Fig. 9a.) Da A ebd — A bea = A bac, jo jind 

die Dreiede beg und abe gleichſchenklich und einander Ähnlich 
Daher verhält fi: 

ac: ab = be : ge. 

Spig. Anhang 4. Lehrb. d. ebenen Gcometrie. 6. Aufl. 


ER 
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Nun ift aber X abg = I agb (8. 167. Zuſ. 1 u. 3), 
alſo ab == ag — be, 
daher ac:ag — ag: ge 

3) Setzt man in 8. 196 für ad ben in 8. 193 für die Zehned- 
feite &,. gefundenen Werth, jo ftellt die dort mit s bezeichnete 
Seite ab die Seite 3, des regelmäßigen Fünfeds vor. Beſtimmt 
man dieſe hieraus, fo folgt: 

—E 2 rao — 2y5). 


2 2 
ao vr, 


Nach 8. 193 iſt aber 
2 2 
0° = 762-7 — 7. P5. 
Daher ft 63* — 5,0? + RR. 


4) Iſt ab (Fig. 91b) die Seite des fternförmigen, ac die des 
gewöhnlichen · convexen BZehneds, jo hat man: 


- A bac—= I abm 
A aed — I ad — I bdm —  bind, 
daher ab = ad + db = ac -+ mb. 


5) Nach 8. 184. A. 3b ift (Fig. 91c.) 
pp.d=er.f=r.cd 
P.bd—r.bg=r.ad 
pe.d=r.ch=r.bd' 

Multiplicire nun dieſe Gleichungen mit einander u. ſ. ws 
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geſchriebenen congruent ſind. 
Fig. 91e. 


nad $. 162. 1. 


R+r:ie=e:R—nr 


alſo iſt R+)R-)=e, 
daher auch m (R? — rn?) = ne; 
was zu beweiſen iſt. 


fo verhält ſich nach 8. 157: 
kb: qk = pb: qp 





6) Es entſteht durch bie Zeichnung des umgeſchriebenen gleich— 
jeitigen Dreied8 über jeder Seite des eingeſchriebenen ein weiteres 
gleichjeitiges Dreieck, welche alfe unter einander und dem ein⸗ 


7) Sind R und r die Radien ber beiden concentriſchen Kreiſe, 
und bezeichnet man die halbe Sehne des größeren Kreifes, 
welche den Heineren Kreis berührt, durch E, jo verhält ſich 


8) Da (Fig. 199 im Lehrh.) der I qpb durch pk halbirt wird, 


ober da Agp om A xpq, 

auch kb:k=-g:x=TU,:u 

oder kb + gk : 2gk = U, + u, : 2u, 

oder gb : 2gk = U, + u, : 2u, 

ober da U, = 20. qb, U, — Mm. 

iſt, ſich alfo verhält: 

gb : 2gk = U, : U, 

auch T,:U,=U,+ u: 2u, 
2U,u, 

woraus folgt: U„= 


Ur, 
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9) Da (Fig. 199 im Lehrb.) A kn m A gun 
jo verhält ſich dKk:qn=gqn:c 
ober U, : 0, = W :ı 

10) €8 verhält ſich (Fig. 199 im Lehrbuche): 

Abpg:Anpg=bp:np=bp:r 
oder nach $. 157: 
2n. Abpq :?2n. Anpq — bk: kq 


ober In tig — bk: kq 

oder J. + in: dien = bk + kg: 2kq 
— bq:2kq 
Zu me 
-J,:J, 


Hieraus folgt —— 
11) Da (Fig. 199 im Rehebude) IS pam A 


fo verhäft fich px: pq — pq: pb 
oder px: pn = pn: pb 
ober " px.gqx:pn.gx=pn.gx:pb 
ober Apg:Apq=Apgn: A 
oder 2n.Apgx:2n. A pn — 2n.. A pgn 
oder in: inn — in: I 


B. Conſtructionen. 
1) Vergl. 8. 196. Anmerkung 2. 
1a) Die Seiten ſowohl als 
ſprechenden Gentriwintel di 
halb fo groß fein, als dir 
Elemente des nE&ds. Iſt dc 
die Seite des nEds; c' 
deſſelben, jo mache df | 
siehe da und db; mache ı 
ift hk // ab die verlang 
1b) ft ab (Fig. 93) bie r 
Mittelpunkt, fo ziehe c 
ſtruire nun a:x — 
d=dg=x, fo ift fg bie verlangte 2 
Aßg=-Amdd-= r A cab xc. 
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zu fuchenden Kreifes muß gleich ber 
ex gegebenen Kreiſe fein. 

ſuchenden Fig. 9. 

ferenz der 

ven Kreiſe. 

nes Qua⸗ 

er Summe 

adien der 

iſt dieſelb 

zu fuchen- 


3 Vorher: 


min 
8 des ber 
iſtruire hiernach r. 
m:n=mn:n 
mn — x2, dann aus der Proportion 
iır=x:n 
ben Radius r. 
5c) Siehe in 8. 184. B. 41. die Seite ab (Fig. 77) als Radius 
des gegebenen Kreiſes an und beftimme wie dort den Punkt g, 
jo ift ag der zu fuchende Radius, denn es verhält ſich: 
J i — Ra: ag? — abꝰ: ade — ab- af — 2:1, 
5d) Theile den Radius des gegebenen Kreiſes entſprechend wie 
in 8. 184. B. 42. die Seite ab. 


‚ C. Berechnungen. 
1) Seite = 13,8564”, 
Andentung. Vergl. 8. 190. 
1a) Halbmeſſer — 5”. 
2) Seite — 3,108”. 
Andeutung Durch Subftitution des Werthes von R 
in $. 193. 
28) Radius — 15”. 
2b) Seite — 1,086”, 
Andentung. Vergl. die Anmerkung zu 8. 196. 
2c) Radius — 25”. 
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20) Seite» = RY2 — Y2 = 0,1653668 . R. 
Andeutung. Bergl. 8. 191 und 8. 196. 
2e) Halbmeijer = 1,829”. j 
2) Sie, 5 vio—2y5 = 1,1755706 . BR. 
Andeutung. Vergl. $. 193 und $. 196. 
2g) Halbmeſſer = 8". 





3 4 - EV ar an = KV ort ar 
dig. 91. Andeutung. Es fei (Fig. 94) 


ac — 8, uud ab=s,, ſo ver- 
hält fih, da A acf A deg 
ift, ac: af = de : dg, oder 


“ee 


woraus nun s, leicht zu bes 
beftimmen ijt. 
Anmerkung. Man fan and) in $. 196. ©. als unbelannt an- 
nehmen umd dieſes aus der dort ethaltenen Formel entwideln. 
4) 2) = 2r Y3 = 34641016 . r. 
b) S, — 2r. 
e) 5 = Ary5—2y5 — 14530852 . r. 
),—- * Y3 = 11547005 . r. 


e) S. — (2 — 1) = 08284271 .r. 
Yu V’ 2 


8) Si = ay7 43 =2r (2—Y 3) —0,5358984 . r. 
5) Zünfedjeite = 6,18”. 
Andeutung. Beſtimme aus der oben für die Seite 
des eingejchriebenen Fünfecks erhaltenen Formel 
ara - ay5) 
den Radius R, dann nach dem pythagoräiſchen Lehrjage 
die Entfernung r des Mittelpunftes von jener Seite, 
fo erhält man zulegt die verlangte Fünfedjeite x aus 
der Proportion 
x:5=R:r 





= 0,6498394 . r. 
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6) Halbmeffer — 8,5599”. 
, 2r.S 
DE ya 
Anbeutung. Verfahre ahnlich wie in 8. 198. 
Aa)a), = 2 Y3 = 0,2886751 S. 


br, = > = (058 
| — 
| er, -5 "ET? _ 0,6881909 8. 
dy r — = Y3 = 0,8660254 S. 
| 8 


)n=7 (1 + 172) = 12071068 S. 
N). 3 vSH2/E = 1,5388418 8. 


g) ris = Fr SQ + Y3) = 1,8660254 S. 
7b) a) R, — 2 

b)R,=rY2 = 14142136 . r, 

c) R, = 1, (Y5 — 1) = 1,236068 .r,,. 


d) RB, — z Y3 = 1,1547005 . r, 


| e) R. — 2, V’5z” — 1,0823922 . r, 
| Run, V 2z2r — 1,0514622 . rn, 
g) Rz = 1. (Y6 — 12) = 1,0852762 . r, 
T)a)u=4R, = 05 R.. 
br, = a Y2 = 0,1071068 R.. 
)n= = (1 + Y5) = 0,809017 R.. 
d) r ⸗ Y3 = 0,8660254 R.. 


e) rg — = v2 + Y2 = 09238795 R,. 





+25 = 09510565 R... 
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ders + 9-08 


8 
9.91 = 3 — 04330127 
b) J. — 82. 
5821 /5+2Y5 
DE ZV Hr, 
2 
= = Y3 = 2,5980762 
e),-22yYIHFrN = 48 
N) I, 5 vr ZWV5 = 1 
o-y +2/5=- 1 
8) Iua ⸗ 8382 (24 83) = ll 
2 
sa) 2a), — Y3 = 12990381 
b) J, — 2R2. 
2 —— 
yh= ® vIo+3y3 — 28 


3 Era = 2,5980168 
e) Jg, — 2R? 2 — 2,8284271 
2 — 

Yu MAR =: 
8) Js = 3R?. 

8b) a) J, — 3? Y3 — 5,1961524 
De 

)%h = dr y52y5 — 3,6: 

d) = 22 93 = 3,4641016 

e)%— 8 (Y2 — 1) — 331 
t) du = a vB UP - 
ua I) 

&c) Inhalt — 11110,4392 0”. 

8d) Halbmefjer — 5,8865”. 

8e) Inhalt — 18,52030”. 

Ef) Radius — 30,789”. 

8g) Inhalt — 357,9257 0”. 

8h) Halbmefjer = 5,447”. 
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IB”, 

),31086 0”. 

= ' 72,256”, Inhalt — 415,4766D”. 
161,792% - — 2083,07230”. 


= 270,969" - — 5842,6260”. 
= 11988" - — 1134120”. 
= A718 - — 0,0130". 


ng U=-dr.rmd)- ar. 
3257,211”, 

ng. Wegftrede = 864mal Umfang des Rades. 
»; Inhalt = 1,767150”. 

ng Da U=nr.d, ſo iſt d -!. 

= 2", 

= 3,3”; Umfang — 20,7345”, 


ig. Da J — mi ſo iſt — V: x 


rößeren = 15,056”, der des Heineren — 3”. 
19. Bezeichnen R und r die Radien der beiden 
o erhält man: . 

R? + nr? = 740,4232. 

rR? — nr? — 683,8744 ꝛc. 

J42". 

39", 

19. Verfahre nach 8. 204. 

206”. 

19. Beſtimme zuerjt den Halbmeffer, dann 
ang und endlich nach 8. 204 den Bogen. 
189", 

nißt 45° 57° 144”, 

ig. Berechne den Umfang des Kreijes und 
inn $. 204 an. 

= 570 177 4444, 

19. Sept man den Halbmefier = x, fo ilt 
en auch — x; bilde nun nad 8. 204 eine 
on und beftimme hieraus den Centriwinkel. 

» 63", 

19. Nach 8. 204 verhält ſich 
r.r:704 = 360 : 64 ꝛc. 


196 Neunter Abſchnitt. 


21) Inhalt = 31,03398 1”. 
| Andeutung. Beſtimme zuerit nach 8. 206 den Bogen 
und dann nach $. 205 den Inhalt des Sektors, 
22) Inhalt = 100,80”, 
Andeutung. 1) Berechne zuerft den Halbmeijer, dann 
den Bogen und hieraus den Inhalt. 
2) Es muß fih verhalten: 
432 : Sektor = 360 : 841 ꝛc. 
23) Inhalt = 0,5190". 
Andeutung Beltimme zuerjt den Halbmeſſer des um- 
jchriebenen Kreifes, dann nach Früherem hieraus ben 
Inhalt des Fünfecks u. |. m. 
24) Ringflähe = 102050”. 
Andeutung Beſtimme aus den Umfängen die Halb: 
meſſer der Kreiſe und dann den Inhalt der Ringfläche. 


"(R+n)(&R-n). 





25) 





60 


‚Andeutung. Der größere Bogen wird = Te, der 


fleinere = ie FT alſo der Inhalt des größten Sektors 


ra 
der des kleineren — 360 


BR? « 


— D.N. &C. 
360 ' 


m — 


Gedruckt bei E. Polz in Leipzig. 
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— In der C. F. Winter'ſchen Verlagshandlung in Leipzig iſt ferner erſchienen: 


Lehrbuch der ebenen Geometrie 
| 


nebft einer 
Sammlung von 800 Uebungsaufgaben 
zum 


Gebrauche um höheren Tehranstalten und beim Selbststudium 
von " 


Dr. Earl Spies, 


Profeſſor am Polytechnikum zu Karlsruhe. 
Sechste verbeſſerte und vermehrte Auflage. 
Mit 245 in den Text gedruckten Fignren. 

gr. 8. geheftet. Preis 28 War. 
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Spitz, Dr. Carl, Profeſſor am Polytechnikum in Karlsruhe, Lehrbuch 
der ebenen Polygonometrie nebſt Beiſpielen und Uebungsaufgaben 
zum Gebrauche an höheren Lehranſtalten und beim Selbſtſtudium. 
Mit 30 in ven Tert gedruckten Figuren. gr. 8. geb. Preis 18 Ngr. 


——— Lehrbuch der Stereometrie nebft einer Sammlung von 
240 Uebungsaufgaben zum Gebrauche an höheren Lehranftalten und 
beim Selbjtitubium. Dritte verbefjerte und vermehrte Auflage. Mit 
112 in ven Tert gebructen Figuren. gr. 8. geb. Preis 24 Near. 

Anhang Hierzu. Preis 5 Ngr. | 


Lehrbuch der ebenen Trigonometrie nebft einer Sammlung 
von 630 Beifpielen und Uebungsaufgaben zum Gebrauche an höheren 
Lebranftalten und beim Selbſtſtudium. Vierte, verbefjerte und ver- 
mehrte Auflage. Mit 47 in den Text gedruckten Figuren. gr. 8. 
geh. Preis 20 Ngr. u | 
Anhang Hierzu. Preis 10 Near. 


Lehrbuch der ſphäriſchen Trigonometrie nebjt vielen Bei⸗ 

jpielen über deren Anwendung, zum Gebrauche an höheren Lehr- 

anftalten und beim Selbitjtubium. Mit 42 in den Tert gedruckten 

Figuren. gr. 8. geh. Preis 1 Thlr. 5. Ngr. 

Lehrbuch der allgemeinen Arithmetil zum Gebrauche an höheren 
Lehranſtalten und beim Selbſtſtudium. Erfter Theil: Die allgemeine 
Artthmeti bis einjchließlich zur Anwendung der Reihen auf die Zinfes- 
zins⸗ und Rentenrechnung nebjt 2230 Beifpielen und Uebungsaufgaben 
enthaltend. Dritte, verbefferte und vermehrte Auflage. gr. 8. geh. 
Preis 2 Thlr. 10 Nor. 

— — Anhang hierzu. Preis 16 Ntgr. 
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Spit, Dr. Earl, Profefjor am Polytechnikum in Carlsruhe, Lehrbuch 
der allgemeinen Arithmetit zum Gebrauche an höheren Lehranitalten 
und beim Selbitftudium. Zweiter Theil: Die Combinationglehre, 
den binomijchen Sat, die Wahrjcheinlichfeitsrechnung, die fich auf bie 

menſchliche Sterblichleit gründenden Nechnungsarten, vie höheren 
Gleichungen und die Einleitung zur Lehre von den Determinanten 
nebft 500 Beiſpielen und Uebungsaufgaben enthaltend. - Zweite, ver- 
befjerte und vermehrte Auflage. gr. 8. geb. Preis 1 Thlr. 20 Near. 

— — Anhang hierzu. Preis 8 Nr. 

Elemente der Geometrie in Lehrfägen und Aufgaben zum Ge- 
brauche an Gewerbichulen, fowie zur Selbitbelehrung für Gewerb- 
treibende. Erſter Theil. Die ebene Geometrie enthaltend. Mit 147 
in ben Text gebrudten Holzfchnitten. gr. 8. geh. Preis 12 Nor. 

— — Elemente der Geometrie in Lehrfägen und Aufgaben zum G& . 
brauche an Gewerbichulen, fowie zur Selbitbelehrung für ©ewerb: 
treibende. Zweiter Theil. Die Stereometrie enthaltene. Mit 43 
in den Text gebrudten Holzfchnitten. gr. 8. geh. Preis 10 Near. 

— die erftn Site dom Dreiede und die Barallelen. Nach 

Bolyai's Grundſätzen bearbeitet. ine Beigabe zu des Verfaſſers 
Lehrbuch der ebenen Geometrie. Mit 43 in den Text gedrudten Hol- 
ſchnitten. -3'/, Drudbogen. gr. 8 geb. Preis 6 Nar. 

Erster Cursus der Differential- und Integralrechnung nebst 
einer Sammlung von 1450 Beispielen und Uebungsaufgaben 
zum Gebrauche an höheren Lehranstalten und beim Selbst- 
studium. Mit 145 in den Text gedruckten Figuren. gr. 8. 
geh. Preis 3 Thir. 15 Ngr. 


Stern, M. A., Lehrbuch der algebraischen Analysis. gr. 8 geh. 
Preis 2 Thlr. 


Bleibtreu, ©. C., Profeſſor an der polytechniſchen Schule in Karlsruhe, 
Politiſche Arithmetit. Anleitung zur Kenntniß und Mebung aller 
im Staatswefen vorkommenden Berechnungen. Ein Handbuch für Stants- 
beamte und Geſchäftsmänner. Zweite verbefierte Auflage. gr. 8. geb. 
Preis 1 Thlr. 20 Nor. 

Neben dem Streben nad möglicher Bollftändigkeit Hat der Herr Berfaffer bei 
Ausarbeitung feines Werkes den Grundſatz nicht außer Acht gelafjer, überall vom 
praktiſchen Geſichtspunkte auszugehen und fich nicht in Theorien zu verfteigen, die keine 
Anwendung zulafien. Er hat daher nur Rechnungen aufgenommen, welche in der Prari 
vorlommen, weshalb das Buch auch Staatsbeamten und Gefhäftsmännern 
auf das Angelegentlichfte zu empfehlen ift. 


Blum, Dr. Ludwig, Profeffor an der Königl. Realanftalt in Stuttaatl, 
Grundriß der Phyſik und Mechanik für gewerbliche Fortbildu " 
ichulen. Im Auftrage der Töniglihen Commiffion für gewerbliche 3 
bildungsichulen in Württemberg ausgearbeitet. Vierte, vermehrte d 
verbefferte Auflage. 8. geb. Preis 18 Near. 
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for am Polytechnitum in Tarlsruhe. 





in den Tert gedrudten Yigur 


ejferte und vermehrte $ 


eipzig und Heidelberg. 
nter’fhe Verlagshandl 
1875. 


ste zur erften Auflage, 


ı hiermit der Deffentlichleit übe: 
Behandlung, fowie in Betre| 
uchung gezogenen Materials, im 
: des vorigen Jahres in bemj 
suhe ber ebenen Geome 


te, welcher von der Verbint 
d Ebenen im Raume ba 
ers auch die ErMlärungen über 
: Gebilde und bie fi anreih 
vielen Lehrbüchern über Stereor 
zanz außer Acht gelaffen, oder 
vird. 

unfaßt die Lehre von den E 
Gebilde behandelte ich den € 
als dies fonft in Lehrbüchern 
hen pflegt. So berüdfichtigt 
3, jondern auch die Symme 
mmenden Beweiſe wurben nd, 
zeifen der analogen Säge ber € 
ämmung der Größe einer Ede 
ucht aufer Acht laſſen zu bi 
che Sag fehr leicht entwideln 
regulären Polyedern ſehr ſchön 


jält die Lehre von ben Polye! 
e, bie regulären Polyeder 
v einen Punkt, als gemeinſchaft 


Vorwort. 


liegender Ecken, ſowie die 
yeder durch Abgrenzung 
iewegung einer Geraden 
n zu laffen, war zwar | 

eingefchlagenen Weges 
bon in dem Vorworte 

die Zweckmäßigkeit ber 
ven ficherlich vor jeder 


von der Congruenz und 
Symmetrie, fowie von d 
ich, ihrer Wichtigleit w 


Abſchnitt endlich umfaſ 
ehandlungsweiſe die Lehr 
— Bon dem Grundfage 
cht nur dann fruchttragen 
x Schüler nicht allein bei 
t, durch den Vortrag de 
eiſe angehalten wird, da 
ıl8 Produkt feiner eigenen 
ihlt, fondern auch, daß: 
mannichfaltigfter Weiſe 
jedem Abſchnitte eine x 
n beigefügt, welche theil 
theils Aufgaben zu €: 
id. Bei Iegteren habe ' 
ıtniß der quabratifchen € 
Tenntlich gemadt. Ein 
el: „Anhang zu dem &% 
enthält kurze Andentunge 
ieſen Aufgaben. Im 2 
Herausgabe der Anbeut 
ife ich auf das Vorwor 
en Geometrie. 
e, im März 1858. 





Aus dem Vorworte zur zweiten Auflage, 


Die bemertenswerthefte Verbefferung biefer neuen Auflage befteht 
in der Aufnahme des Prismatoids Die Behandlungsweiie 
dieſes fteveometrifchen Gebildes ftimmt im Allgemeinen mit der 
Wittſtein'ſchen Abhandlung*) überein. 

Außer der Einführung dieſes Körpers Hat das Buch noch 
mande Zufäge, wie die Berechnung ber vingförmigen und regu- 
lären Körper und insbeſondere eine Vermehrung der Uebungs⸗ 
aufgaben erhalten. 


Carlsruhe, im Yuni 1864. 


€. Spitz. 


) „Das Prismatoid“ von Th. Wittjtein, Hannover, Hahn'ſche Hofe 
buchhandlung 1860. 


Vorvort 3 


twärtige dritte, 
uflage enthält aul 
smehrung der Ue 
n, indem mir ber 
tichtig getroffene 
en Lehrftoffes zu 
» Mangel an Zeit 
von den Eden 
werth machen, ohr 
ſo kann dieſes na 
Weiſe erreicht wer 
em ber erſte Ab 
ten bie 88. 52— 
mmen find, ftelfe 
iren Polyeder au 
eige mittelft Des 
ben Tann (vergl. t 
genfalls wird es 
ch von den noch i 
i ber vorgefchlag 
Unterfuchungen v 
ſolche zu kennzei 
aben das Zeichen 
sruhe, im Iamı 


— EEE Er EEE — —— — — — — ° | 


Vorwort zur vierten Auflage. 


Durch eine Vergleichung dieſer neuen Auflage mit der vorigen 
wird man ſich bald überzeugen, daß ich keine Mühe geſcheut habe, 
das Buch zu einem immer vollkommeneren Lehrbuche auszubilden. 
Manche für den Studirenden noch unklare Stelle wurde zum 
leichteren Verſtändniſſe etwas weiter ausgeführt, ſämmtlichen Be⸗ 
rechnungsaufgaben das neue Maßſyſtem zu Grunde gelegt und der 
Abſchnitt über die Aehnlichkeit, Symmetrie, Congruenz und ſym⸗ 
metriſche Gleichheit einer Umarbeitung unterworfen, indem ich, um 
dem Fortgange der Wiſſenſchaft Rechnung zu tragen, wie bereits 
in der 5. Auflage des Lehrbuches der ebenen Geometrie, auch hier 
die zuerſt von Gergonne gegebene Definition an die Spitze deſſelben 
geſtellt habe. | 

Für den Fall, daß beim Unterrichte in der ebenen Geo— 
metrie die erften Säge vom Dreied und die Parallelen nad) Grund⸗ 
fügen Bolyais durchgenommen worben find*), und man unter ber 
Borausjegung des daſelbſt aufgeftellten Grundſatzes: „Die Summe 
der Winkel beträgt in jedem Dreied 2% den Parallelismus einer 
Geraden mit einer Ebene, ſowie zweier Ebenen unter einander 
unabhängig von einer Purallelbewegung zu behandeln wiünfcht, 
kann nachbezeichneter Weg eingeichlagen werben. 

Statt des 8. 17 feße man: 


Lehrſatz. 

Wenn eine in einer Ebene E, liegende Gerade G, mit einer 
außerhalb derſelben liegenden Geraden G, parallel ift und 
man.legt durch G, eine beliebige Ebene E,, welche die Ebene 
E, nad) G, ſchneidet, fo ift auch G, // G, und G, // G, 

Beweis, Die Gerade:G, kann die Ebene E, nicht durchdringen, denn 
der Durchgangspunkt müßte jedenfall3 in der Ebene G,G, liegen, alfo ein 
Punkt der Geraden G, fein, was der Borausfegung, daß G, // G,, wider⸗ 


*) Vergl. die Beigabe zu meinem Xehrbuche der ebenen Geometrie: „Die 
eriten Säte vom Dreied und die Parallelen. Nach Bolyais Grundfäten.“ 


Borwort, 


ı wäre, Wenn aber G, die Ebene E, ı 
e Gerade G,, welche in E, Tiegt, nicht | 
ce und derſelben Ebene liegen, fo muß G 
ebenfalls einander nicht fchneiden, indem 
in Punkt der zwei Ebenen G,G, und G, 
jen müßte und fomit bie parallelen G 
n würden, fo ift & // Gy 


Statt des Lehrſatzes 8. 18 ſubſtitui 


Erklärung. 
jt man durch eine außerhalb einer Eder 
e Ebene E,, welche die Ebene E fchneibet 
efer beiden Ebenen parallel zur Geraden 
der Ebene E parallel. 


den Beweis zu 8. 19 erſetze man 
ı die Gerade die Ebene nicht durchdring 
linie der beiden Ebenen nicht ſchneiden uı 
Inftatt des 8. 39 fee man: 


Erltärung. 
m eine Gerade zwei Ebenen fo durch 
zugleich ſenkrecht fteht, fo fagt man dief 

Lehrſatz. 
wei parallelen Ebenen können e 
eweis. ©. die Anmerkung zu $. 44. 

Lehrſatz. 
vei parallele Ebenen werben vı 
arallelen Geraden gefhnitten. 
eweis. Die beiden Durchſchnittslinien 
meiden, und da fie in einerlei Ebene fie, 
Jierauf beiveife man nun mitteljt d 
ige des 8.40 und behandle darnac 
fung der 88. 41 umd 44 nad) der 
ie durch E. ©. und A. A. I. ang 
if die fünfte Auflage meines Lehrbu 
en erften Theil der britten Auflag 
einen Arithmetit. 
arlsruhe, im Auguft 1874, 
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ſter Abfchnitt. 


ig der geraden Linien und € 
im Raume. 


mung der Lage einer Ebene. 


benen drei nicht in einer € 
emeinfhaftlid, fo falle 
denn da jede der Geraden, wel, 
und alfo auch jede andere Gerad 
inen Punkt in der einen Eben: 
vei jener Geraden in zwei verf 
ich ganz in beide Ebenen fallen 
: Ebene denkbar, welcher außer 


er Ebene ift alfo beſtimmt 
nit in einer Geraden I 


Gerade und einen außerhe 
enden Punkt, 

fi fhneidende Gerade, 
parallele Gerade. 

den Linien, unterfcheiden wir bei 
unbegrenzte Ebenen. 

bene kurzhin verfiehen wir in 1 
jte Ebene, 


2. Erklärungen. 
zwei außerhalb einer Ebene, 
erfelben liegende Punkte eine © 


ıe nur einen Punkt gemeinfe 
ettie. 4. Auf. 1 


Erſter Abſchnitt. 


el. E. G. 8. 6. 2). Man f 
rchdringe die Ebene und n 
Punkt den Durchgangsp 
ben zwei Ebenen eine ſolche 
einen eine Gerabe angeben 
schbringt, fo Tage man, be 


Durchſchnittslinie zwei 
ade; denn wäre fie feine Ga 
r drei Punkte angeben, weld 
n und es müßten dann nac 
en, was. im Widerfpruche mit 
in nennt die Gerade, nad) wel 
kurzhin deren Durchſchnitt 
inander fchneidende Ebenen | 
den. 
ıe Bläche, welche aus mehren 
ine Ebene ausmachen, heißt e 
h 3) haben je zwei aufeinan 
ı Fläche eine Gerade gemei 
ben die Kanten ber gebroch 
t Inbegriff aller Ebenen, welch 
zeraden (der Achfe) fehneiden, 


8.3. Lehrſatz 
Dur 
eine € 
zweii 
den D 
gehen 

recht 

auch 
Ebene 

ienen 
gehen 

recht. 
on urchdringe 
AB in c fo, daß fie auf ec 
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i 


ferner fei eg irgend eine andere durch c gehende und im ber 
Ebene AB liegende Gerade, 
Behauptung. fo ift auh ab 1 cg. 
1. Beweis. Macht man ca — ch 
einen Punkt g der Geraden cg zwifchen cc 
df und verbindet die Bunfte d, g und f m 





b, ſo iſt: 
ca= cb 
cd cd 
X acd— bed 
alfo A aed 2A bed. 
Ebenſo folgt A acf O A bef 
Demnach iſt ad — bd 
j af — bf 
und weil df ⸗ df 
| auch Aufaoa bir, 
ſßzloistich I big, 
fomit auch Aug A big. 
Man hat daher: ag = bg 
j a= cb 
i gs=8 
folglich A aeg O A beg, 
alſo A aeg — A beg 
| d. h. ab | .0g. 


| 2. Beweis. Nehme auf 
eg (Big. 1a) irgend einen Punkt 
g an, ziehe gh // fe, made 
hd = ch und ziehe von d durch 
g die Strede df, fo verhält ſich 
| nad) €. ©. 8. 140 

fg: gd = ch : hd. 





Da nun aber 
ch — hd, 
fo iſt auch 
ig ⸗ ęd ⸗ ſd 


und fomit in den Dreieden adf 
und cdf nady E. ©. $. 130. 
ad? 4. af: Dog! +! 





Erfter Abſchnitt 


ed? + cf? — 2cg? + 2fg?, 
ad? — cd? + af? — cf? — 2(ag? — cg?) 
3. 8. 126 
ac? + ac? = 2(ag? — cg?) 
act — ag? — cg? 
ag? = ac! + og. 
h E. G. 8. 127 
4 acg — R, 
ac | cg. 
Art läßt fih die Richtigkeit dieſes Sapes für 
uch c gehende und in der Ebene AB liegende 
n. 








8.4. Erklärung. 


t eine Gerade eine Ebene fo, daß fie auf jeter 
chgangspunft in der Ebene gezogenen Geraden 
o fagt man, die Gerade ehe auf der Ebene 
ıd umgekehrt. 


Zufäge 

.3 folgt, daß wenn eine ®erabe aufzwei 
‚neidenden Geraden im Durchſchnitts— 
recht ſteht, fie auch auf der durch letztere 
Ebene ſenkrecht ſteht. 

man in einer Geraden, welche eine Ebene ſenk⸗ 
t, zu beiden Seiten des Durchgangspunktes zwei 
dieſem gelegene Punkte an, fo iſt jeder Punkt der 
it von jenen beiden Punkten entfernt. Denn flieht 
. €. AB und ift ca— ch, fo if nad dem 
8.3 da = db, fa = fb u. ſ. w. 


8.5. Lehrſatz. 
m Bunkte außerhalb einer Ebene kann 
fe nur einen Berpenbifel fällen. 
Wäre noch ein zweiter ‘Berpendifel möglich, fo 
Verbindung der Bußpunfte beider ein Dreieck, 
echte Winkel enthielte, was nah E. ©. 8. 45 
ich iſt. 





Berbindung der geraden Linien und Ebenen im Raume. 5 


8. 5a. Erflärung. 


unft des von einem außerhalb einer Ebene liegenden 
auf diefelbe gefällten ‘Berpendifeld heißt die Bros 
ed Bunftes auf der betreffenden Ebene und der 
töft die Projicirende 


8.6. Lehrſatz. 
n Bunfte einer Ebene fann man auf diefe 

Berpendifel errichten. 
Nehmen wir an, es fei noch ein zweiter Perpen⸗ 
und denfen uns durch beide eine Ebene gelegt, fo 
e erfte Ebene nad) einer Geraden fchneiden, auf 
in einem Punkte zwei in einerfei Ebene liegende 
ht flünden, was nad) E. G. 8. 32 unmöglich, ift. 


8.7. Lehrſatz. 
nen beftimmten Big. 2. 
rt Geraben fann 
eine auf biefer 
tehende Ebene 


Es fei die Ebene 
im Punkte c ber 
jenfrecht auf dieſer. 
ch eine zweite zu ab 
ne CD möglid, fo 
Jurcfchnitte cd und 
ab gelegten Ebene 
beiden Ebenen AB 
ich auf ab in c fenfrecht ftehen, was nad) E. ©. 8.32 
Folglich kann nur die Ebene AB _|_ ab fein. 


8. Ta. Lehrſatz. 
ch den Mittelpunft einer Strede zu diefer 
:legte Ebene iſt der geometriſche Ort für 
Entfernung eines Punktes von den beiden 
n der Strede, 


6 Erſter Abſchnitt. 


Vorausſetzung. Es ſei (Fig. 2a) ab 
‚ac — ch, d ein außerhalb der Ebene AB lie, 
Behauptu 
dig. 28. nicht gleich db. 
Beweis. 
durch ab und € 
gelegt, fo fd 
Ebene AB nac 
und wenn man 
iR nad 8.43 
fa = 
Da aber nad | 
fa +! 
fo folgt auch 
fb+ 
ober 


8.8. Lehrſatz. 


Alle Streden, welde man von ein 
einer Ebene gelegenen Punkte aus nı 
. von beffen J 
Big 3. der Ebene lie; 
zieht, find ei 
Boraudfel 
Wenn ab _|_Eb. 
Behauptu 
Beweis. ! 
ab = 
be = 
A abe = 
fo it A abe 
und fomit 
ac= 


8.9. Lehrſatz. 


Alle gleichen Streden, welche von t 
felben Punkte aus nad einer Ebene g 


yenvee 


g der geraden Linien und Ebenen im Raum: 


gleicher Entfernung von der 
nktes auf der Ebene. 
3. Es fei (Big. 3) ab |. €b. Al 


bd. 


ab — ab 





ac ad, 
A abe — Jabd=N, 
I Aabe 2 A abd, 

be = bi. 


Zufäge. 


h ac (Big. 3) fo um ab herumbeweg 
age unveränbert beibehält, c aber i 
jt, fo befchreibt diefer Punkt c eine 
alt die Projection b ded Punktes a a 


riſche Ort für die gleiche Entfer 

unften-ift diejenige Gerabe, w 
des durch jene drei Punkte geli 
n Ebene ſenkrecht ſtebt. 

jalb der Geraden 

te nad Obigem 

leichweit entfernt 

nur eine Kreisli 

riſche Ort für die gleiche Entfer 
ie eines Kreifes ift der im Mi 
auf deffen Ebene errichtete 


8. 10. Lehrſatz. 


Zieht man von irgend einem Punkte aus St 
nach einer Ebene, fo find die ſelben um fo größ 
weiter ihre Durchgangspunkte von der Proie 
jenes Punktes auf der Ebene entfernt find. 


Erſter Abſchnitt. 


orausſetzung. (Fig. 4) Es 
be, 


Fig. 4. Beh 
Ben 
fo ift ne 
Weil nu 
fo it au 
8. 11. Lehrfe 
ig. 5. Die fe 
Ss fürzefte E 
tes von e 
Vorau 
ab | Eb. 
Behau 
Bewei 
c, fo entſteh 
abe und ct 
Zufag) 
8. 12. Lehrſi 


Ile Geraden, welde ine 
Ete einer anderen Geraden 
n, legen in einer und beı 
falls auf biefer Geraden fı 
orausfegung. (Big. 6) Eı 
ag, 

ehauptung. fo liegen be, bı 
hten Ebene. 
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Beweis. Legt man durch zwei der Geraden, z. B. duch 
be und bd eine Ebene AB, fo ſteht nad) 8. 3 ag | AB. 
Angenommen nun, bie 
anderen Perpendikel Tägen dig. 6. 
nicht alle in der Ebene AB, 
fonbern theilweife oberhalb 


und unterhalb derſelben, 


wie z. B. bf, fo wird die 

durch ag und bf gelegte 

Ebene CD die Ebene AB 

nad einer Geraden mn 

fhneiden und man hätte 

dann in der Ebene CD 

ſowohl mb, als auch 

fb | ag, was unmöglich 

iſt. Es muß daher bf 

ganz in die Etene AB 

fallen. 

Aehnlich laͤßt ſich zeigen, daß jede andere in b auf ag ſenk— 

recht ſtehende Gerade in.die Ehene AB fallen muß. 


Zufäge 

1) Dreht fi ein rechter Winkel um ben einen Sqhentel als 
feſte Achſe, fo iſt der Weg des anderen Schenkels eine Ebene; oder: 

Der geometriſche Ort für alle Geraden, welche in 
einem und demfelben Bunfte aufeiner feften Geraden 
ſenkrecht ſtehen, ift die in diefem Punfte zur feften 
Geraden ſenkrechte Ebene. 

2) Wenn eine Gerade eine Ebene ſenkrecht durchdringt, fo 
faͤllt jeder Perpendifel, ten man im Durchgangspunkte auf bie 
Gerade zieht, in diefe Ebene. 


\ 8.13. Lehrſatz. 

Wenn von zwei parallelen Geraden bie eine auf 
einer Ebene ſenkrecht fieht, fo ſteht auch die andere 
auf dieſer Ebene ſenkrecht. 

Vorausfegung (Big 7.) Es fei ab // cd und 
ab | €b. AB, 


10 Erſter Abſchnitt. 


Behauptung. dann iſt auch ed Eb. AB. 

1. Beweis. Verbindet man die. Fußpunkte b und d ber 
beiden Parallelen, errichtet in d auf bd eine in ber Ebene AB 
liegende Strede df von beliebiger Länge ſenkrecht, zieht von 

Fig. 1. irgend einem. Punkte g des Perpen⸗ 
dikels ab aus die Streden gf, gd 
und verbindet b mit f, fo hat man- 
nad) €, ©. 8. 126 
gf? — gb? + bf? 
und bf? = bd? + di, 
alfo auch 
gf? = gb? + bad? + df? 
ober " 
ger dt⸗ 

Es ficht fomit nah E. ©. 8. 127 fd | gd. Da aber 
audy fd _|_ bd gemacht wurde, fo fteht fd auf der durch db und 
dg beftimmten Ebene ſenkrecht. Run ift aber cd // ab, folglidy 
liegt ed in diefer Ebene und es ift fomit nad) 8. 3 aud) fd_| cd. \ 

. Da ferner nad €. G. 8. 30 auch cd _!. bd, fo if endlich 
ach 8. 4 Zuſ. 1 
nad) $. 4 Zuf, a Et. AB. 


Sig. 8. 


2. Beweis. Macht man (Fig. 8) bg — dh und zieht 
bd und gh, fo entfteht ein Rechte bdhg (E. ©. 8. 30 und 73). 
Beftimmt man nun in der Ebene AB einen Punkt m, der gleiche 
Entfernung von den Punkten b und d hat und benft ſich von 
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ndifel auf die durch die Rarallelen ab und cd 
efällt, fo muß nach 8. 9 der Fußpunkt deffelben 
eichweit entfernt fein, alfo jedenfalls in bie 
‚he man fi) durch die Mittelpunfte der beider 
zh gezogen denken fann. Weil nun aber hier- 
unfte g und h von dem Fußpunkte des von 
jene bdhg gefällten Perpenditeld offenbar eben⸗ 
mung haben, fo ift nad) 8. 8 auch 


mg = mh 
bg = dh 
mb — md 
A mbg 2 A mdh. 
5% mbg = % mdh 
Vorausfegung 
I nbg = R, 
A md = R 
ed’ _| md. 
ed | bd 
ed | md, 
ah 8. 4 
ed | €. AB. 
Zufäge 


zwei parallelen Geraden die eine nicht ſenkrecht 
fo fann auch die andere nicht auf derſelben 
hen. . 

ı zwei Geraden, welche einer und berfelben 
die eine darauf ſenkrecht fteht, die andere aber 
eide Gerade nicht parallel fein. 


8.14. Lehrjng. 


i ®erade auf einer und derfelben Ebene 
nd fie parallel. 

Ing. (Big. 7.) Es feien ab und cd | &b. AB, 
6 fo if ab ]J cd. 

ierbinde d mit irgend einem Punkte g des 
dann b mit d, errichte fd |! bd im der 


Erfter Abſchnit 


ne AB, ziehe bf und zeige nun gı 

vorhergehenden Lehrfages, daß 
gt + 

alfo fa | gd 


Die drei Geraden db, dg und de ! 
liegen darum nad) 8. 12 in eine 
und cd in ein und derſelben Eb 
fomit nah €. ©. 8. 29 parallel 
Anme 

Fig. 9 fih auch au 

den Sage i 

Wäre ( 

fd // ab, fo 

fein. €3 fi 

und demfelb 

diefer ſenkre 


Zwei ı 
nicht zugl 
Ebene fen 


8.15. Lehrf 


Fig. 10. Wenn 
dritten 6 
fo find fi 
parallel. 

Boraı 

fei ab // £ 

Behau 

Bewei 

irgend eineı 

eine Ebene 

ihr ſenkrech 

ohl ab als auh cd auf Eb. 

8. 14 

ab // cd. 


© geraden Linien und Ebenen 


16. Lehrſatz. 

U zweier Winkel, wı 
t, parallel, und bie 
lei Seite gefehrt, | 
id. 

(Big. 11.) Es fei 

A abe— dig. 


an fi durch bie 
id fd, fo wie durch 


‚ 
4, 
g . 
und cg gezogen, 
ba }t fd 
be dt fg, 
y ad} bf 
‚um Hbf, 
folglich nach 8. 15 ad Hg, 
daher auch) ac} dg, 
fomit Aabe 2 A dfg, 
demnach A abe — 5% dig. 


8. 17. Erklärung. 

Es fei AB (Big. 12) irgend eine Ebene, 
ab eine außerhalb berfelben liegende Gerade 
und cd eine Strede, welche irgend einen Punkt 
e der Geraden mit einem beliebigen Punfte d 
der Ebene verbindet. Denkt man fih nun ab 
in Parallelbewegung (E. ©. 8. 18) gegen bie 
Ebene AB mit dem Punkte c längs der 
Strede cd hinbewegt, fo wird, wenn c nad d 
gekommen ift, ab die Ebene AB entweber in 
diefem Punkte durchdringen, oder ganz in 
diefelbe fallen. Iſt letzteres ber Fall, fo 
Gerade fei der Ebene, oder auch die Ebene ji 
parallel, 
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Jit aljo eine Gerade parallel mit eine 
wenn fie in ‘Barallelberegung gegen die 
mal ganz mit biefer zufammenfallen. 


8.18. Lehrſatz. 
Wenn eine außerhalb einer Eben 
mit einer in diefer Ebene liegende 
if, fo if fie au mit der Ebene f 
Vorausfegung. (Big. 13.) ed! 
ab // ed außerhalb berfelben, 
. Behau 
Si &. AB. 
Bewei 
ab und cd 
und in bief 
ABin Para! 
fo muß ab 
menfallen ( 
muß ab, naı 
in der Ebene AB in Parallelbewegung for 
zufammenfallen; denn zicht man durch 
Ebene AB eine Barallele zu cd, fo ift dief 
und es fällt hiernach ab bei parallele 
diefelbe mit ihr, alfo wieder mit ber 
jolglich ift nad) $. 17 
Bott in na $ ab / / €. AB. 


Zufäpge 

1) Jede Ebene, welde man du 
parallelen Geraden fo legt, daß! 
enthält, ift diefer zweiten paralle 

2) Durch einen außerhalb einer Eben 
man ſich unendlich viele Gerade gehend 
Ebene parallel find; denn durch diefen Pı 
endlich. viele Ebenen fo gelegt benfen, I 
Ebene ſchneiden und jede mit dem Durchſ 
den Ebene, durch jenen Punkt gehende, 
parallel der gegebenen Ebene fein. 
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3) Schneiden zwei Ebenen einanbı 
Gerade, welche man in ber einen Ebene 
Durchſchnitte zieht, parallel mit der a 


8.19. Lehrſatz. 
Wenn eine Gerade einer Ebene paral 
der Durchſchnitt einer jeden dieſe Gera 
den Ebene und jener Ebene der Gerade 
Borausfegung. (Big. 13.) Es fei ab 
ad irgend eine die Gerade ab enthaltende Eben 
Behauptung. fo ift ab // dem Durchfd 
Beweis. Schreitet ab in Parallelbewegu 
nd gegen cd fort, fo muß fie nad der Bora 
ganz in’ die Ebene AB zu liegen fommen. In 
fie alfo zugleich ganz in beiden Ebenen, fällt 
Durchſchnitte zufammen und if fomit diefem pc 


Zuſatz. 
Wenn eine Gerade einer Ebene parallel iſt, 
pendikel, welche man von jener aus auf die Eb 
auf der Geraden ſenkrecht. 


8 20. Lehrſatz. 
Wenn von zwei Fig. 14 
parallelen Geraden 
die eine parallel zu 
einer Ebene ift, welche 
die andere nicht ent- 
hält, fo ift auch diefe 
zweite Gerabe jener 
Ebene parallel. 
Borqusfegung. Es 
fei (Big. 14) ab // cd und 
ab // €. AB, 
Behauptung. fo ift auch ed // Ev. A 
Beweis. Denkt man fi durdy ab eine ( 
welche die Ebene AB nach der Geraden fg ſchn 
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8.19 ab // ſg, 
und da ab // cd, 
fo if nah 815 auch cd // fg 
und fomit nad 8. 18 cd / / €. AB. 


8. 21. Lehrſatz. 
Eine Gerade, welche mit einer Ebene y 
Kann diefe.nirgends durchdringen. 
9 Vorausſetzun 
1. Es fei ab // &. A 
Behauptung. 
ab und AB einander 
Beweis. fa 
weldye ab enthält u 
. AB nad cd ſchneide 
8.19 ab // cd. D 
kann daher der Ebene 
begegnen, weil der Durchgangspunkt nothwendig 
müßte und dieſes im Widerfpruche mit dem Sage bei 
fünde. 


Zufag. 
Eine Gerade, welde eine Ebene dur: 
mit diefer nicht parallel fein; denn wäre fiel 
fo fönnte fie diefelbe nah obigem Sage nirgends 


5.2. Lehrſatz 

Eine Gerade, welde außerhalb einer | 
und mit diefer nicht parallel ift, muß die @ 
dringen. 

Beweis. Denkt man fi durch die Gerade ei 
legt, welche die gegebene Ebene ſchneidet, ſo muß 
Ebene von jener Geraden durhbrungen wird, ber 
punft in den Durchſchnitt beider Ebenen fallen. 
nun an, die Gerade begegne der Ebene nirgends, 1 
mit dem Durchſchnitt zufammen, fo müßte fie nad) 
parallel diefem Durchfchnitt, alfo nach $. 18 paı 
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Ebene fein, was ber Vorausfegung wiberfprechen wü 
Gerade muß daher die Ebene durchdringen. 


Zufag. 

Eine Gerade, welche einer Ebene nirgent 
net, ift mit dieſer parallel; denn wäre die Gera! 
Ebene nicht parallel, fo müßte fie derfelben nad) obi 
begegnen. 


83. Lehrſatz. 


Geht eine Gerade mit zwei einander fhnı 
Ebenen zugleich parallel, fo ift fie aud 
Durchſchnitte beider Ebenen parallel, 

Vorausfepung. (Big. 16.) Es fei ab // Eb. 
I &. CD, 

Behauptung. fo ift auch ab // AC. ig. 1 

Beweis. Denkt man fid) durch ab ö 
eine Ebene FG fo gelegt, daß fie eine 
der beiden anderen Ebenen, 3. ®. AB 
ſchneidet, fo ift nach 8. 19 ab // ed; 
aber nach 8. 20 


ed // €. CD, 
folglich auch nach 8. 19 
ed // AC, 
alfo, da ab // cd 
und ed // AC, 
nad) 8. 15 aud) . 
ab // AC. 


8. 24. Erflärungen. 


1) Denft man fi) von zwei halbbegrenzten Ebene 
fo. auf einander liegen, daß ihre Begrenzungögeraden 
falten, die eine um bdiefe Gerade ſtets in gleichem 
irgend eine andere Lage gebreht, fo nennt man bie E 
jedesmaligen Drehung ben von beiden Ebenen 


Slähenwinfel oder Keil. 
Spig, Lehrbud der Etereomeirie. 4. Auf, 2 
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2) Die beiden Ebenen AB und CD (Big. 1 
Keil bilden, heißen defien Seiten, und bie ihn 
liche Gerade AC wird die Kante deſſelben gena 

3) Aus ber Entftehungsweife des Keiles fol 
daß deffen Größe nicht von der Länge der Kante 
und Ausdehnung feiner Seiten abhängig ift, fondı 
durch die Größe der Drehung bedingt wird. 

4) Um einen Flächenwinkel zu bezeichne 
an zwei Punkte der Kante und an einen beliebig 
jeden Seite Buchftaben und gebe nad der Reihe ! 
ſtaben in der Ordnung an, daß bie zwei an ber. 

gig. 1. ſtets die mittleren. find. 
umgebe man biefe mit ei 

Der durch Big. 17. darı 
winkel oder Keil wäre.alfo 
B(AC)D ober D(AC)B 
ober durch D(CA)B. 

5) Denft man fid zn 
einander gelegt, daß die $ 
Seiten zufanmenfallen, 
dann auch die beiden anderen Seiten zufammen, 
die Keile feien einander gleich. 

6) Hieraus geht hervor, daß wenn zwei gl 
aufeinander gelegt werden, daß ihre Kanten un 
zufammenfallen, auch die beiden anderen Seiten 
müffen. 


8.25. Benennung der Kelle. 


. 1) Aus der Analogie der Entfiehung eins 
eines Winfeld (E. ©. $. 12 und 18) geht unm 
baß wir alle dort angeführten Benennungen und 
Betreff der Winfel auch für die Keile gelten laſſen 
wir nur ſtatt der bort vorfommenben Ausdrücke: € 
Winkel, Scheitel, Schenkel, bezüglich: Halbbegr 
Ebene, Keil, Kante, Seite einführen. 

Wir fprehen alfo von converen und co 
flachen, rechten und vollen Keilen, von 
Scheitelkeilen. 
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en. wir durch durch eine Ebene EF (Big. 18) zwei 
enen AB und CD fo, daß ihre Durchſchnitte ab und 
tander parallel find, Fig. 18. 

n acht Keile, bei 

an, den in €. ©. 

? angeführten acht 

zalog, Äußere und 

degenfeile und 

eile unterfcheidet. 

ßerer und ein innerer 

eißen zufammen auch 

idirende Keile. 


be. Schreibet ſämmtliche an Fig. 18 vorkommende Neben-, 
degen: und Wechſelleile nieder 


8. 26. Erklärung. 


man in irgend einem Punkte b (Fig. 19) der Kante 
Keiles A(BC)D auf diefe zwei Perpendifel ba und 
, von welchen ber eine in ber . 

C, der andere in der Ebene dig. 19. 

t, fo nennt man den abe, 

eide Perpendikel einſchließen, 

gungswinkel des Keiles 


Zuſatz. 
man durch irgend einen 
er Kante eines Keiles 
Kante ſenkrechte Ebene, ſo ſchneidet dieſe die 
en nach Geraden, welche nach 8. 4 den Nei— 
inkel des Keiles einſchließen. 


8.27. Lehrſatz. 
eichen Keilen gehören gleiche Neigungswinkel 
ekehrt. 
is. Sind (Fig. 20) die Keile A(BC)D und A(BCYD 
jleih und abe und a’b‘c‘ bezüglich deren Neigungs— 
2* 
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winfel, fo denke man fi den tinen ! 
fo auf den anderen A(BC)D gebradht, 1 
des erfteren einzeln mit der Kante und 
. G. 24. 6) 
.. Fig. 20. be und b 
zuſammenfa 
mit ba zuſ 
in der St 
Punkte b 
richten Fanı 
Um dat 
denke man 
ab’ fo < 
abe gelegt, 
einen mit t 
menfallen, 
B’C’ mit t 
fallen, wei 
gungswinte 
ift, welche zugleich auf zwei fich ſchneit 
be) im Durchſchnittspunkte b fenfrecht fi 
A’B’C’ und ABC haben daher die zwe 
ebenfo die Seiten D’B’C' und DBC di 
BC gemeinſchaftlich; es fallen fomit die 
einzeln mit den Seiten des anderen zuf 
find demnach einander gleich (8. 24. 5). 


8.238. Lehrſatz 
Irgend zwei Keile verhalten | 
ihre Neigungswinfel. 
Borausfegung. (Big. 21 und 2: 
und h(ba)e zwei Keile und I HB 
Neigungswinkel, 
Behauptung. ſo verhaͤlt ſich 
H(BA)C : h(ba)e = % HE 
Beweis. 
Erſter Ball. Die beiden Rei 
commenfurabel. (Big. 21.) 
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Denft man ſich beide Neigungswinkel fo in gleiche 
getheilt, daß jeder Theil des I hbe gleich jedem The 
A HBCift und enthält 4 HBC m und  hbe n 


Theile, fo verhält ſich 


1) A HBC: ZJhbee=m:n 


Denft man ſich ferner 
durch die Theilungslinien bd, 
bf,.....und bie Kante ab, fo 
wie durch BD, BF, ..... und 
AB Ebenen gelegt, fo theilen 
diefe die Keile in Heinere Theile, 
welche alle gleiche Neigungs⸗ 
winkel haben, alfo nad) $. 27 
unter einander gleich find, und 
zwar befteht der Keil HLBA)C 
aus m und ber Keil h(ba)c 
aus n folder kleineren Keile. 

Es verhält ſich daher: 
H(BA)C :h(ba)e = m:n, 
alfo nad 1) auch: 





Fig. 21. 


H(BA)C : h(ba)e = I HBC : A hbe. 


O Zweiter Fall. Die 
beiden Neigungswinkel 
feien incommenfurabel. 
(Big. 22.) 

In der Proportion 

H(BA)C : h(ba)e = 

x: A hbe 
muß offenbar x entweder größer, 
oder Kleiner, oder gleich ¶ HBC 
fein, -fo daß alfo jeden 
falls eine der drei nachſtehenden 
Proportionen die richtige fein 
wird: 


1) H(BAJC : h(ba)e = 4 DEU : A hbe. 
2) H(BA)C : h(ba)e — &£ EBC : % hbe. 
3) H(BA)C : h(ba)e = X HBC : pbo. 


ee un 


— — 
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Um nun die Unrichtigkeit der erſten Proportion nachzuweiſen, 
denke man ſich den Ahboe in fo kleine gleiche Theile getheilt, 


‚daß jeder Theil Meiner ald8 A DBH wird und einen ſolchen 


Theil von BC gegen BD getragen, jo wird eine Theillinie 
zwifchen BH und BD nad) BF fallen müffen. Denft man ſich 
ferner durch BE und BA eine Ebene gelegt, v find die Winfel 
FBC und hbe commenfurabef, alſo verhält fich 

4) F(BA)C : h(ba)e = % FBC: 4 hbe. | 
Aus den Proportionen 1) und 4) folgt aber: 

H(BA)C : F(BA)C = 3 DBC: A FBC, 

oder Kleineres: Größerem = Größeres: Kleinerem, ' 
was unmöglich ift. . I 
Auf die gleiche Art läßt ſich zeigen, daß auch die zweite 
Proportion ungereimt ifl. 
Folglich muß ſich verhalten: 
H(BA)C : h(ba)e = 2. HBC : ) be. 

Anmerkung. Im zweiten Falle kann die Richtigkeit des obigen 
Satzes auch auf folgende Art nachgewiefen werden ;. 

Bezeichnen K und k die beiden Keile und befteht k aus m, Heineren 
gleichen Keilen x, ift alſo k = mix, fo laſſen fich iedenfalts zwei Biel- 
fache von = angeben, innerhalb welcher das Verhältniß K (iegen muß. 

. Nehmen wir nun an, e3 fei 

m <K<(m-+ 1) 2, 
jo folgt aus diefer Ungleihung und der Beziehung 
. mx = k = mx 
durch Divifton unmittelbar: 

n<y<aH ren...) 
Bezeichnen ferner N und n die Neigungswinkel der Keile K und k, 
v den Neigungswintel eines Keiles x, fo ift: 

m <N<(m+Nr 








nren= m," 
alfo 
m N m 1 
mn 9 
1 1 
Aus (1) und (2) geht aber hervor, daß die beiden Berhättnigfe K T und 





— = fiets zwifchen die nämlichen Grenzen Fr und ? 


m+ 1 
1) 


1 ” 


fallen und da 
man nun die Differenz 
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me beiden Örenzen alfo einander fo na 
L, wenn man nur m,, b. 5. die Anzahl 
x geteilt denkt, groß genug wählt, fo 


vo K N 

kn 
K:k=N:n 

Zu ſaͤtz e. 


ngöwintel kann nach Vorhergehe 
Keiles angeſehen werden; 
rechter, ſo iſt auch der Keil ein 


n rechten Keil bildenden Ebe 
krecht aufeinander. ö 

einer Ebene befindliche Gerade ki 
jen, welche fenfrecht auf ber erſt 
jenet ®eraden durchſchneidet. D 
ıe man fi noch durch die Gera 
v erften Ebene einen Keil, der gr 
: Keil fein. muß. 


8. 29. Lehrſatz. 
ile betragen zuſammen 2R. 
(Big. 28.) 
F=2R. 
jtet man in 
b der ge 
te BC auf 
B die Sent- 
Ebene FCD 
fo find die 
»d die. Neis 
iven Neben 
» 8.12 de 
ibene liegen, fo ift nah €. ©: 8. 
abe + Jabd—= 2%, 
»D.+ ABOF—=2R. 


Pr 
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Zufäge 

1) Zu gleichen Keilen gehören gleiche 

2) Sind zwei Nebenfeile einander gleich 
ein rechter Keil und die fie bildenden Eden 
auf einander. 

3) Alle Keile, welche auf einerlei Sei 
und ihre gemeinfhaftlihe Kante in derſel 
zufammen 2 R. 

4) Die Summe aller Keile um eine 
ſchaftliche Kante herum beträgt 4 R. 


8. 30. Lehrſatz. 

Zwei Sche 
ander gleid. 
Behauptun 

= F(BC)G. 
Beweis. € 
einem Punkte f t 
auf diefen in d 
GD die Berpen! 
liegen biefelben ı 
es iſt nad €. € 
I afd 
oder da died bie 
entfprechenden K 
A(BC)D 


Fig. 24. 


8. 31. Lehrſatz. 
Steht eine Gerade auf einer Et 
Reht jede Ebene, welche jene Ger 
auf ber erfien Ebene ſenkrecht. 
Borausfegung. (Big. 25.) Es fei 
Behauptung. fo it Ebene CD 
Beweis. Zieht man in ber Ebene . 
ſchnitt in irgend einem Punkte b die Senl 
Neigungewintel abf der Ebenen CD und ı 
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8 Zuf. 1 die Ebene CD fenfrecht auf der 


Zufäge. 
ine Gerade auf Fig. 25. 
fenfredt, fo 
in diefer Ge— 
yer ſchneiden— 
nkrecht auf der 


th die Schenkel 
3winfels eines 
inte Ebene fteht 
ven Keilfeiten 


8. 32. Lehrſatz. 
ei Ebenen ſenkrecht auf einan 
ide, welche man in der einen Eb— 
tt ſenkrecht zieht, ig. 26. 
ten Ebene fenf- 8 


ung. (8ig.26.) Es 
Ebene AB und in 

iab | cd, 

ng. bann iſt ab 


eht man in der Ebene 

> die Senfredhte bf, 

8 Zuf. 1 der Neigungdwinfel abf eir 
4 Zuf. Lab _| Cb. AB. 


Zufäge. 
vei Ebenen E, und E, ſenkrecht auf 
rpenbifel, welche man von. Punkten t 
uf die andere E, fält, in jene Ebene E 
BVerpenbifel falle außerhalb E, und w 
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ſich von demſelben Punkte aus auf den Du 
gezogen, fo hätte man zwei von einen 
gefaͤllte Perpendikel, was nad) $. 5 unm 

2) Stehen zwei Ebenen E, und E, 
fo fällt jeder Perpendifel, welcher in eir 
ſchnittes auf die eine Ebene E, errictı 
Ebene E,. Denn gäbe es einen Perpe 
nicht in E, läge und man benft fih in 
Durchſchnittes auf diefen in ber Ebene 
zogen, fo hätte man zwei in einem und | 
fenkredht ſtehende Gerade, was nad) $. 6 

3) Stehen zwei Ebenen E, und E, 
und man legt durch beide eine britte € 
Durchſchnitt mit der einen Ebene E, fe 
fchnitt der Ebenen E, und E, fteht, f 
BE LE 


8.33. Lehrſatz. 

Der Durchſchnitt zweier aufe 
ſenkrecht ſtehenden Ebenen fteht e 
Ebene fenfredt. 

Beweis. Errichtet man im ge 
ſchnittspunkte der drei Ebenen auf die 1 
echte, fo muß dieſe nach dem Zufage 2 
den beiden erflen Ebenen liegen, alfo m 
derfelben zufammenfallen. 


Zu ſa h. 
Steht von drei Ebenen jede au 
ſenkrecht, fo ſtehen auch je zwei 
auf einander ſenkrecht. 


8. 34. Lehrjatz. 

Stehen drei Gerade auf ..e 
fo ſtehen aud die durch je zw 
beffimmten Ebenen auf -einanbeı 
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(Big. 27.) Es ſtehe ab auf ed und fg, 
Fig. 27. 





| 
. ſo iſt 
AB un | 
—3 


ich 8. 4 | 
sene AB, 
wohl die 
die Ebene 


ab und 
u ge 
ch Ebene 
I Ebene 


8.35. Lehrſatz. 


rade ab (Big. 28). eine Ebene AB fo, 
icht fenfredt fteht, fo gibs es nur 
e die Gerade ab enthält und zugleid - 
3 ſenkrecht ftcht. 

man ſich von irgend Fig. 28. 

Jeraden ab. aus den 

e Ebene AB gefällt, 

1. 2. c. durch die 

ed nur eine Ebene 

8. 31 auf der Ebene 

muß.. Nach 8. 32 

Berpendifel,. welche 

em Punkten der Geraden ab auf bie Ebene 
ie Ebene E und es ift fomit feine weitere 
welche die Gerade ab enthält und zugleich 
ne AB fteht, 
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Zufäge 
1) Die Proficirenden fämmtlicher Punkte 
einer von ihr nicht fenfrecht burchbrungenen | 
einerlei Ebene E,, welche auf jener Ebene E, 
2) Steht eine Gerade auf einer Ebene ſer 
Projectionen aller in ihr angenommenen Bun 
in den Durhgangspunft der Geraden. 


8. 36. Erflärungen. 

1) Projicirt man irgend zwei Punkte einı 
und biefelbe Ebene E, fo beftimmen die Proj 
auf der Ebene E eine zweite Gerade, welde 
der erften. Geraden auf eben biefer C 

2) Nach 8. 35 Zuf. 1 entfpricht jeder G 
eine fefte Ebene projicirt wird, nur einerlei 

3) Steht eine Gerade auf einer Ebene fi 
Durdgangspunft zugleich die Projection ber 
Ebene. 

4) Den Winkel, welchen eine zu einer 
ſenkrecht ftehende Gerade mit ihrer Projection 
bildet, nennt man den Neigungswinfel 
die Ebene. 

5) Um alfo den Neigungswinfel einer G 
gegen eine Ebene AB zu conftruiren, projieir 
Punkt c der Geraden auf-die Ebene und ver 
d mit dem Durchgangspunkte b, fo ift der I 
langte Neigungswinkel. 

6) Stehen zwei Ebenen ſenkrecht auf. ı 
nimmt in der einen’ Ebene beliebige Gerade « 
Brojectionen auf der anderen Ebene fämmtlic 
ſchnitte der beiden Ebenen zufammen. 

7) Die Projection einer zu einer feſten € 
raden auf diefer Ebene ift nad) $. 19 mit de 


8. 37. Lehrſatz. 


Der Neigungswinkel einer Gera 
Ebene ift Fleiner als jeder Winfı 
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anderen dur ihren Dur 
te gezogenen Geraden bil 
(Big. 29.) Es 
ingöwinfel, 
fo if 
y abd. 
nan von irgend 
aben ab aus den 
macht bd = bf 
8.11 
ef>.cd, 


T: 
A abf> I abd. 


Zuſatz. 
»es Neigungswinkels einer Gera 
e als jeder Winkel, welden ı 
sch ihren Durchgangspunkt in 
det. 


. 88. Erklärungen. 
einen Keil B(DA)C (Big. 30) ı 
Kante AD ſenkrecht fteht, fo f 


5. 51 Zul. 2 beide Seiten 
des Keiles auf der Ebene 
aF jenfrecht und der Winkel 
bac, den die Durchſchnitts⸗ 
linien der Seiten mit ber 
Ebene aF bilven, ift alfo 
der Reigungswinfel des 
Keiles B(DA)C. Faͤllt man 
nun aus irgend einem Punkte 
d ber bene aF auf bie 
Schenkel des , Neigungs⸗ 


Fa. 30. 


winkels die Perpendikel df und de, fo müffen diefe n 
bezüglich au) auf den Seiten AC und BD fenfrei 
Der Winkel gÄf ergänzt demnach) den Neigungswinf 


Erſter Abfchnitt. 
ind heißt deshalb der. Erg 
8. 


Um den Ergänzungswinfel ein 
1, fälle man von irgend einem 
nen Punkte d aus Perpendifel d; 
fo fchließen diefe den verlangten 
ch durch die zwei Berpendifel ein: 
uf den Eeiten des Keiles ($. 31. 
: Kante AD fenfrecht, ſomit diefe 
f iR daher ver Neigungswinfel 
Ergänzungswinfel des Keiles B 
Der Ergänzungswintel ei 
tebenwinfel feines Neigun 
du gleichen Keilen gehören 


Lind zwei Ergänzungswin 
dauch die entſprechendens 


8. 39. Ertlärun 


id AB und CD (Sig. 31) zwi 
ibene EF fo durchſchneiden, daß dir 
. parallel 
de M die Eh 
EF fo 
hinbewe 
ab ſtets 
der Ebe 
bleibt, 
cd gefo 
entwebe 
Geraden 
ihr zu 
letzteres 
men AB und CD feien parall 
18 ber Ebene AB gegen bie | 
telbewegung ber Ebene. 


— 
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8.40. Lehrfäte. 
’gie der Definition von parallelen Ebenen mit 
8 gegebenen Erklärung über parallele Gerade 
folgende, aͤhnlich wie die betreffenden Säge der 
ju beweifende Lehrfäge: 
en Bunft außerhalb einer Ebene läßt 
ur eine parallele Ebene legen. 
inder fchneidende Ebenen fönnennidht 
ner dritten Ebene parallel fein. 
:i Ebenen einer dritten parallel, fo 
!inander parallel. 
zwei parallelen Ebenen die einedurd 
ne gefohnitten, fo wird auch die andere, 
ne geſchnitten. . 
nen, welche parallel find, ſchneiden 


nen, welche einanber fhneiden, koͤn⸗ 
let fein. 

nen, welche nicht parallel find, müffen 
den. 

enen, welde einander nie ſchneiden, 


ühret die Beweiſe zu vorftehenden Sägen analog 
eir. Säge in ver ebenen Geometrie. jelbft aus! 


8. 4. Lehrſatz. 
hnitte zweier parallelen Ebenen: mit 
bene find parallel. 
9. 31.) Die Durchſchnitte ab und ed lirgen 
und fönnen einander nicht fchneiten, da nad) 
enen AB und CD einander nicht fehneiden 
find nah €. ©. 8. 25 ab und cd parallel. 


Zufäge 
Ebenen E, und E, mit zwei anderen E, und E, 


3. B. Eı // Es, Es // Eu, fo ift au) der 
E, und E, mit dem von E, und E, parallel. 
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Die Richtigkeit ergibt ſich ſofort aus vorſtehendem Lehrfage 
und 8. 15. 

2) Parallele Gerade haben, auf eine und dieſelbe Ebene 
bezogen, auch parallele Projectionen (58. 14, 16 u. 41). 


8. 42. Lehrſätze. 
Sind (Big. 32) AB und CD zwei parallele Ebenen, welche 
eine dritte Ebene EF nad) den Geraden ab und cd ſchneiden und 


Fig. 32. 


man benft ſich durch dieſe drei Ebenen eine vierte Ebene GH 
gelegt, welche auf einem ber Durchſchnitte ab oder cd fenfredht 
fieht, fo fteht diefe auch auf dem anderen Durchſchnitte ſenkrecht 
(8. 41 und 13). Die Winfel mnh und fgh beftimmen daher 
die Neigungswinfel der Keile, welche durch den Durchſchnitt der’ 
zwei parallelen Ebenen AB und CD mit der dritten Ebene EF 
gebildet werden. Da aber mn // fg, fo ergeben fid) für jene 
Keile folgende, ‘mit den in 8. 26 der €. ©. aufgeftellten Sägen 
analoge Lehrfäge: 

1) Eorrefpondirende Keile find einander gleid. 

2) Zwei äußere Öegenfeile beiragen zufammen 2R; 
ebenfo zwei innere ” 

3) Zwei äußere Wechſelkeile find einander glei; 
ebenfo zwei innere 
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d ein innerer Wechſelkeil be- 


paarweife in gleichem ober entgegen- 
», find einander gleich (8.41 Zuf.1). 
Ebenen eine dritte Ebene nach 
in in der Weife, baß bie corres 
inander glei find, fo find 
altel. 


Beweife zu vorſtehenden Lehrfägen aus! 


B. Lehrſatz. 


und bie zwei Kanten zweier 
Deffnungen nad einerlei Seite 
enoms 

auch Fig. 33. 

jeiten 


ig. 33.) 
d, &. 
"ab, 

R auch 


e Seite 

) oder 

ſchnei⸗ 

“lab, - 

nad) $. 15 AB // DF. 
torausfegung und 8. 42, 1 
c(ab)d = H(DF)G 


H ober AC / / ac. 


4. Lehrſatz. 


ſe von einer und derfelben Ge— 
rungen werben, find parallel. 
4 Aufl. 3 
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Vorausſetzung. (Big. 34.) 
und Ebene CD |_ ab, 
Bel 


Big. 34. AB ji 
Ben 
eine Eb 
Gerade ı 
8. 31 
und ſchn 
und 8. « 
und b fı 
8.29) ı 
fg und 
denen coı 
und F(t 
Zufag 1 
8.42 3 
Ebene AB // Eb 


Anmerkung. Vorftehender Lehrfatz 
indirect beweifen: 
Nehu 


Fin. Da. einander 7 
jede Strec 
mit irgen 
fünittes « 
fiegen um 
bm in der 
Das Drei 
rechte Win 
Ebenen A 

nie ſchneiden und find daher nach F. Au, 8 


Zuſatz. 
Zwei Ebenen, welche nid 


einander ſchneiden, Fönnen nid 
berfelben Geraden fenfredt f 


8.8. Lehr 
Steht von zwei paralleleı 


einer Geraden ſenkrecht, fo ft 
derfelben ſenkrecht. 
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BVorausfegung. (Big. 35.) Es fei Eb. AB // Eb. CD 
und bie Gerade ab | Eb. CD, 
Behauptung. fo ift auhab_L_ Fig. 35. 
€. AB. “ 
Beweis. Denkt man fih durch 
ab zwei beliebige Ebenen kg und dh 
gelegt, welche einander nad) der Ges 
raden ab fehneiden, und find mg und 
hf die Durchſchnitte berfelden mit ber 
Ebene CD, ke und nd ihre Schnitte 
mit der Ebene AB, fo it ab_| mg 
und | hf, folglich, weil nach 8. 41 
ke // mg und nd // hf, nad) €. ©. 8.30 aud) ke | ab und 
nd |_ ab, daher nach S. 3 ab | Eb. AB. 


Zufag. - 
Zwei Ebenen, von welchen bie eine fchief, die andere 
fenfreht auf einer: und derſelben Geraden fteht, 
fönnen nicht parallel fein. 


8. 46. Lehrſatz. 


Barallele Streden zwifhen parallelen Ebenen 
find einander gleich. 

Vorausſetzung. (Big. 36.) Es Fig. 36. 
fei Eb. AB // €. CD und ab / / cd 
I tg uc., ° 

Behauptung. fo it ab — cd 
= fg ꝛc. 

Beweis. Denkt man ſich durch zwei 
der Paralellinien, 3. B. durch ab und 
ed eine Ebene gelegt, fo ſchneidet biefe 
nach 8. 41 die Ebenen AB und CD nad 
den zwei parallelen Geraden ac und bd. Das Vieret acdb ift 
alfo ein Parallelogramm, folglich 

ab == cd. 
Ebenſo laͤßt fich zeigen, daß auch ab oder cd — fg iſt. 
3, 
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Zufag. 
Da nad $. 14 alle Strecken, welche zn 
Ebenen auf’ beide fenfrecht gezogen werben 
find, fo ergibt fi) aus Obigem der Sag: 
Zwei parallele Ebenen haben überall gleichen 
Abſtand. 


8.47. Lehrſatz. 


Winkel, welche nicht in einerlei Ebene liegen, 
deren Schenkel aber paarweife parallel find, liegen 
in parallelen Ebenen. 

Borausfegung. (Big. 37.) Es fei ab // fg und be // df, 

Behauptung. fo iſt Eb. AB // Eb. CD. 

. Beweis. Errichtet man von b 
dig. 37. aus auf die durch fg und fd gelegte 
Ebene CD die Senfredyte bh und 
zieht durch den Bußpunft h die Ges 
raden mh und hn bezüglich // ſg 
und df, fo it nad) 8. 15 auch mh 
]/ ab und hn // be. Da aber bh 
mh und _| hn, fo ift aud bh 
auf ab und auf be, folglich auch nach 
8. 4 Zuf. auf der dur) ab und be 
beftimmten Ebene AB ſenkrecht. 

Die Gerade bh ſteht demnach auf den beiden Ebenen AB 
und CD zugleich fenfreht und biefe find. daher nad 8. 44 
parallel. 


Zufag. J 

Wenn zwei einander ſchneidende Gerade einer 
Ebene parallel find, fo iſt auch die durch beide bes 
fimmte Ebene jener Ebene parallel. 

Denn find 3. B. (Big. 37) ab und cb //.&b. CD! und man 
denft ſich durch jede der Beraten eine Ebene gelegt, welche bie 
Ebene CD ſchneidet, und find z. B. fg und fd bezüglich die 
Durchſchnitte, fo ift nah $. 19 fg // ab und fd // cb, alfo 
nad) obigem Lehrfage die Eb. AB // Eb. CD. 
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8. 48. Lehrſatz. 


ind zwei Schenfel zweier gleichen Wintel, welche 
»Ei parallelen Ebenen liegen und deren Oeff— 
en nad einerlei Seite gefehrt find, einander 
tet, fo find au die beiden anderen Schenfel 
(er. 

orausſetzung. (Big. 38.) Es fei in den parallelen 
ı MN md PQ Z BAC =  bac und AC / / ac, 
:hauptung. fo if auch AB // ab. 

weis. Legt man durch Fig. 38. 

nd AB zwei Ebenen Ac’ 

b’_1_ €. PQ, fo ift nach 


AC /[ ac 
AB // ab‘, 
ach 8.16 
BAC = 2 bfatc, 
auch 
bac = % beaſc“. 
tun 
AC || ac‘ 
AC |] ac, 
iach 8. 15 ac || ae“, 
mit nad) €. ©. 8. 28 Zuf. auch 
. ab // a’b‘. 
Da alfo AB /J a'b‘ 
und. ab // ab‘, 
fo it auch AB // ab. 


8. 49. Lehrſatz. 
Durd ein. Baar einander kreuzende Gerade fann 
man nur ein einziges Baar paralleler Ebenen legen. 
Beweis. Es fein (Big. 37) ab und df zwei einander 
kreuzende Gerade. Zieht man durch irgend einen Punft b der 
Geraden ab eine Parallele be zu df und durch irgend einen 
Punft f der Geraden .df eine Parallele fg zu ab, fo muß nad) 





—R 
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8. 47 die durch ab und be gelegte Ebene 
durch df und fg gelegten Ebene CD fein. 


Wäre nun noch ein zweites Paar paralleler Ebenen denkbar, 
fo wäre jede der einander kreuzenden Geraden mit zwei einander 
ſchneidenden Ebenen zugleich parallel und müßten alfo nad) 
8. 23 audy mit deren Durchſchnitt, d. h. df müßte mit ab 
parallel fein, was gegen die Vorausfegung wäre, da beide 
einander kreuzen. 


Anmerkung. In vorfichendem Beweiſe ift zugleich die Auflöfung zu der 
Aufgabe enthalten: 

Durd zwei einander kreuzende Gerade zwei parallele 
Ebenen zu legen. 

Die beiden Ebenen AB und CD find bie verlangten. 


8. 50. Lehrſatz. 


Werden zwei einander freugende Gerade durch brei 
parallele Ebenen gefhnitten, fo find die zwiſchen 
Fig. 9. den Ebenen liegenden Stüde ber 
einen Geraden den zwifchen biefen 
Ebenen liegenden Stüden ber 
anderen Geraden proportional. 
Vorausſetzung. (Big. 39.) Es 
fein AB, CD und EF. die drei yarals 
lelen Ebenen und ac und dg die zwei 
einander kreuzenden Geraden, 
Behauptung. fo verhält ſich 
ab : be — df : fg. 
Beweis. Denkt man fid durch ac 
und Punft g, fo wie durch dg und 
Punft a bezüglich die Ebenen acg und adg gelegt, fo ſchneiden 
biefe einander nad) der Geraden ag und da nad) 8.41 bh // cg 
und hf // ad ift, fo verhält fich: " 
ab : be — ah : hg 
und ah : hg = df : fg, 
folglich auch ab: be — df : fg. 
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Zuſatz. 
Es verhält ſich ferner: 

ab : ac = ah: ag 
und ac: be = ag : hg; 
aber auch ah : ag — df : dg 
und ag: hg = dg : fg; 
alfo aud) ab:ac = df :: dg 
und ac: be = dg: fe. 


8. 51. Aufgaben zur Uebung. 
A. Lehrſätze. 


1) Wenn eine Gerade auf einer Ebene ſenkrecht fteht und man 
fällt vom Fußpunkte verjelben auf irgend eine in der Ebene 
liegende Gerade den Perpendikel, fo ift jede Berbindungsftrede 
des Fußpunktes dieſes Perpendikels mit irgend einem Punkte der 
zur Ebene fenfredhten Geraden, ſenkrecht auf der in der Ebene 
liegenden Geraden. 

2) Wenn eine Gerade einer Ebene. parallel ift, fo fällt jeve andere 
Gerade, welche man durch irgend einen Punkt der Ebene 
parallel zur erfteren zieht, ganz in die Ebene. 

3) Wenn man eine Reihe von Geraden, weldhe unter einander. 
parallel find, durch eine Ebene durchſchneidet, fo find vie 
Neigungswinfel der Geraden gegen die Ebene einander gleich. 

4) Wenn eine Reihe von Ebenen, welche unter einander parallel 
find, von einer Geraden durchdrungen wird, fo find die Nei- 
gungswintel biefer Geraden gegen bie Ebenen einander gleich. 

5) Sind zwei Ebenen einander parallel und eine außerhalb ber- 
felben liegende Gerade ift parallel mit einer derſelben, jo ift 
fie auch mit der anderen Ebene parallel. | 

6) Die Halbirungsebene eines Keiles ift der geometrifhe Ort 
aller Punkte innerhalb des Keiles, welche gleiche Abſtände von 
den Schenfeln deſſelben haben. 

7) Wenn von zwei parallelen Ebenen die eine auf einer dritten 
Ebene ſenkrecht fteht, fo ſteht auch die andere auf dieſer ſenkrecht. 

8) Nimmt man in einer Ebene irgend zwei parallele Gerade und 
außerhalb einen Punkt an und legt durch dieſen und jene 
Gerade zwei Ebenen, fo ift deren Durchſchnitt parallel mit den 
in der Ebene liegenden Geraden. 

9) Wenn zwei Gerade einander freuzen, fo läßt ſich durch die 
eine derſelben nur eine Ebene ſo legen, daß ſie dieſe ganz 
enthält und mit der anderen parallel iſt. 
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10) Schneidet man eine Reihe von Strahlen, weldhe von einem 
und demfelben Punkte ausgehen, durch parallele Ebenen, fo find 
bie zwifchen je zwei berjelben liegenden Streden proportional. 

11) Zieht man durch irgend einen Punkt außerhalb ber Seiten 
eines Keiles eine Parallele zu deſſen Kante, jo geht diefe auch 
parallel mit den Keilfeiten. 

12) Durchſchneidet man zwei gegenüberliegende Seiten eines wind: 
ſchiefen Vierecks, d. 5. eines Vierecks, bei weldem je zwei 
gegenüberliegende Seiten einander kreuzen, mittelft einer Ebene, 
welche mit ven zwei anderen Geiten parallel ift, fo theilt bie- 
jelbe diefe Seiten in proportionale Theile. 


B. Conftructionen. 


1) Bon einem Punkte außerhalb einer Ebene den Berpenbitel auf 
dieſe zu fällen. 

2) In einem gegebenen Punkte einer Ebene auf diefe den Perpen- 
dikel zu errichten. 

3) Durdy eine außerhalb einer gegebenen Ebene liegende Gerade 
eine Ebene fo zu legen, daß fie diefe Gerade ganz enthält und 
auf jener Ebene ſenkrecht fteht. 

3a) Durch einen außerhalb einer Geraden liegenden Punkt eine 
Parallele zu dieſer zu ziehen. 

4) Durch einen außerhalb einer Ebene liegenden Punkt eine zu 
diefer Ebene parallele Gerade zu ziehen. 

5) Außerhalb einer Ebene find zwei Punkte gegeben; man fol in 
jener eine Gerade beſtimmen, in welcher jeder Punkt von den 
beiden gegebenen Punkten gleihweit entfernt ift. 

6) Durch einen außerhalb einer Ebene liegenden Punkt eine zu 
jener parallele Ebene zu legen. 

6a) Durch eine in einer Ebene liegende Gerade eine zweite Ebene 
fo zu legen, daß beide Ebenen einen gegebenen Keil mit einanber 
bilden. 
6b) Durch eine gegebene Gerade, welche einer gegebenen Ebene 
parallel iſt, eine Ebene ſo zu legen, daß ſie mit der erſten 
Ebene einen gegebenen Keil bildet. 

7) Durch einen außerhalb der Seiten eines Keiles liegenden Punkt 
eine Ebene ſo zu legen, daß ſie auf beiden Seiten ſenkrecht ſteht. 

8) Eine Gerade zu beſtimmen, welche mit den Seiten eines ge— 
gebenen Keiles in gegebener Entfernung parallel läuft. 

8a) Eine Gerade und ein außerhalb derſelben liegender Punkt find 
gegeben; man ſoll durch jene in einem gegebenen Abſtande 
von dem Punkte eine Ebene legen. 

9) Eine Ebene und außerhalb derſelben drei nicht in einerlei Geraden 
liegende Punkte find gegeben, man ſoll in der Ebene einen Punkt 
beftimmen, welder von jenen drei Punkten gleichweit entfernt ift, 
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ne bazu parallele Gerade und ein Punkl 
U durch dieſen eine Gerade fo ziehen, da 
ne Gerade und die Ebene ſchneidet un 
eiden Gebilde fallende Strede eine geg 


m dieſe Strede mindeftens fein? 
nander freuzende Gerade und ein Punkt a 
egeben; man fol durch diefen eine zu £ 
fe Ebene legen. 

kreuzende Gerade und ein Punkt aufe 
geben; man fol von dieſem aus eine E 
ie beiden gegebenen Geraden ſchneidet. 
euzende Gerade find gegeben; man foll zw 
Strede beftimmen, welde auf beiden zu 


iß es nur eine Strede gibt, welde diefı 
und daß diefe Heiner ift als jede o 

genden Geraden gezogene Strede! 

! Strede, welche auf zwei einander freuzenbe 

eht, beffimmt deren kürzeſte Entfernung 


inander kreuzende Gerade eine gegebene € 
daß fie mit benfelben gleiche Winkel bild 
fiebige Gerade im Raume gegeben; mar 
en, welde zwei berfelben ſchneidet um 


iſt. 

Jerade und ein Punkt im Raume find geg 
dieſen Punkt eine Ebene legen, welche mi 
eihe Neigungswinfel kildet. 


Zweiter Abfd 
Bon den Ed 


A. Die Ecken im Al 


$. 52. Erkläru 
1) Sind (Big. 40) ab, ac, ad u 
Bunfte ausgehende Etrahlen und man 
. . B. ab, fo ı 
dig 4. er Reihe die 
einander folgı 
und fid) ſtets 
ſolcher beſtim 
ſein Weg, we 
wieder in fein 
durch beide | 
gefehrt iſt, einı 
den Raum in zwei halbbegrenzte! 
ſolchen halbbegrenzten Raum nennt m 
einen förperlihen Winkel. 
2) Jeder Ede entfpricht hiernach 
Man nennt diefe in Bezug auf bi 
derfelben. 
3) Die Strahlen ab, ac, ad u. f. 
zwei aufeinanderfolgende, eine Ede begı 
heißen die Kanten, bie von ihnen yevuurım curmen zwi 
bac, cad, daf x. die Seiten, bie durch je zwei aufeinander» 
folgende Ebenen eingefchloffenen Keite b(ac)d, c(ad)f u. f. w. 
die Winkel und der gemeinfchaftliche Durchſchnittspunkt a aller 
Kanten heißt Scheitel oder Spige ber Ede. 
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4) Je nad) der Anzahl der Kanten einer Ede unterfcheidet 
man drei⸗, vier=, fünf>, ..... nfantige Eden. 

5) Aus der Entftehungsweife einer Ede ergibt fich unmittels 
bar, daß die Anzahl der Seiten und Winfel mit der Zahl 
ber Kanten übereinftimmt. 

6) Eine Ede wird durch einen am Scheitel und je einen an 
jeder Kante fiehenden Buchftaben bezeichnet. Beim Schreiben 
feßt man den am Scheitel befindlichen Buchftaben voran und 
umgibt bie übrigen mit einer Klammer. 

Die durch Big. 40 dargeſtellte Ede wäre demnach bezeichnet 
durch albedfg), 

7) Um eine Seite einer Ede zu bezeichnen, werden wir ben 
entfprechenden Winkel ohne Hinzufügung irgend eines Zeichens 
angeben. 

Hiernady drüden alfo bac, cad, daf, .... der Reihe nad) 
die Seiten der Ede Fig. 40 auß. 

8) Iſt eine Ede ihrer Außenede gleich, fo heißt fie flach 
oder geftredt. 

9) Eine flade Ede wird erhalten, wenn man von irgend 
einem Punkte einer Ebene aus in ihr belichige Strahlen zieht. 

10) Alle Keile einer flachen Ede find flache. 

11) Da flache Eden immer fo auf einander gelegt werben 
fönnen, daß fie einander deden, fo find fie ſtets einander 
gleich. 

12) Wenn alle Kanten einer Ede in eine einzige Kante zu— 
fammenfallen, fo entfleht die Nullede. 

13) Die Außenede, welche einer Nullede entipricht, heißt 
volle Ede. 

14) Die geftredte Ede ift die Hälfte einer vollen oder 
bed ganzen Raumes. 

Einer Ede, welche Heiner als eine flache ift, entſpricht als 
Außenecke eine ſolche, welche größer ift, und umgekehrt. 

Anmerkung. Wenn in der Folge nicht ausdrücklich das Gegen- 
theil bemerkt ift, fo beziehen fi die Unterfuchungen immer nur auf ſolche 
Ecken, welche kleiner al3 eine flache find. 

15) Berlängert man fämmtliche Kanten einer Ede (Big. 41) 
tiber den Scheitel, fo beflimmen bie Berlängerungen eine zweite 
Ede, welche die Scheitelede der urfprünglichen Ede. heißt. 
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16) Erweitert man eine Seite einer 
hohlen Keilen (Big. 42) über ihre Kanı 
Erweiterung mit den übrigen Seiten der wae eine Wae, weiche 


ig. 41. 5 Fig. 42: 


die Nebenede ber erfteren genannt wird. Die Keile, welche 
die Erweiterung mit den anliegenden Seiten bilden, heißen 
Außenwinkel der Ede. 

17) Jede Ede bildet mit’ ihrer Nebenecke zufammen eine 
flache Ede.” 

18) Die Nebenecken einer und berfelben Ede find alle einander 
gleich, aber die Geftalt derſelben kann verſchieden fein. 

19) Bildet man die Ergänzungswinfel (8. 38. 1) zu ben 
Winkeln einer Ede a(bed) (Fig. 43) in der Weife, daß alle 
einen gemeinfchaftlichen Scheitel p haben, fo bilden dieſe die Kanten 

einer neuen Ede p(qzs), welche 

Sig. 43. in Bezug auf die Zahl ber 
Seiten, Ranten-und Winkel 
mit der urfprünglihen Ede 
übereinftimmt. 

Da je eine Seite biefer 
neuen Ede ben gegenüber» 
liegenden Winfel ber urfprüngs 
lichen Ede zu 2R. ergänzt 
(8. 38. 1), fo nennt man jene 
Ede p(gzs) auch die Er» 

gänzungd-, Supplementar- oder Bolarede ber urfprüng- 
lichen Ede albed). 

Beide Eden führen auch den gemeinfhaftlihen Namen 
reciprofe Eden. 
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20) Je nach der Anzahl der Kanten ber urfprünglichen Ede 
erhält man bezüglich drei⸗, viers ꝛc. nfantige Bolareden. 

21) Da umgefehrt die Winkel der Ergänzungsede die Seiten 
ber urjprünglichen Ede zu 2R ergänzen, fo fann man jede der 
beiden Eden als die Ergänzungsede der anderen anjehen. 

Bezeichnen wir daher durch A,B,C die Winkel einer breis 
fantigen Ede, durch a,b,c bezüglich die ihnen gegenüberliegenden 
Seiten, ferner durch A,B,E die den Seiten a,b,c entfprechenden 
Winkel der Polarecke und durch a,b,c die ihnen gegenüberliegen- 
den Seiten, fo beftehen die Beziehungen 

A+a= 2%; A + a — 2% 
B+b=- 2R; B+b= 2R 
C+ce=-2IC+c= Ä 

22) Aus der Bildung der Ergänzungsede geht unmittelbar 
hervor, daß zu jeder Ede unendlich viele foldyer möglich find, 
beren Seiten und Winfel aber alk- einzeln einander gleich fein 
müffen. 

Anmerfung Da die Annahme des Scheitel3 ber Polarede bei 
deren Conſtruction ganz willkührlich iſt, ſo kann man denſelben auch mit 
dem Scheitel der gegebenen Ecke zuſammenfallen laſſen. Errichtet man 
alſo im Scheitel einer Ede auf deren Seiten in gleichem Sinne Perpen- 
difel, fo bilden dieſe ebenfalls die Kanten einer Ede, welche mit der 
auf die obige Weife conftruirten Polarede übereinftinmende Winkel und 
Seiten hat. 

23) Einer geſtreckten Ecke entfpricht ale Polarcde eine Nullecke, 
und unigefehrt. 

24) Laffen ſich zwei Eden jo ineinander legen, daß die 
Kanten der einen einzeln mit den Kanten der anderen zuſammen⸗ 
fallen, fo fallen auch bie Seiten der einen einzeln auf die Seiten 
der anderen, -und bie beiden Eden find congruent. (E. ©. 
8.49.) 

25) Sind zwei Eden congruent, fo find die Seiten und 
Winkel, bei übereinftimmender Lage der Eden und in demfelben 
Sinne aufeinanderfolgend genommen, einzeln einander. 
gleich, und umgekehrt. Ä | 

26) Sind zwei Ecken congruent, fo find auch die zugehörigen 
Bolareden congruent, und umgekehrt. 

27) Wenn in zwei Eden von übereinftimmender Lage die 
Seiten und Winfel, in entgegengefegtem Sinne aufs 
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einanderfolgend genomm 
fo fagt man, beide Eden feien | 
So iſt 3. B. jede Ede mit ihrer Scheitelece ſymmetriſch gleich. 
28) Wenn eine Ede einer anderen und biefe einer britten 
fommetrifch gleich iR, fo if die erfie der dritten congruent. 
29) IR von zwei congruenten Eden bie eine einer britten 
ſymmetriſch glei, fo ift ihr auch die andere fyınmetrifch gleich. 


Anmerkung. Das Zeichen für „ſymmetriſch gleih“ iR ZS 
und muß wohl von dem Zeichen für congruent (2) unterſchieden werden. 


B. Die dreikantige Ecke. 
8.53. Lehrſatz. 
Die Summe zweier Seiten einer breifantigen 
Ede ift größer als die britte Seite. 
Erfte Borausfegung. (Big. 44.) Die drei Seiten 
bac, cad und bad feien einander gleich. 

Fig. 44. Beweis. Es ift für fih Mar, 
daß alddann zwei Seiten zufammen 
größer find als bie dritte. 

Zweite Borausfegung. (Big. 
44.) Es fei die Seite cad größer 
als bad und auch größer als bac, 
Behauptung. fo ift dennoch 
bad + bac > cad. 
man irgend einen Punkt f der Kante 
ac mit irgend einem Punkte g der Kante ad durch die Strede 
fg, trägt den Winkel fab nad) fak, die Strede ak nad) ah und 
zieht hierauf fh und gh, fo if nad €. ©. $. 61: 


fh + hg > fg 
oder fi+hg>fk + kg 
oder, weil Asfh A afk 
gemacht wurde, alfo fh = fk . 
if, auch hg > kg. 
In den beiden Dreieden agk und agh hat man baher: 
ah = ak, 
ag = 28 
und bg > kg, 
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A hag > 3 gak. 
I hat — A kaf, 


g+ I haf> A gak 4 J 


bad + bae > cad. 


g. Um fid) eine dreifantige Ede zu zig. 
ne man auf ein Stüc Papier von 
ntte a aus (Fig. 45) die 4 Strahlen 

af, ſchneide die Zeichnung nad) ab und 

srehe die Seiten daf und cab beziig- 

ac gegeneinander, fo wird einmal af 


nfallen, wenn 
H LI bac> I cd 


P% zugleich als anſchaulicher Beweis für obigen 


8.54. Lehrſatz. 


Seiten einer breifantigen Ede 
ind, fo find aud die Winkel, w 
gegenüberliegen, einander gleic 





- 1-7 ng. (Big. 46.) Es 
fei bad — bac, 

Behauptung. fo ift b(ac)d 
= b(ad)e. 

Beweis. Denkt man fi durch 
irgend einen Punkt f ber Kante ab 
zwei Ebenen fkh und fgh bezüglic) 
fentrept auf die Kanten ac und ad 
gelegt, fo ſchneiden dieſe einander 





Bio. 16. 


nach fh, die Seiten ber Ede dagegen nad den Streden fl 
fg und gh, und «6 find nad) 8.26 Zuf. 1 die Winfel fk 
fgh die Neigungswinfel der Seiten bac und bad gegen 
Nah 8. 31 Zuf. 2 ftehen alfo jene Ebenen und fomiı 
$. 33 aud deren Schnitt fh fenfrecht auf der Geite cad, 


hat daher: 


48 Zweiter Abſchnitt. 


folglich A fak 2 A ſag, 

alſo fk = fg. 

Terner ZJfk= Ltg — R, 
demnach auch A fhk 2 A fhg, 

und fomit 5% fkh = 5 fgh. 


Folglich ift nad) 8. 27 auch 
b(ac)d — b(ad)e. 
Fig. 468. Anmerkung. Sind die 
Seiten bac und bad größer als 
NR, wie z. B. in Fig. 46a, fo 
verlängere man ca und da, 
bilde die Ede albe’d‘) und be- 
weife num wie vorhin, daß 
b(aed· = b(adYe‘, 
fo folgt Hieraus nad) $. 30, 
daß auch 
bad = IXad)e. 





Zufäge. 

1) Sind die drei Seiten einer breifantigen Ede 
einander glei, fo find aud die drei Winfel der— 
felben einander glei. 

2) Sind zwei Seiten einer breifantigen Ede rechte, fo find 
nad) $. 31 auch die gegenüberliegenden Winkel rechte. 


8. 55. Erklärung. 


1) Eine breifantige Ede, bei welcher zwei Seiten einander 
gleich find, heißt gleichſchenklig; find die drei Seiten einander 
gleich, fo wird fie gleichfeitig genannt. . 

2) Die Kante, welche den beiden gleichen Seiten einer gleich 
fchenkligen Ede gemeinſchaftlich if, heißt die Scheitelkante, 
der an bdiefer Kante liegende Winfel Scheitelwinfel, und bie 
ihr gegenüberliegende Seite die Orundfeite ber Ede. 

Anmerkung. Der in $. 54 angeführte Sat läßt ſich demnach 
auch folgendermaßen ausbrüden: 

Die an der Grundfeite einer gleihfhentligen Ede 
liegenden Wintel find einander gleich. 
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8. 56. Lehrſatz. 
b in einer breifantigen Ede zwei Winkel 
r gleich, fo find auch die ihnen gegenüber- 
en Seiten einander gleich. 
wmöfegung. (Big. 47.) Es ur 
© = bfac)d, Bi At. 
tuptung. foift bac — bad. 
eweis. Legt man durch 
nen ‘Bunft f ber Kante ab 
a Ebenen fkh und fgh ber 
nkrecht auf ac und ad, fo 
A fkh und fgh die Neir 
tel der Keile b(ac)d und . 
3. 26 Zuf.) und fh | dac (8.31 Zuf. 2 und $. 33). 
Fun: ' 
fh = fh, 

Lfık — fig — N, 

& fkh = Z.fgh, 

A fhk 2 A fhg, 


fk = fg. . 
r af — al, 
A akf— A agt — R, 
ch Ask A alg, 
nad bac — bad. 


beweis. Denkt man fi zu der gegebenen Ede bie 

conftruirt, fo find nad 8. 52. 21 in dieſer die den 
Winkeln der urfprünglichen Ede entſprechenden zwei 
inander gleich, alfo nach 8. 54 auch die benfelben gegen« 
iden Winkel, woraus ſich rüdwärts auf bie Gleichheit 
ichen Eeiten der urfprünglichen Ede fchließen läßt. 
Inmerkung. Sind die Winkel b(ad)e und b(ac)l > N, fo ver- 
man analog wie in der Anmerkung zu $. 54 angegeben ift, um die 
gleit des vorſtehenden Satzes auf die erſte Art zu bemweifen. 


Zufäge 
sind die drei Winkel einer breifantigen Ede 
er gleich, fo find au bie drei Seiten einander 
alfo ift die Ede eine gleichfeitige. 


Lehrbuch der Stereometrie. 4. Aufl. 
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2) Sind zwei Winkel einer dreifantigen E 
nach 8. 33 auch die gegenüberliegenden Seite 


08.51. Lehriag. 


Legt man durch bie Scheitelfante 
birungslinie der Grundſeite einer g 
Ede eine Ebene, fo ftebt diefe fen 
Grundſeite und halbirt ben Scheiteln 

Vorausſetz 

dig. 48. am halbire die € 
Behauptun 

ead und c(ab) 

Beweis. Mı 

einen Bunft ht 

Ebene fgk, auf ı 

fteht, fo ift, wen 

‘fh bezüglich dere 

Seiten der Ede 


bam find, 

A ahk 2 A ahg, 
alſo hk — hg, 
daher auch Afhık 2 A fhg, 
fomit A fhık — A fhg, 


folglich feht nach $. 31 die Eb. bam | cac 

Legt man ferner durch f eine Ebene, welch 
fante ab fenfrecht durchdrungen wird, und fir 
fp bezüglich deren Schnitte mit den Seiten 
Ebene bam, fo ift 


A afq M A afı, 
daher aq — an, 
alſo auch A apq 2A apn. 

Man hat daher fq = fn, 

pq — pa 

und p= fp, 
alfo AfA fpn, 


folglich 3 pfa = % pfn. 


| 
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Da dieſes aber nad) 8, 26 Zuf. die Neigungswinfel ber Keile 
e(ab)m und d(ab)m find, fo ift auch 
e(ab)m = d(ab)m. 
Anmerfung. Für den Fall, daß bac und bad > N, vergl. die 
Anmerkung zu $. 54.” 


8. 58. Lehring. 

Zwei breifantige Eden find congruent, wenn 
zwei Seiten und der von ihnen eingefchloffene 
Winkel in beiden einzeln einander Fig. 49. 
gleich find und in demſelben Sinne 
auf einander folgen. 

Vorausfegung. (Big. 49.) Es fei 
BAC—bac, CAD —cad und B(AC)D 
— bfac)d, 

Behauptung. fo it A(BCD) 2 
albed). 

Beweis. Man benke ſich die Ede 
a(bed) jo in die Ede A(BCD) gebracht, 
daß die Scheitel a und A, die Kanten ac 
und AC, und cad und CAD zufammen- 
fallen, fo muß auch, weil 
b(ac)d = B(AC)D 
ift, bac auf BAC (8. 24. 6) und, wegen der Gleichheit dieſer 
Seiten, ab auf AB fallen. 
Beide Eden find daher nad) $. 52. 24 congruent. 


Zuſaͤtze. 

1) Zwei Seiten und ber von ihnen eingeſchloſſene 
Winkel beftimmen eine dreifantige Ede: 

2) Folgen die in obigem Lehrfage angeführten Stüde in 
beiden Eden in entgegengefegtem Sinne auf einander, fo 
iſt die Scheitelede der einen der anderen Ede congruent, folg⸗ 
lich find die urfprünglichen Eden einander fymmetrifch gleich 
(vergl. 8. 52. 27 und 29). 

3) Sind aber die ‚beiden gegebenen Seiten in beiden Eden 
unter einander gleich, fo find biefe immer eongruent 
(vergl. 8. 54). J 

2* 
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8. 59, Lehrſatz. 


Zwei dreikantige Ecken ſind congruent, wenn 
eine Seite und die beiden anliegenden Winkel in 
beiden einzeln einander gleich ſind und in demſelben 
Sinne auf einander folgen. 

Vorausſetzung. (Fig. 49.) Es ſei DAC = dac, BAO)D 
— b(ac)d und B(AD)C = b(ad)e, 

Behauptung. fo it A(BCD) 2 albed). 

1. Beweid. Dentt man fi beide Eden fo in einander 
gebracht, daß die Scheitel a und A, die Kanten.ac und AU, 
ad und AD zufammenfallen, fo muß, wegen der Gleichheit ber 
Winfel, auch bac mit BAC und bad mit BAD zufammenfallen. 

Da fid) zwei Ebenen aber nur in einer Geraden ſchneiden 
können, fo fällt aud die Kante ab auf AB, und beide Eden 
find daher congruent. 

2. Beweis. Denkt man fich zu beiben Eden bie Polarecken 
gebildet, ſo ſind in denſelben zwei Seiten und der von ihnen 
eingeſchloſſene Winkel einzeln einander gleich und in einerlei 
Sinne aufeinander folgend, daher beide nach 8. 58 congruent; 
folglich find auch nad) 8. 52. 26 die breifantigen Eden ſelbſt 
congruent. 


Zufäße. 


1) Eine Seite und die beiden anliegenden Winkel 
beftimmen eine breifantige Ede. 

2) Die in S. 58 Zuf. 2 gemachte Bemerkung gilt auch für 
vorftehenden Lehrſatz. 

3) Sind die beiden gegebenen Winkel in beiden Eden unter 
einander gleich, fo find biefelben immer congruent (8. 56). 


8. 60. Lehrſatz. 


Zwei breifantige Eden find congruent, wenn bie 
brei Seiten der einen bezüglid ben brei Seiten ber 
anderen gleih find und in demfelben Sinne auf 
einander folgen. 
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ing. (Big. 50.) Es fii BacC — bac, BAD 
I dac, 

fo it A(BCD) © albed). 
Fig. 50. 


Ivet man die Scheitelede A(B’C’D’) zur Ede 
bie Seiten beider Eden einzeln einander gleich, 
jegengefegtem Sinne auf einander. Denkt man 
(bed) fo an die Scheitelede A(B’C’D’) gelegt, 
und A und bie Kanten ad und ab bezuͤglich 
AD’ und AB’ zufammenfallen, fo wird bie 
ine Lage AF annehmen, und eine burd bie 
ÄF gelegte Ebene die Entſtehung zweier gleich» 
A(C’D’F) und A(CBF) zur Bolge haben. 
Nach 8. 54 if alddann 


F(AC)D' = CXAF)D' 
und F(ACYB’ — C(AF)B', 
alfo aud) DXACYB' = D{AF)B', 
ober D(ACB — d(ac)b; 


folglich nad) 8.58 A(BCD) 2 albed). 


Zufäge 
1) Bolgen die bezüglich gleihen Seiten in ent« 
gegengefeptem Sinne auf einander, fo find bie Eden 
ſymmetriſch gleich. 
2) Wenn zwei ber gegebenen drei Seiten der beiden Eden auch 
unter einander gleich find, fo find biefelden immer congruent. 


TE 


Tr 
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3) Alle dvreifantigen Eden, bei welchen je zwei Kanten 
ſenkrecht auf einander ftehen, find congruent. 
Anmerkung. Cden diefer Art heißen rechte Eden. 
4) Legt man ſenkrecht durch die Kante eines rechten Keiles eine 
Ebene, fo wird dieſer in zwei rechte, alfo congruente Eden zerlegt. 
5) Die rechte Ede ift die Hälfte eines rechten 
Keiles. 


8. 61. Lehrſatz. 

Zwei dreikantige Eden find congruent, wenn bie 
Winkel der einen einzeln den drei Winkeln ber an— 
deren gleich find und in gleichem Sinne auf einander 
folgen. 

Beweis. Bildet man zu beiden Eden die Bolareden, fo 
find in biefen nach 8. 52. 21 die Seiten einzeln einander gleich) 
und in gleichem Sinne aufeinanderfolgend. Nach 8. 60 find die- 
felben fomit congruent; folglich find nad) 8. 52. 26 auch die 
Eden felbft congruent. 


Zufag. 
Bolgen bie Winkel in beiden Eden in entgegen= 
geiegtem Sinne auf einander, fo find dieſe ſym— 
metriſch glei. 


8. 62. Lehrſatz. 

Zwei breifantige Eden find 
congruent, wenn zwei Seiten und 
ein Winkel, welcher der einen von 
beiden gegenüber liegt, in beiden 
beziehungsweife gleich find und 
in demfelben Sinne auf einander 
folgen, und die Summe ber den 
beiden anderen gleihen Seiten 
gegenüberliegenden®infelgrößer, 
oder Kleiner als 2R if. 

Vorausfegung. (Big. 51.) Es 
fi. BAC — bac, DAC — dac, 
B(AD)C — b(ad)e und C(AB)D + c(ab)d * 2R, 


Fia. 51. 
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Behauptung. fo ift A(BCD) 2 albed). 

Beweis. Man denke fi die eind Ede a(bed) fo in bie 
andere gebracht, daß Scheitel a mit A, ad mit AD und ac 
mit AC zuſammen fällt, fo wird, weil B(AD)C = b(adho ift, 
auch dab auf DAB: fallen. Fiele nun die Kante ab nicht auf 

AB, fondern 3. B. nah AF, fo wäre die Seite. 
| BAC = bac = FAC, 
alſo A(BCF) eine gleichſchenklige Ede, folglich nad 8. 54 
C(AB)D = C(AF)B, 
‚oder da nad) 8. 29 
C(AF)B + C(AF)D = 29, 
aud) C(AB)D + clab)d —= 28, 
was gegen die VBorausfegung ift. 

Ebenſo läßt ſich zeigen, daß ab nicht außerhalb der Ede, 
wie etwa nach AF’ fallen kann. Folglich muß ab mit AB zu» 
Iammenfallen und beide. Eden find daher congruent. 


8 63. Lehrfat,. 


Zwei dreifantige Eden find congruent, wenn zwei 
Winkel und eine Seite, welde einem diefer Winkel 
gegenüberliegt, in beiden beztehungsweife gleich find 
und in demfelben Sinne auf einander folgen und die 
Summe der den beiden anderen gleihen Winkeln 
gegenüberliegenden Seiten entweder größer, ober 
fleineral8 2 #R ift. 

Borausfesung. (Fig. 51.) Es ſei D(AB)C = dcab)e, 
B(AC)D = b(ac)d, Seite CAD = cad und 


BAD 4 bad S OR, 


Behauptung. fo ift A(BCD) M afbed). 

Beweis. Denft man fidy zu den beiden Eden die Polar⸗ 
eden gebildet, fo find diefe nach vorhergehendem Sage congruent 
(8. 52. 21), alfo ſinde ed nad) 8.:52. 26 auch die urfprünglichen 
Eden. 


aufag 
Entſprechen. zwei dreikantige Eden zwar den Bes 
dingungen. der :88. 62 und 63, folgen die Elemente 
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aber in entgegengeſeztem Sinne a 
find die Eden ſymmetriſch gleich. 


© 8. 64. Lehrſatz. 
Wenn man bie drei Seiten (Big. 5 
dac einer dreifantigen Ede a(bed) 
die Strahlen af, ag und ah halbirt 
felben ſenkrechte Ebenen akf, akg un 
treffenden Seiten legt, fo haben bi 
fhaftlihen Durchſchnitt ak, weld 
Kanten der Ede gleihe Winkel bilt 
ia. 52. Beweis. 

Si zunädhft als 

zwei Ebenen, 
ag gehen, un 

ak und jede 
breifantigen E 
akb, akd und 


und  kf(ag)b 
folglich nad) 8. 58 Zuf. 2 
abkg) 5 a(dkg), 


alfo auch kab — kad. 
Auf diefelbe Art läßt fich bemweifen, daß 
kab — kac; 
daher ift kab — kad = k 
Legt man nun burd) ak und ah die Ebene 
dah — cah, 
kah = kah 
und kac — kad, 


fomit nad) $. 60 Zuf. 1 

a(ckh) 5 a(dkb), 
folglich k(ab)e = k(ah)d. 
Nach $. 29 Zuf. 2 flieht demnad die Eber 
dac und fällt alfo nad) $. 28 Zuf. 2 mit dı 
ſenlrecht errichteten Ebene zufamnen. Die di 
ſchneiden einander fomit in einerlei Geral 
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Zufag. 
‚alkbg) & a(kgd), 
k(ab)g = k(ad)g. u. ſ. w., 
dreifantige Ede in drei gleihfchenklige Ecen 


O8.65. Lehrſatz. 
etrifch gleiche dreifantige Eden find 
hh. 


? a(bed) (Fig. 53) die dreilantige Ede und man 
Scheitelede a(b’c’d‘), fo if diefe der gegebenen 
gleich. — 
nun die din 
: auf bie 
ste Weife 
dreifans 
ka über 
erlängert 
ingerung 
nten ber 
n gelegt, 
e in brei breifantige Eden getheilt und man hat 
cad = c’ad', 

k(ac)d = k’(ac’)d’ 

k(ad)e = k’(ad‘)c‘, 
38 Zuf. 3: 

alkcd) 2 alk’c’d‘). 
beweifen, daß 

akdb) &2 alk'd'b‘) 

a(keb) 2 alk’c’b‘) 
tion erhält man daher: 

albed) — a(bed. 


O 8. 66. Aufgabe. 


einer breifantigen Ede burd ihre drei 
ıbrüden. 


r 
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Auflöfung. Es fein (ig. 54) BDO, u. umw wuın 
die drei Seiten ber dreifantigen Ede D(ABC) und a, b und c 
beziehungsweife die diefen Seiten gegenüberliegenden Winkel. 


Fig. 54. 


Erweitert man bie drei Ebenen BDC, BDA und CDA über den 
Scheitel und die Kanten, fo entſtehen, wie. aus ber Figur erfichtlich 
#t, fieben andere dreifantige Eden. Eine derſelben D(A’B’C’) 
iſt zu der urfprünglichen Ede eine Scheitelecke. Nun ift: 
-D(ABC) ;+ D(AB'C) = ABB)C =b ... (0 

D(ABC) + D(ABC) — A(CC)B = e ... (2) 
D(A’B’CY) + D(AB’C’) = BA(AAY)C’= B(AAY)C = a, 
ober, ba nad) 8. 65 

D(A‘B'C)) — D(ABC), . 
auch D(ABC) + D(ABC)=a. . .. (8) 

Durd Addition der Gleichungen (1)—(3) erhält man: 
3D(ABC) + D(AB'C)-+ D(ABE) + D(ABC)=a+b+c. 

Da aber 
D(AB’C) + D(ABC’) + D(AB’C') — A(BB’)C’ + A(BB')C 

— D(ABC) 
= 2R — D(ABC) 
ift, fo folgt: 
2 D(ABC) — 


oder D(ABC) = 


.» 
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d. 5. gleich der halben Summe der drei Winkel der 
Ede weniger. einem rechten Keile. | 


Zu ſaͤtze. 

1). Aus vorſtehendem Lehrſatze folgt unmittelbar der Satz: 
Die Größe einer dreikantigen Ecke verhält ſich zum 
ganzen Raume wie die um einen flachen Keil ver- 
minderte Winkelfumme zu vier flahen Keilen. 


| 2) da — R>O, aber < 2R, 

| fo ift u " | 
| . a +-b + ece> 2%, aber < 68; 
| d. h. die Summe der Winkel einer dreifantigen Ede 





iſt immer größer ald 2 und Eleiner als 6 rechte Keile. 
3) Iſt D(ABC) eine breifantige rechte Ede, fo folgt: 
DBV-TE-R-HR, 
! d. h. gleich der Hälfte eines rechten Keiles. (Vergl. 8. 60. Zuf. 5.) 
| 4) Iſt die Ede D(ABC) gleichfeitig und jeder Winkel der 
felben — a, ſo wird 


D(ABO) = I — 9. 


C. Die vielkantige Ecke. 


867. Lehrſatz. 


Zwei Eden find congruent, wenn alle Seiten und 
Winkel did auf zwei Seiten und den von dieſen ein 
gefchloffenen Winfel einzeln genommen einander 
gleich find und in gleihem Sinne auf einander folgen. 

Beweis. Diefer wird auf gleiche Weife wie für 8. 58 
durch Ineinanderlegen geführt. 


8. 68. Lehrſatz. 
- Die Summe aller Seiten einer Ede beträgt ii immer 
' weniger als 4R. | 
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Vorausfegung. (Big. 55.) a( 
tige Ede, 

. Behauptu 
MS dat iag .. 
Beweis. & 
ten eine beliebi 

ſchneidet dieſe 
Streden be, cd, ı 








alfo acb+acd-+ade-Hadf+..... 
oder da nah €. ©. 8. 46 

bed + cdf + dig + ... 

auch ach 4 acd + ade + adf + 

Nun if aber nad) E. ©. 8. 45: 

acb + abe = 2R — 

acd + ade = 2% — 

adf + afd = 2R = 








alfo acb-Facd-Fadf+.. —2nR — (bac 
Aus (1) und (2) folgt: 
2nR— (bac-+cad+daf+...) 
oder endlich: 

bac+cad+daf+... 
Fig. 56. Anmerkung. 
— — 8.53 laßt ſich auch vorſ 
Art anſchaulich beweiſen 
Iſt AB (Fig. 56) 
Bildung einer Ede, di 
nur dann möglich, went 
ſchneidet, alfo von de 

hinwegnimmt. 


8. 69. Erflärung 


Sind alle Seiten und alle Winkel ciı 
gleich, fo nennt man biefelbe eine regelm 
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08%. Lehrſatz. 


t man bie Seiten einer regelmäßig 
uch bie Halbirungdlinien ſenkrechte 
treffenden Seiten, fo ſchneiden allee 
ind berfelben Geraben, und die 
fe mit den Kanten der Ede mad, 
welche je zwei aufeinanderfolgen 
ı Ebenen bilden, find einander glei 
ak (Big. 57) fei der gig. 57. 
zweier ſolcher Ebenen ahk 

o läßt fi) wie in $. 64 

a man durch ak und bie 

Ede Ebenen legt, daß 

= kac — kad 


auch 

cab = dac 

nad) 8. 58 Zuf. 2: 
a(bek) 2 a(cdk), 
c{ab)k — d(ac)k, 


ch 8.54 
«ab)k = b(ac)k, 
Kao)k = 4 bac)d, 
ier cak = dak, 
dac)k = c(ad)k; 
biac)d — c(ad)f, 
efad)k — $ cfad)f = klad)f. 
a durch ak und die Halbirungslinie an 
me ank, fo ift 
mad — nad, 
kad — kad 
m(ad)k — n(ad)k, 
a(mdk) 35 a(ndk), 
d(am)k = d(an)k = R. 
h am auf daf fenfredht errichtete Ebene fälı 
) an und ak gelegten Ebene zuſammen (veı 
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Ferner iſt 





und d(an)k = f(an)l 
alfo auch J dak — fak. 
Auf gleiche Art läßt ſich beweifen, daß 
Halbirungslinien gelegten Ebenen mit d 
Ebenen zufammenfallen,; und daß der 
ſchnitt ak mit allen Kanten gleiche Wir 

Da albke) 2 alckd) 2 a( 
fo iR b(ak)e — cfak)d — di 
alfo auch 

b(ak)h = c(ak)h — c(ak)m — d(a 
oder auch N 

c(ak)h + c(ak)m = d(ak)m + d(s 
ober 

h(ak)m = m(ak)n — .... 


Zufäge. 


1) Jede regelmäßige Ede läßt ſich i 
ſchenklige unter einander congruen 
gemeinfchaftlicher Kante zerlegen, als fie 

Die. gemeinfdaftliche Kante Heißt bi 

2) Umgefehrt, wenn eine Ede aus ı 
ander congruenten gleichfchenkligen breite 
die Ede Kanten hat und alle eine gemei 
fo find alle Winfel und Seiten ber Ed 
d. h. diefelbe ift regelmäßig. 

3) Die von irgend einem Punkte der 
Ede aus auf deren Seiten gefällten P 
Halbirungslinien der Seiten, find einani 
Kante einer Polarede, welche wir Hau 
mäßigen Ede nennen wollen. 

4) Da bei einer regelmäßigen Ede 
unter einander gleich find, fo find bei 
alle Winkel und Seiten unter einander: £ 
ebenfalls regelmäßig. 


Bon den Eden. 63 


O 8.1. BLehrſatz. 


Legt man durch irgend einen Bunkt der Achfe einer 
regelmäßigen Ede eine Ebene ſenkrecht auf biefelbe, 
fo if deren Schnitt mit ben Seiten ber Ede ein regel: 
mäßiges Polygon. 

li Borausfegung. (Fig.58.) Ebene Fig. 58. 
|. bedfgh fei Achfe ak, 

1; Behauptung. fo if das Polygon 

| bedfgh regelmäßig. 
| 
| 






Beweis. Denkt man ſich durch 
ak und bie Kanten ber Ede Ebenen 
gelegt und ſchneiden diefe die zur Achſe 
, ſenkrechte Ebene nach ben geraden Linien 
bk, ck, dk ꝛc., fo ift nah $. 70 (a): 
|. b(ak)e — c(ak)d — dak)f — ..., 
alfo auch ald Neigungsroinkel dieſer Keile: 
A bke — A ekd — Zdkf-.... 


Da ferner 
i B ak = ak, 
A akb == 4 ake — A akd =... 
und nach 8. 70 
A kab — I ka Akad ..., 
fo if A abk A ack A adk..., 
alſo auch kb — ke — kd — 
ſomit A bke Q A ckd A 
daher k-d-d=..... R 
folglich: u 
Zbek— Lcdk— Zilk ..... = Zobk- dek - 
I fdk = ....., 
alfo auch: 


A bek dek = I cdk + 2 fük = ..... 
oder bed — Lg d- JA... 

Demnach find alle Seiten und Winkel des Polygons bedfgh 
unter einander gleich, alſo ift daffelde regelmäßig. 


O 8.72. Lehrſatz. 
Wenn man vom Scheitel einer regelmäßigen Ecke 
aus gleiche Strecken auf den Kanten abträgt und bie 
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Endpunkte derſelben der Reihe nach durch Strecken 
verbindet, fo begrenzen dieſe ein der Kantenzahl ber 
Ede entfprechendes ebenes regelmäßiges Bolygon. 

Vorausfegung. (Big. 58.) Es ſei ab — ac — ad — ..... 

Behauptung. fo iſt bedfgh ein ebenes regelmäßiges 
Bolygon. 

Beweis. Halt man von einem der Punkte b, c,d, ... 
3. 8. von b aus bie Senfrechte bk zur Achſe und verbindet 
alsdann k mit c, d, f, ... fo ift 


ab = ac, 

ak — ak 
und nad) 8. 70 A bak = A cak, 
folglich A abk 2 A ack, 
alfo auch A akb—= I ake—= N. 


Ebenſo läßt fich zeigen, daß auch die Winfel akd, akf, ... 
rechte find. Es fallen fomit die fämmtlichen Punkte b, e, d,. 
und k in eine zur Achſe ak ſenkrechte Ebene und das Polygon 
bedfgh ift daher ein ebened und nad) $ 71 ein regelmäßiges. 


Zuſatz. 

Der Perpendikel ak, welchen man vom Scheitel a aus auf 
das regelmäßige Polygon bedfgh fällt, trifft in den Mittelpunft 
befielben, denn A abk 2 A ack ıc,, 
alfo kb=ke= .... 


O8. 73. Aufgabe, 

Die Größe einer nfantigen Ede durd ihre Winkel 
auszudrücken. 

Auflöfung. 

Legt man durdy eine Kante und jede der n—1 übrigen Kanten 
Ebenen, fo wird die Ede in (n—2) breifagtige Eden zerlegt. 
Bezeichnet man nun die Summe ber drei WBinfel dieſer brei- 
fantigen Eden der Reihe nad) mit w,, Wa, Wa, ..... Wan, ſo 
folgt nad) 8. 66 für die Größe der nfoptigen Ede 








w, W⸗ W; Wa-3 
3 |— R 4 2 — R 4 8 — R 4 “on... * 2 — R 
Hm og) 
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oder, wenn man die Summe der Winkel der nfantigen Ecke 


durch W bezeichnet, — Y — (n—2) N. 


Zufap. 
W 

Da jedenfalls = (n—2) R > 0 
oder W> (2) 28, 
aber fuͤr eine flache Ecke 

W 2nR, 

alfo für eine concave Ede ſtets 
 W<2nR 
ift, fo ergibt fi) hieraus der Satz: 

Die Summe der Winkel einer nfantigen Ede ift 
immer größer ald (n—2), aber Eleiner als n flade 
Keile 

Anmerkung. Hieraus ergibt ſich aud) der in 8. 68 aufgeftellte 

Lehrſatz auf folgende Art: 

Denkt man ſich zu der Ede die Polarede gebildet und find a, bh, 

c, d, c. deren Winkel, fo find 2 R—a, 2R—b, 2R—c, ꝛc. die Seiten 

der urſprünglichen Ede, folglich ift die Summte S diefer Seiten 


=2n%R — a +b+c+d+ ...... ) 
oder, wenn man die Suıumeat-b + c+H ...... durch W, bezeichnet: 


8 — 2 n R-—W. («) 
Nach obigem Zuſatze hi aber. 
‚>a-D2N, 
alfo auch, da nad) («) " — 2nR —W, 
oder W, — 21R—8 
iſt, 2nR —- 38>(n-2) 2 R 
oder. SAN. 


O8. 74. Aufgaben zur Uebung. 
A. Rehrfäre. 


1) Die Differenz zwiſchen der Summe zweier Winkel und den 
dritten Winkel einer breifantigen Ede ift immer fleiner als 
zwei rechte Keile. 

2) Beweiſet aus vorſtehendem Satze, daß die Summe aller Winkel 

einer dreikantigen Ecke Meiner ift als ſechs vechte Keile (vergl, 
$. 66. Bu. 1). 


Spitz, Lehrbuch der Stereometrie. 4. Aufl. 5 


0. on oo: 
De . ... 7 
lie Bu nn — 
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an durch die Scheitelkante 
(der die gleichen Winkel t 
ine Ebene, \welde den Win 
ud die Grundfeite und fie 


umg. Sind die Winkel der ( 
telfante gelegte Ebene nad) 8 
feite. 


an durch bie Scheitelfant« 
[der die gleichen Winkel t 
ine Ebene, welche auf der 
diefe die Grundſeite und 


Anmerkung zur vorhergehend« 


man die drei Winkel 

ın die brei Halbirungseben 
Geraden. 

an durch die drei Kanten ı 
yerliegenden Seiten einer I 
n diefe einander in. einer 
an durch die Kanten ein: 
auf den gegenüberliegenver 
n diefelben einander in eiı 
ißenwinkel einer breifantig 
© ber zwei gegenüberliegen: 
n einer breifantigen Ede z 
ößeren berfelben auch bie 
wei Seiten einer breifantig 
n von beiden der größere 
man über ber einen Geite 
erſelben eine zweite, welche 
h hat, fo ift die Summ 
Sde Heiner als die der en 
i zwei breifantigen Ecken zwe 
er von ihnen eingeſchloſſer 
ößer iſt als in der anden 
eiden Winkel auch eine gr 
in zwei dreilantigen Eden 
nd, bie dritte Seite des ein 
‚ jo liegt auch der größ 
ce Winkel gegenüber. 

izwei breifantigen Eden zwei 
e zwiſchen ihnen liegende € 
in ber anderen, fo liegt be 
ı größerer Winkel gegenüß 
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15) Wenn in zwei dreifantigen Eden zwei Winkel einzeln einander gleid) 
find, der dritte Winkel aber in der einen Ede größer ift als 
in der anderen, fo liegt auch dem größeren diefer beiden Wintel 
eine größere Seite gegenüber. 


B. Conftructionen. 


1) Die drei Seiten einer dreifantigen Ede find gegeben, man fol 
| die Winfel derfelben conftruiren. 
u 2) Die Winkel einer dreifantigen Ede find gegeben, man fol vie 
| Seiten derfelben conftruiren. 

3) Zwei Seiten und der von ihnen eingefchleffene Winfel einer 
breifantigen Ede find gegeben, man foll die dritte Seite und 
bie beiden anderen Winkel durch Conftruction finten. 

4) Eine Seite und die beiven anliegenden Winkel einer breifan- 
tigen Ede find gegeben, man foll die beiven anderen Seiten 
und den fehlenden Winkel durch Conftruction beftimmen. 

5) Don einer dreifantigen Ede find zwei Seiten und einer ber 
nit von dieſen Seiten eingefchloffenen Winfel gegeben, nıan 
fol die dritte Seite und die beiden anderen Winkel durch 
Conſtruction finden. 

6) Zwei Winkel und eine ber nicht von dieſen eingefchloffenen 

| Seiten find gegeben, man fol den dritten Winkel und die 
| beiden anderen Seiten durch Konftruction finden. 


z * 


X 
— g ee ren —— 
— .—— —— — — —* 
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Bon den geometriihen Körpern. 


I. Die ecfigen Körper oder Polyeder. 
A. Die Polyeder im Allgemeinen. 


8. 75. Erklärungen. - 


1) Ein überall von Ebenen begrenzter Raum heißt ein ediger 
Körper oder Polyeder. Die das Polyeder begrenzenden 
Ebenen werden Seitenflächen, deren Durchſchnitte Kanten 
oder Seiten und die Durchfcehnitte der Kanten Scheitel des 
Volyederd genannt. Die Summe aller’ Begrenzungsflächen eines 
Körpers heißt deſſen Oberfläche. 

Ein von zwei angrenzenden und zu einer und berfelben 
Seitenfläcdye gehörigen Kanten gebildeter Winfel heißt ein ebener 
Winkel, der von zwei an einer gemeinfchaftlichen Bolyederfante 
liegenden Seitenflächen gebildete Winfel ein Keil, und die an 
einem Scheitel liegende Ede, welche durch die zugehörigen Seitens 
flächen gebildet wird, eine Ede des Polyeders. 

Jede durch drei oder mehre nicht zu ter nämlichen Seiten- 
fläche gehörige Eden gelegte und von der Oberfläche begrenzte 
Ebene heißt eine Diagonalebene ded Polyeders. 

Zieht man von irgend einem ald feft angenommenen Punkte 
aus Streden nad den Begrenzungsflächen eined Körpers, fo 
werben biefelben Vektoren des Körpers für jenen Punkt genannt. 

2) Ein Polyeder, dad nur hohle Keile hat, bei welchem alfo 
bie erweiterten Seitenflächen nicht durch den Polyederraum gehen, 
heißt hohlkeilig. Nur auf folche Polyeder beziehen ſich bie 
nachfolgenden Unterfuchungen, es fei denn, daß ausdruͤcklich das 
Gegentheil beinerft wird. 
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Anmerkung. Analog der Entftehungsweife der ebenen Vielecke 

und Bielfeite (E. &. $. 39) können wir aud) bei den Bolyedern in Bezug 
auf die Entftehung derfelden vollftändige und einfache körper— 
liche Vielede und vollftändige und einfade körperliche Viel- 
flache unterjcheiden, je nachdem wir nämlich bei der Bildung die Scheitel 
al3 durch nicht in einerlei Ebene liegende Punkte gegeben, oder die Lage 
der Seitenflächen al3 durch den erforderlichen Bedingungen entiprechende 
Ebenen beftimnit, annehmen. Die lörperlichen Bielede unterjcheiden ſich 
aber hiernach von den körperlichen Bielflachen nur durch ihre Entſtehungs— 
weife und beide Formen führen darum auch, injofern man fie al3 bereit 
entitandene Gebilde betrachtet, den angeführten gemeinfchaftlichen Nameir 
Polyeder Wir werden in der Folge unter einem Polyeder ftet3 
ein einfaches hohlfeiliges Polyeder verftehen. 
3) Jede Kante eined Polyeders gehört zugleich zweien Seitens 
flächen und zweien Eden an und es ift daher die Anzahl 
aller Bolyederfanten gleich der halben Anzahl der 
Seiten aller Seitenfläcdhen, oder auch gleich der halben 
- Summe aller Edentanten. 

4) Da die Anzahl aller ebenen Winkel gleich der Anzahl der 
Seiten fämmtlicher Seitenflächen, und diefe doppelt fo groß ift 
als die Anzahl aller Kanten, fo ift die Anzahl der ebenen 
Winkel auh gleich der doppelten Anzahl aller 
Bolyederfanten. - | | 

5) Die Anzahl der Bolyederfeile ffimmt mit der 
Anzahl der Kanten überein. 


8. 76. Lehrſatz. 


Die Summe der Eden und Seitenflähen eines 
Polyeders übertrifft die Anzahl der Kanten um Zwei. 

O 1. Beweis. Denft man fi) durch einen innerhalb des 
Bolyederd gelegenen Punkt und durd jede der Kanten Ebenen 
gelegt, fo bilden diefe um jenen Punkt herum jeder Seitenflädye 
gegenüber eine der Seitenzahl diefer Fläche entfprechende Ede. 

Bezeichnet man nun nach der Reihe durch s, &,, 82, 89, ---- 
die Anzahl der Seiten der um jenen Punkt gebildeten Eden 
e, Ey, &, eg, ...., entiprechend die Summe der Winfel dieſer 
Eden dur) w, Wi, Wg, Wa, ...., und die Anzahl der Seitens 
flächen, alfo auch die der Eden durch F, fo ift nach 8. 73 


w 


e — ze, 
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W 
amd 


, — * — (2) Ru. ſ. w., 
oder eratratete ms mE 
| + w+..)J-6 +3, +8+-..)R+2FNR, 
oder da 
tatatat.. un 


und die Summe 

vw wit w-#. " 
fo viel mal AR beträgt, als die Anzahl ber Kanten fänmtlicher 
um den im Inneren des Polyeders angenommenen Punkt herum 
liegenden Eden ausmacht, oder als die Summe E ber Eden bes 
Polyeders: 
4R——4B. 4R — (+. +. +...) R+2FN. 

Nach 8. 75. 3 ift aber, wenn man die Summe aller Polyeder: 

fanten durch) K bezeichnet: 
sts, +8 +8 +... = 2K; 
folglich 
. 4R— 2ER—2KR+2FN, 
oder ' E+F=-K+2_| 
Dieſer merfwürdige Sag rührt von Euler ber und heißt 
nad) ihm der Euler’fhe Satz. Derfelbe gilt‘ nur für hohl⸗ 
keilige Polyeder. 

2. Beweis. Von den verſchiedenen, von $. 73 unab⸗ 
hängigen Beweifen, welche wir noch für diefen Sag befigen, fei 
hier folgender erwähnt. 

Bezeichnet man dur) F die Anzahl der. Seitenflächen eines 
Polyeders, durch E die Zahl aller Eden und durch K die Anzahl 
aller Kanten deffelben, und man denkt fid) eine der Seitenflächen 
hinweg, fo bleibt, die Scheitel und Kanten der nunmehr unvollendeten 
Eden mitgerechnet, die Zahl der Eden und Kunten unverändert, 
dagegen ift die Anzahl der Flächen nur noh (F—1). Dentt 
man fi nun eine zweite, an der Deffnung liegende Flaͤche 
hinweg, fo bleiben noch, unter fteter Berüdfichtigung der ges | 
machten Bemerkung, (F—2) Flaͤchen, E Ecken und (K—1) | 
Kanten. Nehmen wir nun an, eine dritte, wiederum an ber Ä 

Definung liegende Fläche habe mit der. noch vorhandenen ge 
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biochenen Fläche &; Eden nicht gemeinfchaftlich, ſo bleiben nach 


Wegnahme dieſer Fläche offenbar noch (F—3) Flächen, (E—e,) 


Eden und [K—1— (3 + 1)] oder (K— 5, —2) Kanten. Iſt 
ferner 's, bei einer vierten: Fläche. das, was &, bei. ber dritten 
war, 9 bleiben nad) Entfernung biefer Stäche noch (F—4) 


Flaͤchen, [E- (8 + &)] Eden nd [K— (5 + &) — 3] 
‚Kanten übrig. Dan überzeugt fich hiernach leicht, daß nad) ber 
MWegnahme der mten folhen Fläche fich die Anzahl der Flächen 


am m, bie der Eden um bie. Zahl, welche die Summe aller, 


nach der Reihe durch die fucceffive Wegnahme der Flächen von 


der dritten bis einfchließfich zur mten frei gewordenen Eden an- 
gibt, und die Anzahl der Kanten um (m—1) mehr als die ber 
Eden, vermindert haben wird, ‘daß alfo noch übrig bleiben werben: 
F— m Flächen, 
E—- (+, +5 +... + 85%) Eden 
und * 
K— (5 ... + 85) — (ml) Kanten. 


.Demnach bleiben alfo, wenn man in ber bezeichneten Weife fort- 
fährt, Flächen Hinwegzunehmen, nad, Entfernung ber vorletten 
-oder der (F—L)ten- Flaͤche noch: 


F — (F-1) ober eine Fläche, 
E— (+3 +8&+ ... + 8) Eden 
und Ä 0 
K-(, +, 48% + ...+ 81) — (F-2) Kanten. 


Da aber bei der zülegt übrig gebliebenen Fläche die Zahl der 
Eden mit der Anzahl der Kanten übereinftimmt, fo ift auh 


E-Gbtratrsrt- .te)=K-(s+% 
en Zr . + er) — (F2), 


oder E+F-KH+2 


B. Die regelmäßigen Polyeder. 
O8. 7. Erklärungen. 


1) Denkt man ſich den ganzen Raum durch regelmäßige und 
unter einander congruente Eden ausgefüllt, welche alle einen 
gemeinfchaftlichen Scheitel - haben, und grenzt man biefe Eden 


durch ‚Ebenen ab, fo daß alle Kantenabfchnitte einander gleich) 
find, fo wird ein Polyeder gebildet, Das nad) 8. 72 yon lauter 
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ißigen und unter einander congruenten Geitenflächen bes 
if. Ein auf diefe Weife gebildetes Polyeder heißt ein 
mäßiges oder regulaͤres. 

Um nad biefer Art eine Polyederede zu bilden, find 
tens drei der erwähnten Eden erforderlich, welche alddann 
rbindungöftredte des ihnen gemeinfchaftlihen Scheiteld mit 
Scheitel der Polyederede als gemeinfchaftliche Kante haben. 
Sind dieſe brei Eden regelmäßig und unter einanter cons 
, fo beträgt jeder Winkel 4 R. Sehen wir baher bie 
I der Kanten einer jeden diefer Eden — n, fo erhält man 
» 73 für bie Größe einer ſolchen 


4n 6— 
en a R-| - 





efer Werth geht über 
) fürn 3 in IR ober 4 des ganzen Raumes. 
13 3733133—24: ⸗ 
)sa=5in}R Eu 
ww ı5 6 bezüglich in 0, ober in ein negatives Refultat. 
oll daher ein Raum vollſtaͤndig durch regelmäßige und unter 
er congruente Eden mit gemeinfchaftlihem Scheitel aus 
werden, fo find dazu erforderlich: 
nad) a) vier dreifantige Eden, - 
⸗b') ſechs vierfantige Eden, 
⸗0) zwölf fünffantige Eden. 

ne vollftändige Raumausfülung auf die angegebene Weife 
Eden, welche den erwähnten Bedingungen entfprechen, aber 
als fünf Seiten haben, ift nad d) nicht möglich. 
:gelmäßige ‘Polyeder, deren Eden nur durch drei Seiten» 
gebildet werden follen, Können baher nur begrenzt‘ fein: 

a) von vier Dreieden, 

b)⸗ ſechs Biereden, 

c) = zwölf Fuͤnfecken, 
eißen dann beziehentlicy: 
a’) Regelmäßige Tetraäder, 
b‘) z Hexasder (Eubus, Würfel), Ä 
ce) ⸗ Dodekaöder. 
Sol nach der oben angeführten Weiſe eine Polyederecke 
Ibgrenzung von vier regelmäßigen unter einander congruenten 


Ä 
| 


— Tg — — — 
—— nn 
. 
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Eden gebildet werden, fo ift jeder Winfel berielben ein rechter 
and, wenn die Anzahl der Kanten einer jeden Ede — n ift, die 
Größe einer ſolchen 


-IR— MN) R- 5 Rt 


Dieſer Austrud geht fürn = 3 über in 4 R oder 4 bes 
ganzen Raumes, fürn > 4 beziehentlich in , oder in ein 
negatives Refultat. 

Regelmäßige Polyeder, bei welchen jede Ecke durch vier Seiten- 
flächen gebildet wird, fönnen fomit nur von acht Dreieden 
begrenzt fein und heißen regelmäßige Oftaöder. 

5) Wählen wir nun bei der Bildung einer Polyederecke nad) 
obigem Sinne rünf regelmäßige congruente Eden, fo beträgt jeder 
Winkel derfelben + R; hat alfo jede Ede n Kanten, fo iſt bie 





Größe einer on 


ITR-NR- —— R. 
Dieſer Ausdruck geht fürn = 3 übe in 4+R oder 
ded ganzen Raumes. Fuͤren > 3 wird er negativ. 
Regelmäßige Polyeder, bei welchen jede Ede durch fünf 
Seitenflächen gebildet wird, koͤnnen alfo nur von zwanzig 
Dreiecken begrenzt fein und heißen regelmäßige Ikoſaëẽder. 
6) Legen wir nun endlich bei der Bildung einer ‘Bolyederede 
ſechs, oder mehr regelmäßige und congruente Eden zu Örunde, 
fo finden wir die Größe einer folchen, wenn die Anzahl ber 
Kanten = n ift, beziehentlih — 5 R. u. ſ. w., welde 
Ausdrüde aber fihon fürn = 3 Null, oder negativ werden. 
Hieraus geht hervor, daß der ganze Raum in dem oben 
erwähnten Sinne nur auf die in 3), 4) und 5) beftimmte Weife 
volftändig ausgefüllt werben kann, und daß es alfo überhaupt 
nur die fünf angeführten regelmäßigen Polyeder gibt. 
Anmerkung. Daß die Eden eines regulären Polyeder3 höchſtens 
fünflantig fein können, ergibt ſich auch aus 8.68. Denn für eine regel- 
mäßige ſechskantige Polyederede würde die Summe aller Seiten ſchon 
2,6 NR oder 4 R betragen. 


7) Aus Vorhergehendem folgt nun, wenn F, E,K bie frühere 
Bedeutung beibehalten und W bie Summe ber ebenen Winkel 
eines Polyeders bezeichnet: 
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e) für das Tetradter :F= 4E= 4,K= 6,W = 12; 
P) für das Seat :F= 6,E= 8, K= 12, W — 24; 
y) für das Dobefaäder: F— 12, E = 20, K = 30, W = 60; 


d) für das Oftaderr :F= 8E= 6,K=12,W = 24; 
e) für das Sfofaedterr :F=20,E= 12, K = 30, W = 60. 
8) Da der gemeinfchaftliche Scheitel der regelmäßigen Eden, 
durch deren Abgrenzung die regelmäßigen Polyeder entftanden find, 
von allen Eden, Seitenflähen und Kanten eines foldyen 
bezüglich gleichen Abftand hat, fo nennt man denſelben den 
Mittelpunft ded regelmäßigen ‘Polyederd und jene Abftände 
beziehungsweife Eden», Seiten» und Kantenhalbmeffer. 
Anmerkung. Werden die Begrenzungsflächen eines Körpers auf 
einer Ebene fo nebeneinanderliegend dargeftellt, daß fie bei richtigem Zu- 
ſammenlegen wieder dei betreffenden Körperraum: inſchlichen, ſo heißt 
dieſe Zeichnung das Netz des Körpers. 


Aufgabe. Zeichnet die Netze der oben angefühtten fünf regu⸗ 
lären Körper und bildet dieſe aus Pappe! 


| O8. 78. Lehrſatz. 

Die Eden eined regelmäßigen Polyeders- find 
regelmäßig und congruent. 

Beweis. Jeder Seitenhalbmeffer ift eine Achfe der durch die 
Eckenhalbmeſſer beftimmten regelmäßigen Ede; folglich beitimmen 
alle Seitenhalbmefler einer Polyederede eine Ede, auf deren Seiten 
die Polyederkanten fenkrecht ftehen, da die Verbindungslinie ber 
Polyederecke mit dem Scheitel diefer Eden zugleich deſſen Achſe 
fein muß und je zwei Begrenzungsflächen fenfrecht zu den zu⸗ 
gehörigen Seitenhalbmeffern find, alfo ihr Durchſchnitt fenkrecht 
auf der Ebene diefer Halbmeffer fteht (8. 33). Jede Ede des 
Polyeders ift daher eine Hauptpolarede zu der durch Die ent: 
fprechenden Seitenhalbmeffer beftimmten Ede, und ba dieſe Eden 
regelmäßig und untereinander congruent find, fo find aud die 
Hauptpolareden oder die Polyebereden regelmäßig und unter 
einander congruent. 


O 8 79. Lehrſatz. | 
Alle in den Mittelpunften der Seitenflähen eines 
regelmäßigen Polyeders auf dieſe gefällten Bers 


- 
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pendikel fohneiden einander in dem Mittelpunfte des 
Polyeders. 

Beweis. Nach 8. 72 Zuf. trifft jeder vom Mittelpunkte des 
Polyeders aus auf die Seitenflächen gefällte Perpenbikel in ben 
Mittelpunkt diefer Flaͤche; folglich muß auch der in dieſem Punkte 
auf die Seitenfläche errichtete Perpendifel mit jenem, d. i. mit 
bdem.Seitenhalbmeffer zufammenfallen. Errichtet man daher in ben 
Mittelpunften irgend zweier Seitenflächen eines regelmäßigen 
Polyeders Perpendifel auf biefe, fo müffen biefe im Deittelpunfte 
des Polyeders einander fehneiden. 


Zufag. 

Der auf die angegebene Weife beftimmte Mittelpunkt eines 
regulären Polyeders ift zugleich der Mittelpunkt ‘der beiden Kugel⸗ 
flaͤchen, von welchen die eine durch ſaͤnmtliche Ecken des Polyeders 
geht, die andere aber alle Seitenflächen derfelden berührt. Man 
fagt von den entfpredhenden Kugeln, jene fei dem Polyeder 
umgeſchrieben, dieſe dagegen ihm eingefhrieben. 


8. 80. Lehrſatz. 
Ein Polyeder, welches lauter regelmäßige und cons 
gruente Seitenflächen und Eden hat, ift regelmäßig. 


Fig. 59. 


O Beweis. (Big. 59.) Errichtet man von den Mittels 
punften a und b zweier anftoßenden Seitenflähen ABC und BCD 


” —N 
h 
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aus Perpendikel ac und be auf die ihnen gemeinfchaftliche Kante 
BC, fo müffen nad) befannten geometrifchen Sätzen beide diefe 
Kante im Mittelpunfte c treffen. Die durch ac und be beftimmte 
Ebene muß nun nad) 8. 31 Zuf. 2 ſenkrecht auf den Seitenflädhen 
ABC und BCD fein und tie in a und b. auf diefe errichteten Ber; 
pendifel am und bm müffen demnach einander in irgend einem 
Punkte m diefer Ebene fchneiden (8. 32 Zuf.). Berbindet man 
m mit c, 1 ift 
A mac 2 A mbe, 

alfo A acm = I bem = + %& ach. 

Iſt ferner g der Mittelpunft der an BOD ftehenden Seiten 
fläche BDE und man errichtet wieder von g und b aus Ber: 
penbifel gh und bh auf die Kante BD, fo treffen abermals beide in 
den Mittelpunkt h derfelben, und da die durch gh und bh beftimmte 
Ebene fenfrecht auf den Seitenflähen BDE und BCD fleht, fo 
muß ber in g auf BDE errichtete Perpendikel die Linie bm in irgend 
einem Punkte fchneiden. Angenommen nun, n wäre der Durch⸗ 
ſchnittspunkt, alfo gn der Perpenpifel, fo hätte man wie oben 

Anhb — Anbg = 4 % bbe. 
Nach der Vorausſetzung find aber die Keile A(BC)D und C(BD)E, 
alfo auch deren Neigungsdwinfel acb und bhg einander gleid). 


Wenn aber 4 I acb = 4 bhg 
oder A mcb = A nhb, 
— be = bh 

und X cbm = A hbn, 

fo ft A cbm 2 A hbn, 
alfo bm = bn, 


folglich muß n mit m und ber in g auf BDE errichtete Per⸗ 
pendifel mit gm zufammenfallen. 

Auf gleiche Weiſe läßt fich zeigen, daß alle Perpenpifel, in 
ben Mittelpunften der Seitenflächen auf dieſe errichtet, einander 
in m fchneiben. 





Da aber 
A acm 2 A bem 2 A bhm u. f. w. | 
alfo u m=-mh= ..... | | 
und weil’ - A -Cme 2 A Bmc ..... , * | 
auch mOo =mB = ..... 


ift, fo folgt, daß Bunft m von allen Seitenflächen, fowie von: 


Bon den geometrifhen Körpern. 


d Kanten des Polyeder gleichweit eni 
inkt bes Polyeders ift. 

ferner die durch die Geiten- und Ede 
Fantigen Eden unter einander congruer 
enhalbmeſſer bei m Tauter regelmäßige 
uente Eden. Nach 8. 77 ijt daher da 


C. Die unregelmäßigen Polyeder. 
ng und Benennung ber unregel 
Polyeder. 


8. 81. Erklärung. 


iendlich vielen unregelmäßigen Pol 
h in der Geometrie nur zwei beſonders 
zyramide und das Prisma. Außer d 
n neuerer Zeit noch einen dritten, das Pr 
t, weshalb wir auch von biefem Polyeder i 
e nachfolgenden Betrachtungen aufnehme 


Entjtehung und Benennung der Pyrı 


ſich eine Gerade laͤngs einer ebenen | 
ven Linie fo hin, daß fie zugleich ftets 
Ebene der gebrochenen Linie liegenden | 
eibt fie nach einem ganzen Umlauf eint 
: von außen einen Raum halb begrenz 
efteht, die den feften Punkt gemeinfchaf 
eil ald die Scheitelede des anderen erf 
am nennt man einen pyramibalen | 
kt den Scheitel deſſelben. 

san durch einen pyramidalen Raum ı 
nten der gebrochenen Fläche auf einerl 
hſchneidet, fo grenzt diefelbe auf biefe 
velhes wir Pyramide nennen. 
iheitel des pyramidalen Raumes heißt | 
Begrenzungsfläche diefes Raumes, weld 
» der Ebene liegt, welche die Pyramit 
diefe, von dem Mantel begrenzte Ebeı 
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Orundfläde oder Bafis, und die fent 
Spige von ber Grundfläde die Höhe ber 

4) Die Kanten ded Manteld werden b 
die Seiten ber Grunbflähe die Grundfan 
Seiten» und Grundfanten begrenzten Dreiede 
der Pyramide genannt. Die von der Grund| 
flächen gebilbeten Eden heißen Grundede: 

5) IM die Grundfläche einer Pyramide 
Polygon und fieht die Verbindungslinie 
Mittelpunft ſenkrecht auf der Grundfläche, 
eine gerade ober fenfrechte, im antereı 

6) Die Pyramide ift ein Polyeder, das 
als Grundflähe und fo vielen Dreicden I 
Polygon Seiten hat. 

7) Man benennt die Pyramiden nach d 
der Grundflähe und hat fomit breis, ' 
Pyramiden, 

8) Eine Pyramide, deren Grundfläde .... 
furzhin Tetraeder. 

Beim Tetraeder kann man jede der Begrenzungsebenen als 
Grundfläche anfehen. 

9) Legt man durch eine Pyramide eine zur Grundfläche parallele 
Ebene, fo theilt biefe den Körper in zwei Theile. Den an ber 
Spige liegenden Theil nennt man Ergänzungspyramide und 
den anderen abgekürzte Pyramide oder Pyramidenftumpf. 

10) Der Byramidenftumpf if von zwei Bolygonen 
und eben fo vielen Paralleltrapezen begrenzt, als 
die Bolygone Seiten haben. 

11) Die beiden Polygone heißen die Grundfläden, ihre 
fenfrechte Entfernung wird Höhe und der zwifchen ihnen liegende 
Theil des Pyramidenmanteld der Mantel des Pyramidenftumpfes 
genannt. 

12) Die Kanten des Manteld heißen die Seitenfanten, 
die Seiten der Grundflächen die Grundfanten und bie von 
den Seiten und Grundfanten begrenzten Paralleltrapeze bie 
Seitenfläden des Stumpfes. 

13) Legt man burd) die Mitte der Höhe einer vollftändigen, 
ober abgefürzten Pyramide eine zu den Grundflaͤchen parallele 





er er 
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Ebene, fo heißt die. Durchfchnittöfigur die mittlere Durd> 
ſchnittsfläche des betreffenden Körpers. - 

- 14) Ie nad) der Befchaffenheit der volftändigen Pyramide, 
welche einem Poramidenftumpfe entjpricht, ift diefer ein gerader, 
oder ein fehtefer. 


Aufgabe. Conftruivet das Net 
a) eines beliebigen Tetraeders, 
b) einer geraden ſechsſeitigen Phramide mit regelmäßiger Baſis, 
c) eines geraden fünfſeitigen Pyramidenſtumpfes mit regel— 
mäßigen Grundflächen, 
und bildet diefe Körper aus Pappe. 


8.85. Entftehung und Benennung des Prisma. 
- 1) Bewegt ſich eine Gerade längs einer ebenen gebrochenen, 


. aber gefchfoffenen Linie fo hin, daß fie ſtets mit einer feften nicht 


in der Ebene ber gebrochenen Linie liegenden Geraden parallel 
bleibt, fo erzeugt biefelbe nad) einem ganzen Umlauf eine gebrochene 
Slädhe, welche von außen einen Raum halb begrenzt, den man 
einen prismatifchen Raum nennt. 

2) Legt man durch einen prismatifchen Raum zwei ‚parallele 
Ebenen, fo heißt das durch diefe Ebenen und ben zwifchen beiden 
liegenden Theil der gebrochenen Fläche abgegrenzte Polyeder ein 
Prisma. | 

3) Der durch die beiden parallelen Ebenew begrenzte Theil der 
gebrochenen Fläche wird Mantel, jede der beiden von dem Mantel 
begrenzten parallelen Ebenen Grundfläche, und die fenfrechte 
Entfernung beider Grundflädhen Höhe des Prisına. genannt. 

4) Die Kanten des Mantels heißen die Seitenfanten, die Seiten 
der Orundflächen die Grundfanten und bie von den Seiten» und 
Grundfanten begrenzten Vierede die Seitenflächen des Prisma. 

5) Steht eine Seitenfante auf einer der beiden Grundflächen 
ſenkrecht, ſo heißt das Prisma ein gerades oder ſenkrechtes, 
im anderen Falle aber ein ſchiefes. 

6) Bildet der zu den Seitenkanten eines Prisma ſenkrecht 


gefuͤhrte Schnitt ein regelmaͤßiges Polygon, fo heißt bie durch 


deſſen Mittelpunkt parallel zu den Seitenfanten gezogene und von 
den Grundflächen begrenzte Strede die Ach ſe des Prisma. 

7) Man benennt bie Brismen nad) der Anzahl der Seiten 
ber Grundfläche. 
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8) IR die Grundfläche eines Prisma ein Parallelogramm, fo 
wird baffelbe ein Barallelepipedon (// ppd.) und im Falle 
diefes gerade und die Grundfläche ein Rechteck ift, ein rechts 
eckiges Barallelepipedon genannt. 

9) Der Würfel ift ein von lauter Duabraten begrenztes 
Barallelepipedon. 

Aufgabe. Eonftruivet das Netz 

N eines rechteckigen Parallelepipedons, 
b) eines geraden fünfſeitigen Prisma mit unregelmäßiger Baſis, 
ce) eines ſchief abgejchnittenen dreifeitigen Prisma, 

und bilvet diefe Körper aus Pappe. 


© 8. 84. Entitehung und Benennung des Prismatoids. 


1) Denft man fi von zwei beliebigen, aber zu einander _ 


parallelen Polygonen die Eckpunkte des einen mit den Edpunften 
des anderen durch Streden fo verbunden, daß ber Reihe nad 
jede Strecke mit der nächft vorhergehenden und einer Seite eines 


Fig. 60, 


der beiden Polygone ein Dreicd bildet, fo fließt die durch diefe 
Dreiede gebildete gebrochene Fläche mit den zwei Polygonen 
einen Raum ein, ben wir Prismatoid nennen (Big. 60). 





J 
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2) Die zwiſchen den beiden parallelen Polygonen liegente 
gebrochene Fläche wird der Mantel genannt, bie einzelnen 
ebenen Theile derfelben heißen Seitenflädyen, bie Kanten bes 
Manteld Seitenkanten, jene Polygone felbft die Grun d⸗ 
flaͤchen und deren Seiten Grundfanten des Prismatoids. 
Die fenkrechte Entfernung ber beiden Grundfläͤchen beflimmt bie 
Höhe des Körpers und die Durchſchnittsfigur, welche erhalten 
wird, wenn man in ber Mitte ber Höhe eine Ebene parallel zu 
. den beiden Grundflaͤchen durch den Körper legt, heißt mittlere 
. Durchſchnittsfläche. 

3) Sind zwei Grundkanten, welche mit einer und derſelben 
Seitenfante zwei Seiten zweier anſtoßenden Seitenflächen bilden, 


Fig..61. 


einander parallel, fo fallen dieſe zwei breiedigen Seitenflächen 
in einerlei Ebene und gehen in ein Paralleltrapez, oder ein 
Parallelogramm über, je nachdem jene parallelen Grunbfanten 
einander nicht gleich, oder gleich find (Big. 61). 

4) Sind bie beiden Grundflaͤchen Polygone von gleicher 
Seitenzahl und je zwei Seiten derſelben zu einander parallel, 
fo entſteht ein Körper, befien Mantel im Algemeinen von 

Grip, Sehrbud der Etereometrie. 4. Aufl, 
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Paralleltrapezen gebildet wird und den beſonderen Namen 
Obelisk fuͤhrt.) (Big. 62.) 


Fig. 62. 


Sind die beiden Grundflaͤchen eines Obeliöfen congruent 
oder ähnlich, fo geht berfelbe bezüglich in ein Prisma oder 
einen Pyramidenftumpf über. 

Prismen, Pyramidenftumpfe und Obelisken find fomit nur 
Varietäten ded Prismatoids. 


*) Diefer Körper wird zuweilen als ein beſonderes ftereometriihes Ge- 
bilde behandelt umd in Bezug auf feine Eigenſchaften und fein Bolumen 
näher unterſucht. Wie wir aber oben gefehen haben, ift derſelbe nur 
ein fpecieller Fall des Prismatoids. Abhandlungen in Betreff des fogenannten 
Koppe'ſchen Obelisten findet man im 18., 23., 25. Bande des 
Crelle'ſchen Journals für die reine und angewandte Mathematik, fowie 
im 9. und 11. Theile des Grunert' ſchen Archivs für Mathematit und 
Pbhyſit. 


— 
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b) Eigenfhaften ber unregelmäßigen Pol 
a) Figenfhaften der Pyramide, 
8. 85. Lehrſatz. 

Legt man burd eine Pyramide eine zur 
fläche parallele Ebene, fo ift der Durchſch 
ber Grundflädhe ähnliches Polygon. 

Vorausfegung. (Big. 63.) Es fei gi 
hkmap / / bedfg, 3 

Behauptung. fo iſt hkmnpcnbedfg. 

Beweis: Nach 8. 41 ift 

hk // be, km // ed ıc., 
folglich nach 8.16 . 
— hkm — bed, 
und nach €. ©. $. 144 Zuf. 2 
A abk mn A abe, 
Aakmao A acd u. ſ. w. 
Daher verhält fi: 
ak : ac = hk : be 0 





und 
alfo- auch : Ted. 

Auf gleiche Art läßt ſich die Gleichheit der übrig 
und bie Proportionalität der fie einſchließenden Seiten ı 
folglich ift nad) €. ©. $. 152: 

hkmnp «> bedfg. 






8. 86. Zufäte. 

1) Aehnlich läßt fi beweifen, daß wenn man 
pyramibalen Raum auf verſchiedenen Seiten des Scheitel 
Ebenen Iegt, die Durchſchnittsfiguren einander aͤhn 
wenn bie Entfernungen ber Ebenen von dem Scheitel 
diefelben congruent fein müffen. 

2) Bon den zwei auf foldhe Weife abgegrenzten 
nennen wir die eine die Scheitelpyramibe ber an 

3) Da hk / / be, km // ed ıc., fo theilt nad) E. 
jede Ebene, welche man zur Grunbfläche parallel 
Pyramide legt, die Seitenfanten in proportionale The 

6 
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4) Die beiden Grundflähen einı 
ftumpfes find einander ähnlich. 


8. 87. Lehrſatz. 


Halbirt man zwei einander gege 
Kantenpaare eined Tetraeders, fo I 
Halbirungspunfte die Edpunfte eiı 
gramm, 

Borausfı 
(Gig. 64) ab, 
zwei Paare 
Kanten, f, h 
deren Mittelpu 

Behaupt 
ein Parallelogi 

Beweis. 
ab:af=a 
und ö 
db :dk—= d 
fo if nad €. 

fg |] be 

kh // be 


Fa. 64. 


alfo nad) 8. 15 
fg } kh, 
fomit nad) €. ©. 8. 73 fghk ein Parallelog 


8.88. Lehrſatz. 


Legt man durch eine Pyramide pa 
fo verhalten fi die Homologen Sei 
fhnitte wie die Entfernungen ber &d 
der Spige der Pyramide. 

Vorausſetzung. (Big. 65.) Es fin 
und | av, 

Behauptung. fo verhält fh 

di: gh — ab: ac. 
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h 8. 41 if df // gh, und wenn man ſich 
ite aw eine Ebene gelegt denft, auch bf // ch; 
8. 144 Zuf. 2: 
Aadfon A agh 
Aabf mn A ach 
ſomit: Sig. 65. 
df : gh 
ab: ac, 
ab: ac. 





se 
die Schnitte dm, 
ich find, fo ver 
8. 181 


ab? : act, 

e ber parallelen Durchſchnitte ver— 
die Quadrate ihrer Entfernungen 
er Pyramide. 


SFgenfhaften des Yrisma. 
8. 89. Lehrſatz. 
undfläche eines Prisma parallel ge⸗ 
führte Durchſchnitt if congruentde — 
Borausfegung. (Fig. 66.) Es fei 
fh // ac, 
Behauptung. ſo iſt fghk 2 abel. 
Beweis. Da nad 8. 41 
fk |] ad, 
fg /] ab, 
fo ift nach 8. 16 
I kg — A dab. 
Ebenſo laͤßt ſich zeigen, daß 
A ſeh — abe uff. 
Berner find, weil auch 
kd // fa // gb ic, 
die Vierede afkd, bgfa ıc, Barallelogramme, alfo - 


Zr PNIEHHEIREIHIEFENEIE": | 


| 
| 
| 
| 
| 
3 
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. fk = ad, 
ſg — ab u. ſ. f. 
Aus der Gleichheit der Seiten und Wintel folgt aber, daß 
fghk 2 abed 
if. . 
Zufäge 


1) Die beiden Grundflähen eines Prisma find congruent, 

2) Das Prisma ift ein Körper, der von zwei cons 
gruenten Polygonen und eben fo vielen Parallelo— 
grammen begrenzt ift als ein Bolygon Seiten hat. 

3) Ein Prisma fann man fi) auch dadurch erzeugt denken, 
daß fi ein Polygon mit irgend einem Punkte längs einer 
geraden Linie fo hinbewegt, daß jede Bolygonfeite ſtets mit ihrer 
anfänglichen Lage parallel bleibt. 

Die Polygonfeiten befchteiben den Mantel und die Anfangss 
und Endlage des Polygons bilden die Grundflächen. 


8. 90. Lehrſatz. 
In jedem Parallelepipedon ſind je zwei gegen— 
uͤberliegende Seitenflächen congruent. 
Fig. 67. "Beweis. (Big 67.) adkf und behg 
find Parallelogramme, und da 
af — bg, 
fk — gh 
und A afk—= 2 bgh, 
fo find diefe Parallelogramme congruent. 
Ebenfo läßt ſich beweifen, daß 
abgf 2 dehk. 


Zufäge. 
1) Bei einem Parallelepipedon kann man je zwei einander 
gegenüberliegende Begrenzungsflaͤchen als Grundflähen anfehen. 
2) Sind bei einem rechtedigen Parallelepipedon zwei an einer 
gemeinfgaftlihen Kante liegende Begrenzungsfläden Duabrate, 
oder drei eine Ede bildende Kanten einander gleich, fo ift baflelbe 
ein Würfel, 
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chkeit und Symmetrie, Congruenz und 
metrifche Gleichheit der Polyeder. 


8. 91. Erflärungen und Sätze, 


in fih zwei räumliche Gebilde in eine 
bringen, baß für einen feften Bunft im 
imtliche Vektoren des einen Gebildes mit 
ed anderen, ober nur mit ben Verlänges 
felben über den feften Buntt hinaus zus 
en, und haben je zwei einander ent» 
Vektoren beiber Gebilde ein conftantes 
i, fo fagt man, die Gebilbe feien bezüglid 
:r ſymmetriſch. 

B. dad Tetracder Fig. 68. 

68) dem Tet. abed 

fi) verhält: 

=PB:Pb—= 

:= PD: Pd 

Tetraeder a1b,c1d, 

venn die Beziehung 


— PB:P, = 
— PD: Pd.. 
z) zen man fi alfo für 
einen feften Punkt fämmtliche Vek⸗ 
toren eined räumlichen Gebildes 
durch. Punkte, welche mit dem 
Gebilde auf einerlei oder auf 
entgegengefehter Eeite von 
P fiegen, nad) einem conftanten 
BVerhältniffe getheilt, fo beftimmen 
die Theilpunkte ein Gebilde, welches 
dem urfprünglichen bezüglich aͤhn⸗ 
lich oder fymmetrifch if. 
Anmerkung. Es ift klar, daß Punkt P aud) im oder auf den 
Polyedern Liegen kann. 
3) Wird der Quotient des conſtanten Verhaͤltniſſes der einander 
entfprechenden Vektoren gleich der Einheit, fo geht die Achns 


eben nnd in rn er 


REGEN 7SE RE NREN AS WSRORE NEERFERENE BIER AR ALNEER 
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Jichfeit über in die Congruenz und die Symmetrie in bie 
ſymmetriſche Gleichheit ber betreffenden Gebilde. 

4) Zwei Polyeder find hiernach congruent, wenn fi von 
denfelben nachweifen läßt, daß man fich beide fo in einander 
gebracht denfen kann, daß alle Kanten und Begrenzungdflächen 
paarweife einander decken. 

5) Um anzudeuten, daß zwei Gebilde G und g 

ähnlich, fymmetrifch, congruent, fyınmetrifch gleich, 
ſchreib man: Gog, Gwvg Gag, GSg. 

6) Befinden fich zwei ähnliche oder ſymmetriſche Gebilde 
in einer ber obigen Definition entfprechenden Lage, fo find nach 
E. G. 8.142 die Verbindungsftreden homologer Punkte bezüglich in 
gleichem oder in entgegengefegtem Sinne parallel. 

7) Aus obiger Definition ergeben fi) unmittelbar nach» 
ſtehende Säße: 

e) Sowohl bei ähnlichen als bei ſymmetriſchen Pos 
lyedern find die Verbindungdftreden homologer Punkte (homologer 
Kanten, Diagonalen 20.) unter einander und einem entfprechenden 
Beftorenpaar proportional (E. ©. 8. 142 und 8. 144), 

P) Sowohl bei ähnlichen als bei ſymmetriſchen Polyedern 
find je zwei entfprechende Begrenzungsflächen einander ähnlich. 

y) Sowohl bei ähnlichen als bei fymmetrifchen Bolyedern find 
je zwei entfprechende Keile einander gleich (8. 47 und 8. 42. 5). 

9) Bei Ahnlichen Polyedern find die homologen Eden 
congruent, bei ſymmetriſchen ‘Bolyedern dagegen ſym⸗ 
metrifch gleich (8. 67). 

&) Sowohl bei congruenten al& bei fymmetrifch gleis 
hen Polyedern find die Berbindungsftreden homologer Punfte 
umd die entfprechenden Seile unter einander gleich, dagegen bie 
entfprechenden Begrenzungsflächen einander congruent. 

5) Bei congruenten Polyedern find die homologen Eden 
congruent, bei fommetrifch gleichen Polyedern bagegen 
ſymmetriſch gleich. 

Aufgabe. Die Richtigkeit. dieſer Sätze ift für bie Annabıne 
zweier beftimmten Polyeder. noch befonders nachzumeifen. 

8) Bringt man zwei Ähnliche oder fymmetrifche Polyeder 
in eine folche Lage, daß drei an einer Ede zufammenftoßende 
Kantenpaare bezüglich in gleichem oder in entgegengefegtem 
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'aufen, fo befinden ſich beide Pol 
n entfprechenden Lage. 
in ben zwei ähnlichen Polyeder 
9) 
Y ab, AC |} ac, AD || ad, 
» 47, daß auch 
3 // ade und ADB // adb, 
8. 43 auch 

ABF |/ abf, 


= Zbaf, JABE= X 
: AF //af, BF // bf. 
Yaralleliös 207 Fig 60. 
omologen 

darthun. 

Durch⸗ 

Geraden 

zatı ſich 

I: ge 


7 


\rgf. 
ad f ge 
aber auch 
Ebenſo 
alle durch 
ider Po⸗ 
iden ein⸗ 
Bunfte P 


ah E. ©. 8. 144 Zuf. 2 

»PB:PbP=-PC:PR=. 
ch die beiden Polyeder in ber erw 
bie Richtigkeit für zwei ſymmetriſ 


wird Aehnlichkeitspunkt 
je nachdem dieſe ähnlich ober 
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find, der Punkt P alfo außerhalb der beiden Körper ober zwiſchen 
dieſelben faͤllt, heißt der Aehnlichkeitspunkt ein äußerer oder ein 
innerer. 

10) Zwei Polyeder, welche von einer gleichen Anzahl ähn- 
licher, in gleichem ober in entgegengefestem Sinne auf 
einander folgenden Flaͤchen begrenzt find, welche entfprechenbe gleiche 
Keile bilden, find bezüglich Ahnlich oder ſymmetriſch. 

Denn bringt man beide Polyeder in eine folde Lage, daß 
drei an einer Ede zufammenftoßende Kantenpaare bezüglich in 
gleichem ober in entgegengefegtem Sinne einzeln parallel laufen, 
fo folgt auf die in 8 angegebene Weife, daß ſich diefelben in ber 
unferer Definition der Achnlichfeit ober ber Symmetrie ent⸗ 
ſprechenden Lage befinden. 

11) Zwei Polyeder, welche von einer gleichen Anzahl cons 
gruenter, in gleichem oder in entgegengefegtem Sinne auf einander 
folgenden Flaͤchen begrenzt find, welche entſprechend gleiche Keile 
bilden, find bezüglih congruent oder ſymmetriſch gleich. 

12) Gleichnamige reguläre Bolyeber find ähnlich, bei 
gleichen Kanten aber congruent. 

Bei regulären Polyedern faͤllt fomit die Symmetrie und 
ſymmetriſche Gleichheit weg. 


8.92. Lehrſatz. . 

Fig. 70. Zwei Pyramiden find 
einander ähnlid, wenn 
die Eden an den Spigen 
congruent und drei Paare 
entfpredhender Seiten- 
fanten proportional find. 

Vorausfegung. (Big. 
70.) Es fei Ecke A S Eden 
und verhalte ſich 
AB:ab=AU:ac=AD:ad, 

Behauptung. fo if: 

Pyr. ABCDFGH Pyr. abedfgh. 

Beweis. Denkt man ſich die beiden Eden A und a zur 
Dedung, alfo ab nad) Ab‘, ac nach Ac’, ad nad) Ad’ gebracht, 
ſo werhält fih nach der Vorausfegung: 





Teer 
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AB: Abt = AC : ac’ R 
AC: Ad—= AD: ad ä 
}. 142 ift fomit 3 


ve‘ // BC und cd’ // CD, 

b/e’df'g’h' || BCDFGH, 

Lauch: 

DF, fg’ // FG, g'h‘ // GH ı«. 

mnach 

I: Ae — AD: Al=AF:Al-.... 
ift daher 

BCDFGH Pyr. a’b’e/d’f‘g’h’ 

breid’f’gh’ & » abedfgh 

‚BCDFGH o ; abedfgh. 


Zufäge. 
‘den an den Spigen ſymmetriſch gleich, 
lebrige wie vorhin, fo find beide Pyramiden 
riſch. 
ergibt ſich, daß die eine Pyramide der Scheitel⸗ 
eren aͤhnlich, folglich dieſer Pyramide ſelbſt 


eine zur Grundfläche einer Pyramide 
ne abgefchnittene Ergänzungspyra— 
Mftändigen Pyramide ähnlid. 

tamiden mit regulären Orundfläden find 
wenn die Eden an den Spigen congruent find, 
:traeder find einander ähnlich ober 


:i Eden bezüglich) congruent oder ſym— 

und die entfprehenden Kanten ber» 

onal find; x 
einen gleichen Keil haben und bie ihn 

enflädhen ähnlich find und bezüglid 

er in entgegengefegtem Sinne auf 

3 

i Seitenflaͤchen in beiden paarweiſe 
id bezüglich in gleichem oder in ent— 
Sinne auf einander folgen. 
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8.9. Lehrſatz. 

Zwei Pyramiden find congruent oder fymmetrifch 
gleih, wenn die Eden an den Spigen bezüglich con» 
gruent ober ſymmetriſch glei und drei entſprechende 
Seitenfantenpaare einander gleich find. 

Beweis. Die Richtigkeit ergibt ſich unmittelbar nad) $. 91. 3 
aus 8. 92, . 
Zufäge 

Zwei Tetraeder find congruent oder fymmetrifch 
gleich: 

a) wenn drei Seitenflädhen berfelben paarweife 
eongruent find und bezüglih in gleihem ober in 
entgegengefegtem Sinne aufeinanderfolgen; 

4) wenn fie einen gleihen Keil haben, bie den— 
felben bildenden Seitenflähen congruent find und 
bezüglich in gleichem oder in entgegengefegtem Sinne 
aufeinanberfolgen. 


8.9. Lehrſatz. 

Zwei Pyramiden find einander aͤhnlich, wenn ihre 
Grundflähen ähnlich, zwei entfprehende Eden an 
denfelben congruent find und das biefen Eden zu» 

Fig. 71. gehörige Seitentantens 
paar mit zwei entfpres 
chenden Grundfanten 
proportional if. 

Borausfegung. (Big. 
71.) Es ſei BCDFnbedf, 
&de B(ACF) 2 bfacf) 
"und verhalte fid) 
AB: ab — BC: be, 
Behauptung. fo iſt 
Pyr. ABCDFoByr.abedf:; 

Beweis... Denkt man ſich beide Pyramiden in eine ſolche 
Lage gebracht, daß die congruenten Eden B und b einander 
decen, alfo die Pyr. abedf nad) a’Be’d’f’ zu Liegen lommt, fo 
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müflen die von B audgehenden Diagonalen ber größeren Grund» 
fläche mit den entfprechenden Diagonalen der Grundfläche Be’d’f' 
ber Fleineren Pyramide zufanimenfallen und die Seiten c’d’, d’f‘ 
bezüglich parallel den Seiten’ CD, DF fein. 
Da ſich nun nad der Boransfegung 
AB: aB = BC: Be‘ 
aber and BC: Be’ = BD: Bd’ = BF: Bf’ =.... 
verhält, fo ift nach 8. 91. 1 | 
Por. ABCDF m Pyr. a’Be’d’f’ 
oder „ ABCODF m + abedf. 


Zufap. 

Sind die Eden B(ACF) und b(acf) fymmetrifch gleich 
und bleibt alles Webrige wie vorhin, fo find die Pyramiden 
fyommetrifd. 

Um dieſes nachzumeifen, denke man ſich die eine ‘Pyramide 
abedf in die Scheitelede der Ede. B(ACF) auf die in vors 
ftehendem Beweife angegebene Art gelegt. 


8. 95. Lehrſatz. 

Zwei Pyramiden ſind congruent oder ſymmetriſch 
gleich, wenn die drei eine Grundecke bildenden Be— 
grenzungsflächen congruent ſind und bezüglich in 
gleichem oder in entgegengeſetztem Sinne aufeinander— 
folgen. 

Beweis. Die Richtigkeit ergibt ſich unmittelbar aus 8. 94 
und 8. 91. 3. 


8. 96. Lehrſatz. 

Die Grundflähen zweier ähnlichen Pyramiden 
verhalten fich zu einander, wie Die Quadrate irgend 
zweier homologen Kanten oder aud der Höhen. 

Voraudfegung. Es feien bezüglich G und g die Grunb- 
flächen, K und K zwei entfprechende Seitenfanten, H und h bie 
Höhen zweier ähnlichen Pyramiden P und p, 

Behauptung. fo verhält ſich 

6: g—=K?;: kl H?2: h3, 
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Beweis. Bezeichnen S und s zwei 
Brundfläden, fo verhält ſich nach 8. 


80: G:g= St: 8, 

auch 8: s — K: ko] 

auch G:g=-K:k=1 
8. 97. Lehrſatz 


Berben zwei Pyramiden von gl 
nen, welche mit den Grundfläd 
leihen Entfernungen von ber € 
erhalten fi die Inhalte je zw 
Schnittflähen wie die Inhalte 
‚nbfläden. 


Fig. 72. 


Borausfegung. (Big. 72.) Es fei 
— ho, KLMNQP // ABCDFG un 
Behauptung. fo verhält fi: 
KLMNQP : klmn — ABCDF 
Beweis. Nach 8. 96 verhält fi: 
KLMNQP : ABCDFG — H( 
, klin : abed — hi 
da HO — ho und HS — hs, 
KLMNQP : klmn = ABCDE 


- ge 
LT 
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8.8. Lehrſatz. 
Legt man durch zwei Pyramiden von gleicher 
Srundflähe und gleicher Höhe in gleicher Entfer- 
nung von der Spike zwei zu den Grundfläden 


"parallele Ebenen, fo find die Inhalte der beiden 


Schnittflähen einander gleich. 
Vorausſetzung. (Fig. 72.) Es fei ABCDFG — abcd, 
Höhe HS = hs, HO = ho, KLMNQP // ABCDFG und 
klmn // abed, 

Behauptung. fo it KLMNQP = klmn. 

- Beweis. Diefer ergibt fi) unmittelbar aus 8. 97, wenn 
man daſelbſt ABCDFG = abed ſetzt. 


8- 9. Lehrſatz. 

Zwei Pyramidenſtumpfe ſind einander ähnlich, 
wenn ein Grundflächenpaar ähnlich, zwei daran 
kiegende und einander entſprechende Ecken congruent 
und die zu dieſen gehörigen Seitenkanten propor— 
tional ſind zweien entſprechenden Grundkanten. 

Beweis. Nach 8. 85 iſt das andere Grundflaͤchenpaar eben⸗ 
falls aͤhnlich und die Richtigkeit des Satzes ergibt ſich nun auf 
analoge Weife wie für 8. 94. 


8. 100. Lehrſatz. 
-- Zwei Pyramidenſtumpfe find congruent, wenn 


die zwei Orundflähenpaare und zwei entfprechende 


Eden congruent find und dad zu demfelben gehörige 
Seitenfantenpaar gleich if. 
Beweis. Nach 8. 96 und 8. 91. 3. 
Aufgabe. Welde Säge ergeben fi aus 8. 96 und 8. 97 für 


bie Symmetrie und die ſymmetriſche Gleichheit zweier 
Pyramidenſtumpfe? 


8. 101. Lehrſatz. 
Zwei Prismen find einander ähnlich, wenn ein 
Grundflädhenpaar ähnlich, ein daran liegendes ent- 
fprehendes Edenpaar congruent ift und die zuge- 


be at 
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hörigen Seitenfanten fih verhalten wie zwei ent- 
fprechende Grundfanten. 
Beweid. Derfelbe ift ebenfo wie für $. 94 zu führen. 


Zufäße 

1) Sind die zwei entfprechenben Eden fymmetrif ch gleich 
und bleibt alles Uebrige wie vorhin, ſo ſind die beiden Priomen 
ſymmetriſch. 

2) Zwei gerade Prismen find ahnlich, wenn ein 
Grundflaͤchenpaar ähnlich iſt und irgend zwei ent- 
fprehende Seitenfanten fih verhalten wie zwei 
bomologe Örundfanten. 

Anmerlung. Die Symmetrie fällt alſo bei geraden Prismen weg. 

8) Zwei gerade Prismen mit regulären Grunpflächen 
von gleicher Seitenzahl find ähnlich, wenn irgend zwei Seiten⸗ 
fanten mit irgend zwei Grundfanten proportional find. 

4) Zwei Barallelepipeda find Ahnlich, wenn ein Eden- 
paar beider congruent oder fommetrifch gleich ift und bie brei 
aneinanderftoßenden Kanten des einen proportional find den ent⸗ 
fprehenden Kanten des anderen. 

5) Zwei rechtedige Barallelepipeba find ähnlich, 
wenn drei angrenzende Kanten des einen propors 
tional find den entſprechenden drei Kanten bed anderen. 


8. 102. Lehrſatz. 


Zwei Brismen find congruent oder ſymmetriſch 
glei, wenn ein Örundflähenpanr congruent, ein 
entfprehendes Grundeckenpaar bezuͤglich congruent 
oder ſymmetriſch gleich und irgend ein Seitenfanten» 
paar gleidy ift. 

Deweid. Nach 8. 91. 3. 


Zufäße. 
1) Zwei gerade Prismen find congruent, wennein 
Orundflähenpaar congruent und ein Seitenfanten» 
paar gleich ift. 


Anmerkung. Beim geraden Prisma fällt hiernach die fummetrifche 
Bleichheit weg. 
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i gerade ‘Prismen mit regulären Grundflaͤchen von 
tenzahl find congruent, wenn in beiden ein Seitens 
und ein Grundfantenpaar gleich ift. 

i Baralfelepipeda find congruent, wenn in beiden ein 
ongruent ober fyınmetrifch gleich ift und bie drei an- 
Kanten paarmweife gleich find. 

teckige Barallelepipebda find congruent, wenn 
ıingrenzenben Kanten in beiben paarweiſe 
d. 


8. 103. Lehrſatz. 

zolyeder, welche auf einerlei Weiſe aus gleich 
rweife ähnlichen oder ſymmetriſchen Te— 
beſtehen, deren homologe Kantenpaare 
Berhältniß haben, find bezüglich ähnlich 
metrifch. 

s. Aus der Vorausfegung ergibt ſich die Achnlid- 
mologen Begrenzungdflächen und die Gleichheit der 
m Keile und nad) 8. 91. 10 die Richtigkeit obigen 


$. 104. Lehrſatz. 

Zwei Polyeder, welche auf einerlei Weife aus 
gleich viel paarweife congruenten oder fymmetrifch 
gleichen Tetraedern befiehen, find bezüglich congruent 
oder fymmetrifch gleich. 

Beweis. Nach 8. 100 und 91. 3. 


8. 105. Lehrſatz. 

Zwei ähnliche oder fymmetrifche Polyeder Laffen 
fi bezüglich in gleich viel paarweife ähnliche ober 
fymmetrifhe und auf einerlei Weife liegende Tes 
traeder zerlegen. 

Beweis. Diefer ergibt fi unmittelbar aus 8. 91. 1. 


8 106. Lehrſatz. 
Zwei congruente oder fommetrifch gleiche Polyeder 


laſſen fich bezüglich in gleich viel songruente oder 
Spig, Lehrbuch der Stereometrie. 4. Aufl. 
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fymmetrifh gleiche und auf ein 
Tetraeder zerlegen. 
Beweis. Diefer ergibt fih aus $ 


O 8. 107. Aufgaben 31 
Lehrfäge. 


1) Bei einem nur von Dreieden begrei 
fache Anzahl der Dreiede glei d 
Kanten. 

2) Die ebenen Winfel eines Polyebers 
mal fo viel R. als daſſelbe Eden h 

3) Die Anzahl der Kanten eines von 
Polyeders ift gleich der um 6 verm 
aller Eden. 

4) Die Anzahl der Seitenflächen eines 
grenzten Polyeder ift gleich der um 
Anzahl aller Eden vefielben. 

5) Die Summe aller Seile eines ı 
(2n — 2) geſtreckte Keile. 

6) Die Summe aller Eden eines ı 
(0 — 2) flache Eden. 

7) In jedem Polyeder find die Sei 
Seitenzahl immer in gerader Anza 
Eden von ungerader Kantenzahl. . 

8) Die Summe der Eden eines jeden 
gleich dem Ueberſchuß der Summe 
viel mal 2 rechte Keile, als das 9 
weniger zwei. 


I. Die runden fi 
a) Entſtehung und Benennung de 


8. 108. Erllärun 


1) Ein von frummen und ebenen Fl 
nur von frummen Flächen begrenzter R 
Körper. 

2) Von den unzählig vielen runden 
in der Geometrie nur drei, nämlich: den 

d die Kugel. 


,, 
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8. 109. Entftehung und Benennung des Kegels. 
1) Bewegt fich eine Gerade längs einer ebenen gefchloffenen 
Curve fo bin, daß fie zugleich ſtets durdy einen außerhalb der 
Ebene der Eurve liegenden feften Bunft geht, fo befchreidt fie nach 
einem ganzen Umlauf eine frumme Bläche, welche von außen 
einen Raum halb begrenzt, der aus zwei Theilen befteht, 
welche den feften Punkt gemeinschaftlich haben. Diefen Raum 
nennt man einen conifhen Raum, ven feſten Punft ven 
Scheitel, die ebene Curve die Richts oder Leitlinie, und bie 
den Raum erzeugende Gerade die Erzeugungslinie deffelben. 

2) Legt man durch einen conifchen Raum eine zur Ebene der 
Richtlinie parallele Ebene, welche nicht durch den Scheitel geht, 
fo grenzt fie auf diefer Seite des Scheiteld einen Raum ab, den 
man Kegel (Conus) nennt. | 

3) Der Kegel im Allgemeinen ift alfo ein Raum, ber von 
einer frummlinig begrenzten Ebene und einer krummen Flädye 
begrenzt ift. | 

4) IH die Richtlinie eine Kreislinie, fo erhält man einen 
freisförmigen Kegel. 

In der Folge ift nur von dieſem die Rede und folcher Furz- 
bin ald Kegel bezeichnet, da die übrigen Kegelformen in ber 
Elementargeometrie nicht zur Sprache kommen. 

5) Der Scheitel ded conifchen Raumes heißt die Spike, 
die durch die conifche Fläche begrenzte Ebene die Grundfläche 
oder Bafis, ber zwifchen der Spige und ber Bafid liegende 
Theil der conifchen Bläche der Mantel, die fenfrechte Entfernung 
der Spige von ber Grundfläche die Höhe, dad Stüf der Er- 
zeugungslinie, welches in jeder Lage derfelben zwifchen dem Um- 
fange der Grundfläche und der Spige liegt, eine Seite, und 
jede Strede, welche die Spige mit dem Mittelpunfte der Grund: 
fläche verbindet, die Achfe des Kegels. 

6) Steht die Achſe auf der Grundfläche fenkrecht, fo wird der 
Kegel ein gerader, im anderen Balle ein fchiefer genannt. 

Anmerkung Aus der Analogie der Entftehung eines Kegels 
mit der einer Pyramide folgt, daß man einen Kegel al3 eine Pyramide 


anfehen kann, deren Grundfläche ein Polygon von unendlich Heinen 
Seiten bildet, 


Aufgabe. Konftruiret das Ne eines geraben Kegels. 
7* 
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8. 110. Entftehung und Ben 


1) Bewegt fi eine Gerade ( 
einer ebenen gefchloffenen Curve (R 
ſtets mit einer feſten, nicht in der C 
parallel bleibt, fo erzeugt diefelbe nı 
krumme Flaͤche, welche von außen ei 
man einen cylindrifhen Raum 

2) Begrenzt man einen Theil de 
zwei zur Ebene der Richtlinie par 
hierdurch abgegrenzte Raum ein Ey 

3) Der Cylinder im Allgemeiı 
parallelen, krummlinig begrenzten 
Flaͤche begrenzter Raum. 

4) HM die Richtlinie eine Kreit 
freisförmigen Eylinder, und 
im Bolgenden unfere Betrachtungen 

5) Der durd die beiden paral 
der krummen (eylindrifchen) Bläche 
beiden durch den Mantel begrenzten 
Bafis, die fenfrechte Entfernung be 
das in jeder Lage durch die Grun 
Erzeugungslinie Seite und bie Stı 
punft der Richtlinie parallel zur Erze 
den beiden Grundflächen liegt, die 9 

6) Steht die Achſe ſenkrecht auf 
auf der anderen), fo nennt man d 
oder fenfrechten, im anderen Fall 

Anmerkung. Den Chlinder fa 
deſſen Grundflächen Polygone von ne 
Aufgabe. Conſtruiret das Nek ı 


8. 111. Entſtehung und B 

1) Dreht ſich eine halbe Kreie 

als fefte Achſe, fo ift ihr Weg nad) 

frumme Bläche, welche man Kugel 

2) Der von einer Kugelflähe ab 
oder Sphäre. 
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ugel fann auch als der Weg eines um feinen Durch⸗ 
te Achſe gebrehten Halbkreiſes angefehen werben. 
tittelpunft des Halbkreifes heißt der Mittelpunkt, 
Teiche Entfernung der Kugelflädhe von biefem der 
r Halbmeffer, die Kugelfläche in Bezug auf die 
berfläche, jede Strede, welche zwei Punkte der 
sbindet, eine Sehne, eine durch den Mittelpunkt 
te ein Durchmeſſer oder Diameter und jede 
he mit der Kugelflähe nur einen Punkt gemein 
eine Tangente der Kugel. 

Kugeldurchmeſſer beſtimmt auf der Oberfläche zwei 
welchen ber eine der Gegenpunft bed anberen 


b) Eigenfchaften der runden Körper. 
Eigenfhaften des Kegels. 


8. 112. Lehrſatz. 
iten eines geraden Kegels ſind einander 
bilden mit der Grundfläche gleiche Nei— 
el. ' 

Zieht man irgend zwei Seiten und bie zuge- 
m ber Orumdfläche, fo bilden diefe Streden und die 
zels zwei congruente rechtwinklige Dreiede, woraus 
!heit der Seiten und der Neigungswinkel gegen bie 
rgibt. 


Zuſaͤtze. 

ſchiefen Kegel läßt ſich zu jeder Seite, mit Aus- 
leinften und größten, eine zweite gleichgroße 
nn iſt z. B. (Big. 73) ac eine Seite und man fällt bie 
d fhlägt be nach bd, fo ift A abe 2 A abd, 
d. Da aber g am weiteften von b entfernt und f 
in b gelegene Punkt der Grundfläche ift, fo if nach 
iger und af Heiner als jede andere Seite. 


Dritter 9 


ve durch die Achſe eine 
nach einem Dreied. J 
. Ei 
Big. 73. Me 
fint 
\ ein 
\ Ag 
ein 
| eine 
derſ 





gel. 
ch Obigem fann man 
. 1. durch U 
Dreiecks 
ab als fı 
Hypoten 
Mantel 
Grundfläi 
4) D 
Dreied u 
gedreht, f 


8 113. 

zur Grundfläd 
Schnitt deffelbe: 
fig. 75. 2 
fei m 
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ice Art läßt ſich zeigen, daß jeder Punkt bed Um- 


Schnittfigur mbg gleichweit von f entfernt iſt; biefe 
ı Kreis. 

nerfung. Die Nichtigkeit der vorftehenden Säge ergibt‘ ſich 
ittelbar aus der bei $. 109 gegebenen Anmerkung in Berbin- 
8. 85 und 8. 88, 


Zufäge 

man burdy die Höhe an und bie Achſe ad eine Ebene 
be // mg, alfo verhäft ſich: 

an:ap=be:mg — dk :: fh, 
Entfernungen zweier zur Grundfläde pas 
Schnitte eines Kegels von ber Spige ver— 
ch wie die Durchmeffer oder Radien ber 
ittöfreife. 
ſich die Inhalte diefer Schnitte wie die Quadrate 
ı verhalten, fo folgt ferner der Sag: 
halte zweier zur Grundfläche eines Kegels 
aDurchſchnitte verhalten fid wie die Qua— 
Entfernungen der Schnittflähen von der 
Kegels. 


8. 114. Erklärungen. 


man buch einen Kegel eine zur. Grundfläche parallele 
yeilt diefe den Körper in zwei Theile, wovon der an 
iegende Theil Ergänzungöfegel, der andere aber 
ıpf (abgekürzter Kegel) heißt. 

Kegelftumpf ift alfo von zwei parallelen Kreiſen und 
en Fläche begrenzt. 

beiden "reife nennt man bie Big. 76. 
hen, die zwifchen fie fallenden 

tegelfeiten die Seiten und bie 

indflächen begrenzte frumme Fläche 

U bes Kegelftumpfes. 

einem geraden Kegelftumpf find 

einander gleich und man kann fi denfelben durch 
eines Paralleltrapezes abed (Big. 76), das. bei b 





i 
4 


PAR: 
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einen rechten Wintel hat, um ab als fefte Achſe entſtanden 
denlen. 


Aufgabe. Das Netz eines geraden Kegelſtumpfes zu conſtruiren. 


pP) Eigenſchaften des Cylinders. 


8. 115. Lehrſatz. 
Alle Seiten eines Cylinders find einander gleich. 
Beweis. Die Richtigkeit diefes Satzes folgt unmittelbar 
aus $. 46. 


Zufäpe. 

1) Da die Achſe eines Cylinders mit deſſen Seiten parallel 
if, fo fchneidet jede durch diefelbe oder parallel mit ihr duch 
den Eylinder gelegte Ebene diefen nad einen PBarallelogramm ; 
ift der Cylinder gerade, fo find die Durchſchnitie Rechtecke und 
alle durch Achſenſchnitte gebildeten Rechtecke deſſelben Cylinders 
ſind congruent. Den geraden Cylinder kann man ſich demnach 
durch Umdrehung eines Rechtecks um eine Seite als feſte Achſe 
entſtanden denken. 

2) Jede Ebene, welche man durch einen Cylinder parallel 
zum Richtkreis legt, ſchneidet denſelben nach einem dieſem gleichen 
Kreiſe. Die beiden Grundflächen find daher gleiche Kreife. 

3) Die Achſe eines Eylinderd geht durch die Mittelpunfte der 
beiden Grundflädhen. . 


y) Eigenfchaften der Kugel. 
$. 116. Erklärungen und Lehrfäße. 


1) Ein Punkt liegt entweber innerhalb, in, oder außer- 
halb der Oberfläche einer Kugel, je nachdem feine Entfernung 
dom Mittelpunkte Fleiner, eben fo groß, ober größer als 
der Kugelradius ift. 

2) Je nachdem bie Entfernung einer Geraden von dem Mittels 
punfte einer Kugel größer oder Feiner als der Radius ift, liegt 
die Gerade bezüglich ganz außerhalb der Kugel ober fie 
durchbringt die Oberfläche nad) E. G. 8. 65 Zuf. 1 in zwei 
Punkten. 
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nd jener Geraden vom Kugelmittelpunfte gleich 
find, außer dem die Entfernung beftimmenden 
reden, weldie man von dem Mittelpunkte aus 
v zieht, größer ald der Kugelhalbmeſſer und bie 
nur einen Punkt mit der Kugelfläche gemeinz 
t die Kugel in dieſem Punkte, ift alfo eine 
lben. 
ine Gerade eine Kugel, ſo ſteht die Verbindungs⸗ 
ungspunktes mit dem Mittelpunlte ſenkrecht auf 
dieſelbe die kuͤrzeſte Strede iſt, welche man vom 
aus nach der Beruͤhrenden ziehen kann. 
rechte, welche man vom Mittelpunkte aus auf 
r Kugel zieht, geht durch den Berührungspunft. 
raus auch umgelehrt, daß jede Gerade, welche man 
gente im Berührungspunkte ſenkrecht errichtet, durch 
ttelpunft geht? “ 
en Punkt der Kugeloberfläche, fowie durd einen 
derfelben Taffen ſich unzählig viele Tangenten 
hen. 
Mittelpunfte einer. Kugel auf eine Sehne bers 
rpenbifel halbirt dieſe. 
ie, welche eine Kugelſehne halbirt und von dieſer 
ngen wird, enthält den Mittelpunkt der Kugel. 
Strecken, bie fi) von irgend einem Punkte aus 
äche ziehen laſſen, ift diejenige die Heinfte, beren 
ch den Mittelpunkt geht und diejenige bie größte, 
urch geht. 
hmeffer ift die größte Sehne einer Kugel. 
it vom Mittelpunkt entfernte Sehnen find einander: 
kehrt. 
e bie Sehnen vom Mittelpunkt entfernt liegen, 
d fie, und umgefehrt. 
m bie Entfernung einer Ebene von dem Mittelpunkte 
jer ober Fleiner ald ber Kugelrabius iſt, liegt 
ingöweife ganz außerhalb der. Kugel, ober 
det biefelbe. Iſt der Abftand jener Ebene vom 
gleih dem Radius der Kugel, fteht alfo 
indpunkte eines Kugelradius auf diefem 
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ıt, fo hat biefelbe mit de 
yafılih, da nad 8. 11 jel 
jerhalb der Kugel liegen mu 
nennt bie Ebene im letztere 
der Kugel und den gemein 
gspunkt. 
Die Verbindungsſtrecke des 
Berührungspunfte einer Be 
r. 
Errichtet man vom Kugelm 
die Beruͤhrungsebene, fo g 
punkt. 
Errichtet man auf eine Berü 
ine Gerade fenfreht, fo gı 
tt. 
Durch einen und denfelben P 
: eine Berührungsebene an 
Durch einen Punkt außerhal 
ndlich viele Berührungseben 
Durd) eine ganz außerhalb 
h nur zwei Berührungseben 
Anmerkung. Die Richtigkeit 
He Weife darthun, wie für die 
2 — Führet die Beweiſe aus! 


8. 117. Leh 

Big. 77. Der! 
mit ein 

Bew 

ed fenfre 

und find 

des Schi 


und 

alſo nad 
Acda A 

da = df 
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h zeigen, daß jeder Punkt des Schnittumf 
ntfernt iſt; folglich ift der Schnitt ab ein 


8. 118. Zuſätze. 


freie, welde man von dem Kı 
s aufeinen Kugelfhnitt fällt, ı 
unft des Schnittkreifee. 
adungöftrede bes Schnittmittelpun 
'punfte der Kugel ſteht fenkredit 
tt. 

tittelpunfte eines Kugelſchnitte 
t errichtete Gerade geht durch 
net. 

yunfte der unter ſich parallelen Kugelf 
b denfelben Durchmefler der Kugel, welch 
recht fteht. 

folhe parallele Durchſchnitte einer 


nd gh (Big. 78) zwei Kugelſchnitte, a 
ittelpunfte, und ift 
be = ac, 
bf = ad, 
bf = ad, 
be = ac, 
ſchnitte, welde Fia. 78. 
ı Mittelpunfte 
ernt find, find 
b, und umge— 


wir an, es ſei 

ac, 

2.ch, 

be? + bf? — ac? + ad? 


bf < ad 
wir dagegen umgefehrt 
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ad > hf, 
fo ergibt ſich auf gleiche Weife, daß 


ac < be 
if. 

Ein Kugelſchnitt ift demna« 
näher er vem Mittelpunfte der $ 
gekehrt find bei derfelben K 
Schnitte weiter vom Mittelpui 
fernt, als die größeren. 

7) Jeder durch den Mittelpunkt eine 
mn ($ig. 78) ift ein Kreis, deſſen Halb 
der Kugel if. Ein ſolcher Kreis ift nc 
jeber andere Schnittfreis diefer Kugel, 
mit dem Kugelmittelpunfte zufammenfäl 

Jeder Kugelfchnitt, defien Mittelpu 
punfte zufammenfältt, heißt darum ein 
Hauptfreis, alle übrigen Schnitte | 
Ereife genannt. 

Theile der Umfänge dieſer Kreife 5 
und Nebenbogen. 

8) Alle Hauptfreife der naͤ 
einander glei, halbiren einan 
die Kugel. 

9) Durd) einen Punkt auf der Kugel 
viele Hauptkreife ziehen. Diefelden 1 
gemeinſchaftlich. 

10) Durch je zwei Punkte de 
nicht Gegenpunfte find, läßt ſich imı 
Kreis legen, ba biefelben mit dem Ku 
beftimmen ($. 1. 2 a). 

11) Zwifchen zwei Punkten a 
if der fie auf einerlei Halbkugel 
bogen Heiner als jeder fie verbi 

Denn benft man fi ben Nebenbog: 
fo lange gebreht, biß er mit dem Hau! 
fällt, fo muß jener ganz innerhalb biefe 
der Fleinere ift, und bie Richtigkeit fo 
€. ©. 8. 63 Zuf. 3. 
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tem Hauptfreife fenfrechte Durchmeſſer bei 
zwei Gegenpunfte, welde die Pole 
: eines jeden Theiles deſſelben heißen. 

tbogen, welde einen Pol mit Punkte 
bogens verbinden, ftehen auf biefem fe 
und find dem vierten Theile des Hau! 


em gegebenen Pol gehörige Hauptboger 
an von dem Bol aus mit dem vierten 
8 oder dem fphärifhen Halbmeffe 
fer einen Bogen zeichnet. 

em gegebenen Hauptbogen bie zugehörige 
hreibe man von irgend zwei Punkten de 
rechenden fphärifchen Halbmeffer Bogen a 
« deren Durchfehnitte die verlangten Pol 


$. 119. Erflärungen. 


eiden Theile, in welche ein Kugelfchni 
t Kugelabſchnitt ober Kugelfegr 
igelflähe Kugelhaube ober Ealottı 
rundfläche und die auf der Grundflä 
frechte Strede bis zur Calotte die Höh 
t ber Kugelfchnitt ein größter Kreis, fo 
yalbfugeln. 

ıen zwei parallelen Kugel: Fig. T 


Theil elner Kugel wird koͤr⸗ 
der Kugelfchicht, der zus 
Kugelflähe Kugelgürtel 


_ 
t. Die beiden Kugelfchnitte 
laͤch en und bie Entfernung „ . 
e der Schicht. 4 
: Kreife einer Kugel theilen 
Eheile. Ein folder Theil Bl 
‚eißt ein Kugelkeil, un — 
il der Kugelflähe ein fphärifches Zu 
Endpunkte a bed Durchmefierd ab an 
angenten beſtimmen den Winfel, weld 
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Jelemente bei a bilden. Diefer Wi: 
ikel. 
) Denkt man ſich eine Kugel von ei 
deren Scheitel in den Mittelpunkt t 
Rugelfläche einen Theil der Ede 
elpyramide nennt. Die Kugel) 
ihl der Kanten der Ede benannt. 
der durch die Seiten der Ede begren 
ein fphärifches Drei-, Vier⸗ 
Ipyramide eine breis, vier ıc. nfant 
) Die Bogen, welche ein ſphaͤriſcht 
ı Seiten, und die fohärifchen W 
ıderfolgende Bogen bilden, deſſen 
tlich find die Winkel und Seiten e 
lich die Maße der Winkel und Seil 
) 6) Bezeichnet ABC ein ſphaͤriſch 
zu jeder der Seiten BC, AC, Al 
vicht auf derjenigen Kugelhälfte liegt 
ichnet ift, fo erhält man bezüglich 
: beftimmen ein zweites ſphaͤriſches 
das. Bolarbreied zu ABC nenn 
3ezeichnen wir die den Winkeln 

A, B, C; A, B, 
süberliegenden Seiten bezuͤglich durd 

a, b, c; a, b, 
ſtehen nach der Conſtruction die Bi 

AC=BE— N 

AB — (B— N 

Ba — da — 9 
auch: 

A = BC = A 

AB = EB = 4 

Ba — CA — N 
us folgt, daß umgekehrt 

GBA 
tofe find von 
AB, AC, BE, 

nich ABC als Polarbreied von ABC 
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Ferner ergeben ſich auf einfache Weife die Gleichu 
A-+a= 1805; A + a — 180° 
B+b = 180%; 8-+b— 180 
C+c= 180%; € + c = 180% 
Anmerkung. 8 leuchtet unmittelbar ein, daß das c 
angegebene Weife conftruirte Polardreieck identisch ift mit 
ſphäriſchen Dreied, weldes die nach der Anmerkung zu $. 
ſtruirte Polarecke auf der Kugelfläche begrenzt, wenn man fir 
von der urfpränglichen Ede nebft ihrer Polarede fo durchdri 
daß die Scheitel derfelden mit dem Kugelmittelpuntte zuſam 
7) Wählt man zur Durddringung nach ber in 
gebenen Weife ftatt einer Förperlichen. Ede einen keg 
Raum, fo heißt jeder der zwei Theile, in welche biefer 
zerlegt, ein Kugelauoſchnitt, Kugelfector 
Kugelkegel. 





8. 120. Lehrſätze. 


Aus den Saͤtzen, welche wir bei der Verbindung zw 
fennen gelernt haben, ergeben ſich folgende analoge Sä 
Verbindung der Kugeln: 

1) Gehen die Kugelflähen zweier Kuge 
einen und benfelben Punkt ihrer Gentrale 
rühren fie einander von Außen oder von Jı 
nachdem die Entfernung ihrer Mittelpunfte g 
Summe oder gleich der Differenz ihrer Rc 
(€. ©. $. 105). 

2) Iſt die Entfernung der Mittelpunfte zweier Kuge 
als die Summe oder fleiner ald bie Differenz ihr: 
fo haben beide einen Punkt gemeinfchaftlic. 

83) Ift die Entfernung der Mittelpunkte zweier Kugel 
als die Summe oder größer als ber Unterfchied ihr 
fo fhneiden fie einander. 

Anmerkung. Wenn zwei Kugeln einander ſchueider 
man daS beiden gemeinfchaftliche Stüd eine Linfe, 

4) Berühren zwei Kugeln einander, fo li 
Mittelpunfte und der Berührungspunft i 
©eraden (E. ©. $. 106). 
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O5) Zieht man von den Mittelpunkten zweier Kugeln aud 
beliebig viele Paare paralleler Rabien, in gleichem oder in ent⸗ 
gegengefebtem Sinne, fo geben die Geraden, weldye man durch 
die Endpunfte der entfprechenden Radien zieht, alle durch einen 
und denfelben Punkt der Centrale beider Kugeln, weldyer bezüglich 
außerhalb oder innerhalb des Abſtandes der Mittelpunfte liegt 
(E. ©. $. 169). 


Man nennt beide Bunfte Aehnlichkeitspunkte der Kugeln 
und unterjcheidet der Lage nah äußere und innere Achnlid- 
feitöpunkte. Die durch die Achnlichfeitöpunfte gehenden Strahlen 
heißen bezüglich äußere und innere Achnlichkeitsftrahlen 
(8. G. 8. 169 Zuf. 2). 


6) Je zwei Durchſchnittspunkte eines Aehnlichkeitsſtrahles mit 
den Kugeloberflächen, welchen feine parallelen Radien entfprechen, 
heißen beziehungsweife potenzhaltende Punkte vom äuße— 
ten oder vom Inneren Achnlihfeitsftrahble (E. ©. 
$. 169 Zuf. 3). 

OT) Die Entfernung der Mittelpunfte zweier 
Kugeln wird durch die Achnlichfeitöpunfte harmoöoniſch 
getheilt (E. ©. 8. 230). 


8) Hat ein Achnlichkeitsftrahl einen Punkt mit der Ober: 
fläche einer der beiden Kugeln gemeinfchaftlich, fo muß er auch 
einen Bunft mit der Oberfläche der anteren Kugel gemeinſchaft⸗ 
lich haben. Die zu beiden Punkten gehörigen Radien find in 
gleichem oder entgegengefegtem Sinne parallel, je nachdem ber 
Aehnlichkeitöftrahl ein Außerer oder innerer iſt (E. ©. 8. 169 
Zufag 4). | 

9) Ein Achnlichfeitöftrahl ift immer entweder Sefante oder 
Tangente an beide Kugeln, oder liegt außerhalb derfelben (E. G. 
8. 169 Zuſ. 5). 


10) Werden zwei Kugeln von einer dritten berührt, ſo ſind 
die beiden Beruͤhrungspunkte potenzhaltende Punkte vom äußeren 
Aehnlichkeitsſtrahle jener beiden, wenn die Berührung eine aͤußere 
oder innere ift, oder potenzhaltende Punkte vom inneren Aehn⸗ 
(ichfeitöftrahle, wenn bie eine Kugel von innen, die andere von | 
außen berührt wird (E. ©. 8. 169 Zuf. 6). | 
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11) Zieht man von einem Aehnlichkeitspunfte aus eine 
Tangente an die eine Kugel, fo berührt biefelbe auch die andere 
(E. G. 8. 169 Zuf. 8). 

12) Bei concentrifchen Kugeln fallen beide Aehnlichkeitspunkte 
mit dem Mittelpunfte zufammen (E. ©. 8. 169 Zuf. 9). 

13) Für zwei gleiche Kugeln liegt der äußere Achnlichfeits- 
punft auf der Gentrale in unenbdlicher Entfernung, der innere 
dagegen im Mittelpunfte der Centrale (E. G. 8. 169 Zuf. 10). 

14) Die von den beiden Mittelpunften zweier Kugeln aus 
nad) einem zugehörigen Aehnlichkeitöftrahle gezogenen parallelen 
Streden verhalten fi wie die Radien der betreffenden Kugeln 
(E. ©. 8. 169 Zuf. 11). 

15) Wenn zwei von den Mittelpunften zweier Pugeln aud- 
gehende parallele Streden ſich wie die betreffenden Radien ver: 
halten, fo beftimmen bie Endpunfte der Streden einen Achnlich- 
feitöftrahl (E. ©. 8. 169 Zuf. 12). 

16) Die Rechtecke aud den Entfernungen von je zwei potenz . 
haltenden Bunften eines jeden Achnlichfeitsftrahles vom Außeren 
ober auch vom inneren Aehntinpfeitöpunfte find unter einander 
gleih (E. ©. 8. 170). | Ä 

17) Wenn eine Kugel un eine Ebene von einer 
zweiten Kugel berührt werden, fo find die Berührungs- 
punkte potenzhaltende Bunfte vom äußeren odervom 
inneren Nehnlichfeitsftrahle, je nachdem die Berüh- 
rung ber Kugeln von außen ober innen gefchiebt. 

.. Die Richtigkeit dieſes Satzes laͤßt fich Leicht nachiweifen, wenn 
man ſich durch die Berührungspuntte und den Mittelpunkt jener 
Kugel eine Ebene gelegt denkt. 





18) Berührt eine Kugel eine gegebene Kugel in 
| einem Bunfte und, hat fie mit - einer gegebenen 
ne einen Punkt gemeinfchaftlid, der zum, Be- 
ruͤhrungspunkte potenzhaltend iſt, ſo berührt jene 
Kugel die gegebene —* und zwar von außen oder 


innen, je nachdem der gemeinſchaftliche Punkt ein 
Spitz, Lehrbuch der Stereometrie. 4. Aufl. J 248 
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potenzhaltender vom äußeren oder inneren Aehnlich— 
feitöftrahle ift. 

Die Richtigkeit des Satzes ergibt fi, wenn man -fid) durch 
den Berührungspunft und die Mittelpunkte der beiden Kugeln 
Ebenen gelegt denkt. 


© $. 121. Erklärung. 
Fig. 50. Zieht man durch irgend einen 
außerhalb oder innerhalb einer 
Kugel gelegenen Punft a (Big. 80) 
nad) der Kugelflähe die Streden 
ab und af (Fig. 80«), oder be 
und df (Big. 80 4), fo ift nad) 
€. ©. 8. 163 und 164 in beiden 
Fällen 

ab.ac= ıf. ad. 
Man nennt biefed conftante 
PR Produft (Rechtechk) in Beziehung 
auf die Kugelflähe die äußere 
ober innere Potenz des Punktes 
a, je nachbem der Punkt aà auß er⸗ 

dalb (Big. &) oder innerhalb (Big. 4) der Kugel ‚liegt. 


O 8. 122. Lehrſatz. 

Jede Ebene, welhe von der Gentrale zweier 
Kugeln ſenkrecht durchdrungen wird, hat bie Eigen- 
ſchaft, daß die Differenzen ber Potenzen beider Kugeln 
für alle in berfelben Hiegenden Punkte einander 
gleich find. 

Beweis. (Big. 81 folg. &) Es fei die Ebene cp _|: zur 
Eentrale ab, fk und fm feien irgend zwei Vektoren zu ben 
Kugeln a und b, fo iſt die Potenz ber Kugel a — fk.. fh 
und bie ber Kugel b= fm. fa, 

Zieht man nun von f aus durch bie Kugelmittelpunfte bie 
Vektoren fs und fv, fo erhält man bie Potenzen 

fk.fh= fs. fq 
und fm . fn = fv.. fw, 
oder, wein man ben Radius der Kugel a mit R und ben ber 
Kugel b mit r bezeichnet: 
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©. fh= (fa+ R) (fa — R) 
ı.fa = (fb+ rn fb—n 
i.fh = fa! — R? 
1.fa = fb! _ re 
fh ft 4 gar — Re 
ı. fan — tg? + ob? — 1. 


venz d beider Potenzen erhält man aljo 
= 





%) — (@b-tr) (gb 1) — By.gz—ge.gi, 

venz ber Potenzen des Punktes g. . 

ein anderer Punkt der Ebene ep, fo erhält man 

‚n in Bezug auf die Kugeln-a und b 

fh‘ und fm’ . fin‘; 

[2 ee U ce De 2 

m’.fn — tv . fw' 

1° beider Potenzen 

= fk. fh — fm‘. fin‘ 

ft. fg — fi few 

= (ad — BR) — (f/b?.— rn), 
s* 


— 
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oder, wenn man fuͤr | 

" fiat — f'g? + ga? 
und für : 
f'h? — f'g? 4 gb? 
fubftituirt, 
a = (gut — RY) — (gb? — 7) 

= 87.82 — ge. gi 
folglich ift 
d=d, 


Auf gleiche Art laßt fich nachweilen, daß die Differenz ber 
Potenzen eines jeden anderen PBunfted der Ebene cp —= d ifl. 


O 8.13. Zuſätze. 


1) Soll die Ebene die Eigenſchaft haben, daß die Potenzen 
aller Punkte derſelben in Bezug auf die zwei Kugeln a und b 
einander gleich find, jo muß 

. By. gz = ge. gi 
fein, fih alfo verhalten 
By:ge = gi: gz 
oder 
l.2R + gz:zi + 2r — gz = zi — 82: gz 
II. z2i - 2R - gi:g+t2r-gi:zi— gi. 
Aus J. findet man 





_2i.ze 
52 2ab 
. _ Zi. yi 
und aus Il. gi — —* 


d. h. der Abſtand der, die bezeichnete Eigenſchaft 
beſitzenden, Ebene von einer der beiden Kugeln iſt 
gleich der Potenz des ihr zunächſt liegenden Punktes 
dieſer Kugel in Bezug auf die andere Kugel, dividirt 
durch die doppelte Entfernung ‚ver Mittelpunkte 
beider Kugeln. 

Man nennt biefe Ebene bie Botenzebene der beiden 
Kugeln. 

2) Für zwei Kugeln, welche einander fchneiden, beftimmt ber 
gemeinjchaftliche Kugelfreis, für zwei einander berührende Kugeln 
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haftliche Berührungsebene die Potenzebene biefer 
mn im erften Falle (Fig. 82) ift die Potenz eines 


ig. 92. ig. 83. 


8 der Ebene, z. B. von f, für beide Kugeln gleich 
haftlihen Potenz fk . fh und im zweiten Falle 
eich fm?. 

ruirt man zu je zwei von brei gegebenen Kugeln die 
‚ fo ſchneiden diefe einander in einer Geraden, welche 
) die drei Kugelmittelpunfte beftimmten Ebene ſenk⸗ 
. 31, 8. 37 und €. ©. 8. 184 A. Aufg. 17). 

mt dieſe Gerade die Potenzlinie ber drei Kugeln. 


© 8. 124. 
em in 8. 175 der E. ©. Mitgetheilten nennt man 
Kugel zwei in einem von dem Mittelpunfte aus⸗ 
ahle fo gelegene Punkte Fig. 54. 
g. 84), daß das Rechteck 
ihren Entfernungen vom 
ich dem Duabrate des 
r ber Rugel if, con⸗ 
r zugeordnete Pole, 
‚te Bunkte. Da aber 
f = cf’ gemacht wird, 
r? if, fo nennt man f 
en, f! dagegen ben negativen Pol von m, 
durch den einen von zwei zugeordneten. Polen eine 
ye von ber Verbindungsſtrecke beider Pole fenkrecht 
wird, fo heißt. diefelbe die Polarebene des 
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Buntes, und diefer Punkt der 
%. 175). 


gelegenen Punkt f (Big. 85) 
Big. 55. 





* 
* 
und hk eine — 
die Kugel nach dem Kreiſe hok 
und die Polarebene nach der Ge: 
raden gv, fo ift gv die Polare 
zu dem Punkte f des Kreiſes hok, 
folglich find nad) E. ©. 8. 232 
und v harmoniſche Punkte und hk iſt fomit in f und v 
ſch getheitt. 


Zuſaͤtze. 
Zwei reciprofe Punkte, welche auf einerlei Seite des 
inktes der Kugel liegen, theilen den zugehörigen Durch⸗ 
armoniſch (E. ©. 8. 233). 
Die Abflände aller. Punfte der Kugeloberfläche von zwei 
n Punkten haben einerlei Verhältnig (E. ©. 8. 234). 


8. 126. Eigenſchaften des ſphäriſchen Dreieds. 

r allen fphärifchen Vieleden ift das fphäriiche Dreied 
jtigfte, da fi) alle übrigen auf dieſes zurüdführen laſſen. 
ht zu erfehen, laͤßt ſich nämlich jedes fphärifche Vieleck 
fphärifche Dreiecke weniger zerlegen als das fphärifche 
Seiten hat. B ‚ 

den früher für die breifantige Ede entwidelten Sägen 
erüdfichtigung der zu 8. 52. 6 gemachten Bemerkung 
fih für das fphärifche Dreied unmittelbar folgende 
de 

Die Summe zweier Seiten eines fphärifchen 
'8 ift größer als bie. dritte Seite (vergl. $. 53). 
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n eines fphärifchen Dreicds 
find aud die Winkel, welde 
:Tiegen, einander gleich (8. 54). 
!iten eines fphärifchen Dreis 
fo find au die drei Winkel 


järifches Dreieck, bei welchem zwei Seiten 
1 gleihfhentliges, die gleichen Seiten 
e dritte Seite die Grundlinie und bie 
Spitze oder Scheitel defielden genannt. 
phärifehen Dreied einander gleich, fo heiht 


härifchen Dreiede zwei Winkel 
d aud die ihnen gegenüber 
ber gleich (8. 56). 

nfel eines ſphäriſchen Dreieds 
dauch die drei Seiten einanber 


ines- fphärifchen Dreiecks rechte, fo 
erliegenden Winfel rechte, und ums 


Seiten einer Ede immer Heiner als 
drei Seiten eines ſphaͤriſchen Dreieckes 
mfang eines größten Kreiſes ber zus 


Jreiede find congruent: 

iten und ber von ihnen ein— 
intel (8. 58), 

e und die beiden anliegenden 


Seiten (8. 60), 

Winkel (8. 61), 

iten und ein Winfel, welder 
beiden gegenüberliegt ($. 62), 
infel und eine Seite, welde 
r Winkel gegenüberliegt (8. 63), 
aber gleich find und in bem- 
ınder folgen, unb außerdem 





a 
Ei 
ü 
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bei e) die Summe ber den beid 
bei f) die Summe ber ben bei 
gegenüberliegenden Seiten 
Heiner als 2R ift. 

Anmertung. Hieraus laffeı fi 
tantigen Ecken gezeigt wurde, fiir die fl 
die ſymmetriſche Gleichheit aufik 
9) Halbirt man in einem gleiche 

den Winfel an der Spike, fo fteht di 
auf der Grundlinie und halbirt diefe 

10) Verbindet man in einem 
Dreiede den Mittelpunkt ber Grunl 
einen Hauptbogen, fo fteht dieſer ſ 
und halbirt ven Winfel an der Spil 

11) Zieht man von der Spige eineı 
Dreieckes aus auf die Grunblinie ei 
fo halbirt diefer die Grundlinie und 
vorausgefegt, daß bie Spige nicht ; 
ift (8. 74. 4 und $. 118. 13), 

12) Der Umfang eines fphärifche 
als der. Umfang des zugehörigen 
$. 118. 11). 

13) Die Summe der drei Wine 
iſt immer größer als ZN, aber Hlein 

14) Halbirt man die drei Winfe 
durch Hauptbogen, ſo ſchneiden diefi 
ſelben Punkte (8. 74. 5). 

15) Zieht man durch bie drei 
Dreiecks und die Halbirungspunfte d 
Hauptbogen, fo fehneiden diefe einan 
Punkte (8. 74. 6). 

16) Zieht man von den Echpunkt 
ſenkrechte Hauptbogen nach den geg 

ſchneiden biefe einander in einem und 

17) In jedem fphärifchen Dreiede 
größerer Winkel gegenüber, und umg 

18) Zwei fommetrifch gleiche ſph 
gleih (8. 65). 
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Unmerkung. Sämmtliche Sätze, welche mir hier für das ſphäriſche 
2 aus der dreilantigen Ede hergeleitet Haben, laſſen ſich auch leicht 
yängig hiervon auf der Kugelfläche felbft Gemeifen. Die Aufftellung 
Veweife bleibt dem Studivenden überlaffen. *) 


Aehnlichkeit und Congruenz der runden Körper, 


8. 127. Lehrſätze. 
n wir bie oben behandelten Säge über die Aehnlichkeit 
Eongruenz der Pyramiden und Prismen und den Sag, 
die Inhalte zweier Kreife wie die Quadrate ihrer Radien 
„ in's Auge, fo ergeben ſich für bie hier in Betracht 
en runden Körper folgende Lehrſaͤtze: 
wei Kegel überhaupt find einander ähnlich, wenn 
Rabdien der Grundflächen wie bie Achfen verhalten und 
iche Neigung gegen die Grundflähen haben. 
wei gerabe Kegel find einander ähnlich, wenn von 
jältniffen: " 
lchſen, der Seiten, der Halbmefjer der Grundflaͤchen 
wei einander gleich find. 
wei Kegel überhaupt find congruent, wenn bie 
der Grundflächen und die Achſen einzeln einander gleich 
dieſe gegen jene gleiche Neigung haben. 
wei gerabe Kegel find congruent: 
) wenn die Höhen und die Seiten, 
) wenn die Höhen und die Halbmeſſer ber Grundflaͤchen, 
) wenn bie Seiten und die Haldmeffer der Grunbflächen 
inander gleich find. 
iwei Kegelftumpfe überhaupt find ähnlich, wenn 
yer Neigung ber Achfen gegen die Grundflächen die drei 
iffe der Achfen und der Halbmeffer der beiden Grund: 
inander gleich find. \ 
Zwei gerade Kegelftumpfe find einander ähnlich, 
ei ber Verhältniffe, welche fih aus den Grundflächens 
cam, ben Höhen und ben Seiten bilden laffen, einander 
id. 


l. mein Lehrbuch der ſphäriſchen Trigonometrie, $.1- 36. 
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7) Zwei Kegelftumpfe überhau 
wenn bie Rabien ber beiden Grundflächen 
glei find und die Achſen gegen bie € 
gleiche Neigung haben. 

8) Zwei gerade Kegelftumpfe fü 
die Radien ber beiden Grundflaͤchen un! 
Seiten in beiden einzeln einander gleich | 

9) Schiefe Eylinder find einandeı 
die Halbmeffer der Grundflächen wie bie 
die Achſen gegen bie Grundflächen einerle 

10) Zwei gerade Eylinder find ein 
ſich die Halbmeffer der Grundflächen wie 

11) Zwei Eylinder überhaupt fi 
bei gleicher Neigung ber Achfen gegen bie ' 
und die Rabien der Grundflächen einzeln 

12) Zwei gerabe Eylinber find « 
‚Höhen und die Rabien der Orundflächen ein 


8. 1272. Aufgaben zur 


1) Eine Kugel zu conftruiren, wenn viı 
Oberfläche gegeben find. 

2) Man kennt drei Punkte der Kugelober 
diefe berührenden Ebene und joll ber 
fenden Kugel conftruiren. 

3) Drei nit in einer und derſelben Ger 
eine Kugel find gegeben; man foll eine 
welche jene berührt und beren Oberfl 
Punkte enthält. 

4) Es find zwei Ebenen und zwifchen bei 
man foll eine Kugel confteuiven, wel 
jene Ebenen berührt. 

5) Eine Kugel, eine Ebene und zwei P 
ſoll eine zweite Kugel conftruiren, mı 
zugleich berührt und durch bie beiden 

6) Eine Kugel zu conftruiren, welche zwei 
und durch zwei gegebene Punkte geht. 

7) Drei Ebenen von beliebiger Lage und 
man fol eine Kugel conftruiren, wel 
und durch diefen. Punkt geht. 
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ne Kugel und ein Punkt find gegeben; man 
onſtruiren, welche die Ebenen und die Kugel 
y jenen Punkt geht. 

ıe Ebene und ein Punkt find gegeben; man 
nftewiven, weldhe jene Kugeln und bie Ebene 
den Punkt geht. 

nftruiven, welche drei gegebene Kugeln berührt 
beftimmten Punkt geht. 

iſtruiren, welche vier gegebene Ebenen berührt. 
d eine Kugel find gegeben; man foll eine 
‚ weldye biefe vier Gebilde berührt. 

» zwei Kugeln find gegeben, eine britte Kugel 
Ihe diefe und die Ebenen berührt. 

brei Kugeln find gegeben; man foll eine vierte 
‚ weldje die brei und bie Ebene berührt. 
iſtruiren, welde vier gegebene Kugeln berührt. 








Vierter Abfchnitt. 
Bon der Berechnung der Körber. 


A. Berethnung der Polyeder. 
a) Berehnung bes Prisma. 


8. 128. Lehrſatz. 
Der Mantel eines geraden Prisma iſt gleich dem 
Rechtecke aus dem Umfange und der Höhe deſſelben. 
Beweis. Es fein a,b, c, ..... die Seiten der Grund⸗ 
flaͤche, deren Umfang = U und H die Höhe des Prisma“), fo 
ift der Mantel 


M=-a.H+b.H-+c.H+.... 
= (a+b+c+ .... )H 
oder, da a+b+c-+.... = U 


ff, ah M = U.H. 
Anmerkung. Um die Oberfläche des Prisma zu finden, addire 
man die doppelte Grundfläche zu dem Inhalte des Mantels. 


8. 129. Lehrſatz. 


Jedes Parallelepipedon wird durch jede ſeiner 
Diagonalebenen in zwei gleiche dreiſeitige Prismen 
zerlegt. 


*) Es bedarf wohl kaum der Erwähnung, daß die Ausdrücke: Seite, 
Höhe, Grundfläche ſich ſtets auf die Maßzahlen der betreffenden 
Elemente beziehen und alſo hier, ſowie bei nachfolgenden Betrachtungen die 
kürzere Ausdrucksweiſe: Seite, Höhe, Grundfläche, ſtatt: Maßzahl der Seite, 
Maßzahl der Höhe, Maßzahl (Inhalt) der Grundfläche gewählt ift. 
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zwei Seitenflächen beider Körper wie AC und ac in einerlei 
bene AbeD legen, ober es ift dies nicht. der Fall. 

1) %iegt -AC und ac in einerlei Ebene AbeD, fo müſſen 
aud die ihnen gegenüberliegenden Seitenflächen HF. und hf in 
einerlei Ebene Hf liegen. Run if: 

ADecbkfGH = ADcbkfGH 
und ADdahHGg — BCcbkKFf, 
folglich auch 

ADebkfGH — ADdahHGg = ADcbkfGH — BCcbkKFf 
ober // pd. ABCDGFKH = // pb. abedgfkh. 

2) Iſt es nicht möglich, beide Körper in eine ſolche Lage zu 
bringen, daß zwei Seitenflädhen derſelben in einerlei Ebene fallen, 

Kin. 9, fo fann man body diefelben 

zwifchen zwei parallelen 

Ebenen lets jo legen, daß 

zwei Seiten der Grund 

flähen, 3. B. AB und ab 

(Big. 88) parällel find; dann 

ift aber au KH // kh, 

DC // de und FG // fg. 

Erweitert man nun die 

Seitenflächen ABCD unt 

KHGF und durchſchneidet 

dieſe Erweiterungen durch 

die der Seitenflächen bhge 

und akfd, jo entfteht ein Parallelepiped. a’b’c'd’f‘g’h‘k‘, welches 

nad) dem in 1) Bewiefenen ſowohl bei // pb. ABCDFGHK 
als auch dem // pb. abedfghk gleich ift. 

Demnach ift auch 

// ve. ABCDFGHK —// pt. abedfghk. 


Zuſaͤte. 

1) Jedes ſchiefe Parallelepipedon läßt ſich in ein 
ſenkrechtes über derfelben Grundfläde verwandeln, 
indem man normal zur Bafis durch deren Seiten Ebenen legt und 
die andere Grundfläche bi zum Durchſchnitte mit diefen erweitert. 

2) Jedes ſenkrechte Barallelepipedon mit ſchief— 
winfliger Grundfläche läßt fi in ein rechteckiges 


Von der · Berechnung der Körper. 127 
das gleihe Grundflähe und gleiche 
hat. B 


3. abed (Big. 89) die ſchiefwinklige Baſis des 
und man legt durch bf und ak bie Ebenen 

ſenkrecht auf ab, fo . 

tige /] pd.abe/d’h’g'fk, Big. 89. 

urfprünglichen Parallels 

inſchaftliche Flaͤche abfk 

lben gleich und deſſen 

Y = abed if. 

eliebige Parallel: 

ı in ein rechtediges 

erben, das mit ihm 

flädhe und gleiche 


t- diefer Behauptung ergibt ſich unmittelbar aus 
en 1) und 2). 


8. 131. Lehrfag. 
de Barallelepipeda über berfelben 
verhalten fih wie ihre Höhen. 
Frfter Fall. Die Höhen feien eommen— 


p die zwei Barallelepipeda und man theilt deren 
fo in gleiche Theile, daß jeber Theil der einen 
le der anderen Höhe ift und legt alddann durch 
‚arallele Ebenen zu den Grundflächen, fo werden 
veda in Heinere Parallelepipeda zerlegt, welche 
einander gleich find. 
n m bie Anzahl der erwähnten Theile der Höhe 
voͤhen h, fo verhaͤlt ſich 
H:h=-m:n; 
P:p=m:n 
Ball. Die Höhen feien incommen— 
chnet man (Big. 90 f. folg. ©.) die Parallel- 
wpipeda ABCDE und abedf, deren Höhen AG und ag find, 
bezuͤglich durch P und p, ſo muß in ber Proportion 
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P:p=x:ng 


das Stier x entweder größer, Fleiner, ober gleich. 


AG fein. 
. . Nehmen wir nun an,. x fei 
Big. 90. größer ald AG, .®. — AH, 
fo daß fich verhielte 
e)P:p=AH:ag, 
fo fann man ag in fo Heine gleiche 
Theile teilen, daß ein Theil Heiner 
it ald GH, alfo, wenn ein foldyer 
von A gegen H auf AH abgetragen 
wird, ein Theilpunft jedenfalls zwifchen 
G und H, 3.8. nach J fallen muß. 
Befchreibt man nun über ABCD und 
AdJ das / / po. ABCDK, fo ift defien 
Höhe AJ mit ag commenfurabel und 
es verhäft ſich fomit nad) dem erften 
Falle: 
8) ABCDK:p= AJ : ag. 
Aus.«) und 4) folgt aber . 
P: ABCDK = AH :: AJ, 
d. h. Kleineres: Groͤßerem — Größeres ; Kleinerem, 
was unmoͤglich iſt. Es kann daher x nicht größer als AG fein. 
Auf ähnliche Art laͤßt ſich zeigen, daß x auch nicht Feiner 
als AG fein kann. 
Es muß ſich daher verhalten: 
P:p= AG 


Anmerkung, Im zweiten alle läßt ſich auch daß. in der An⸗ 
merfung zu $. 25 angegebene Beweisverfahren anmenden, 
Bezeichnen nämlich P und p die beiden Parallelepipeda und beſteht 
p aus m, Fleineren gleichen Parallelepipeda = von der nämlichen Grund- 
fläche mit p, fo fann man ‘analog wie dort ſetzen: 
m<P<m+Nn 
ma=p-mm, 
woraus durch Dielen Pit: 
m+1' F 
<E PS EEE [0 
Bezeichnen ferner H und h die Höhen der. Körper P und p, d-die 
Höhe eines der Parallelepipeda ”, fo ift 


erechnung der Körper. 


H<(m+1n8 
hems 
H_m+i 


m m 
am nur will, wer man nur m,, 
je man fi) h getheilt denkt, gı 
(2) nah A. A. I. $. 65. 10: 

P H 


32. Lehrſatz. 


arallelepipeda von g 
e ihre Orundfläden. 

9. 91.) Es fein ABCD 
ı Barallelepipeda und DG = 


Fia. 91. 


ı mit der Erweiterung ber Se 
flächen bd und fg bis zun 
zen der Flaͤche AG, fo ent 
a8 mit jedem ber beiden ant 
hat. 


4. Au. vs 
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hält 1 daher nach $. 131 
: DhbCk = AD : 1 
DabcK : p — DOo:« 
P:p=AD.DC:] 
P:p=AD.DC:( 
P:p= ABCD : abC 


8. 133. Lehrfag. 


rechteckhige Parallelepiped 
Produkte aus ihren G 


Fig. 92. die 
des 


oͤhe hat; folglich verhält ſich nad 
IIvpd. AB : //ppb. AF— A! 
8. 132 
IImpe. AF : //ppb. ab — A 
Ilvpd. AB : //ppb. ab = A 
/ppd. AB : //ppb. ab = A 


Zufap. 
ad) 8. 130 Zuf. 3 jedes ſchiefe //p 
t werden kann, welches ihm gli 
rundflaͤche und gleiche Höhe hat 
ipeda ſich wie die Produfte aus ( 


fo verhalten fih auch Parc 
te die Produkte aus ihren € 
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8. 134. Erflärung. 


ns bei der Ausmeſſung ber Flächen des Quadrats 
dienten, fo legen. wir bei ber Ausmeffung ber 
d. i. bei der Beftimmung des Kubifinhaltes 
als Maßeinheit einen Würfel zu Grunde, deſſen 
: Zängeneinheit iſt. Die benannte Zahl (Mapzahl), 
wie vielmal biefe Kubifeinheit in dem auszumeffen- 
halten ift, beftimmt alsdann den Rubifinhalt 
ımen deſſelben. 


kung. Bedient man ſich als Längeneinheit des Meters, 
törpereinheit Rubitmeter (kb), 


8. 135. Lehrſatz. 
ifinhalt eines Barallelepipedbons wird 
enn man die nad) einerlei Einheit bes 
ißzahlen der Grundfläche und Höhe mit 
iltiplicirt. 
Es bezeichne P das Parallelepipedon, G deſſen 
d H deſſen Höhe, g die Baſis und a die Seite 
tk, A, verhält fih nach $. 133 Zuf. 
:k=G.H:g.a, 
n G=m.gudH 
P:k=m.g.n.a:g.a, 
P:k-m.n:l, 
P=m.n.k 
ıber m und n bezüglid) bie Maßzahlen der Grund» 
ye und dad Barallelepivedon enthält demnach fo 
ubifeinheit, als dad Produkt: diefer Maßzahlen 





Zu ſaͤtz e. 
Lehrſatz drüdt man gewöhnlich kürzer .folgender⸗ 


inhalt eines Parallelepipedons iſt gleich 
ufte aus Grundflaͤche und Höhe. 
‚ b und o die Maßzahlen ber drei in einer Ede 
iden Kanten eines rechtedigen //ppb6., fo iſt deſſen 
=a.b.c " 
9* 
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b. h. ber Kubikinhalt eines rei 
gleich dem Produkte der drei an ı 
treffenden Kanten. 

3) Bezeichnet a die Kante eines A 
inhalt =ı.a=ı 
d. 5. der Kubilinhalt eines W 
dritten Potenz einer Kante. 


Anmerkung. 1kb= — 1000 kbi= 
1 kbim — 1 Liter M dient als 6 
1 Kilofiter (EI) — 10 Hettoliter (EI) & 1 
Alſo iſt 10 1 kbm — 10004 — 

Das Gewicht von 11 — 1 kbin Wafl 
dient als Gewichtseinheit. — 

1% = 10 Heltogramn (Hg) A 10 Det 
& 10 Dezigramm (dg) u. ſ. w. — 

50% — 1 Zentner (Z). — 1000* — 


8. 136. Lehrſe 


Der Kubikinhalt eines bre 
gleich dem Produkte aus Grun 
. Borausfeg: 
dig 9 abedfk das Prisı 
H bie Höhe, 
Behauptun 
=6G.H 
Beweis. D 
dem //gr. abme : 
/ppd. amhf, daı 
dreifeitigen Prism 
Prisma abedfk — + /]! 
und nad) 8. 135 
Ilppb. amhf — 26 
folglich) Prisma abedfk = G. 


Iufag. 
Zwei breifeitige Prismen v 
flächen und gleihen Höhen fin 
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8. 137. Lehrſatz. 
Der Kubifinhalt eines jeden P 
bem Brobufte aus Grundflähe und 
Beweis. Man zerlege dad Prisma 
(Big. 94) durch Diagonalebenen ahnd, 
ahmg, .... in breifeitige Prismen, fo haben 
biefelben einerlei Höhe H mit dem ganzen 
Prisma, und es ift nach $. 186: 
Prisma afdngh — afd.. H, 
+  ademnh — ade . H, 





folglich yo Fükg = ara * ade 
. ) 
oder Fan: fig =G.H 


Zufäge. 

1) Zwei Prismen von gleihen © 
gleihen Höhen find einander gleic 

2) Sind P und p- irgend zwei Prismen, 
deren Grunbfläden und H und h bie zugeh 
nad) Obigem P=G. H 
und p=g8:. 
alfo verhält ſich: 

:p=G.H:g.l 

d.h. zwei Prismen verhalten fih.n 
aus ihren Grundflächen und Höhen. 

3) Wird in vorftehender Proportion G = 
fo erhält man bezüglich 

P:p=H:h 


und P:p=G:g, 


d. h. zwei Prismen von gleihen © 


halten fi wie ihre Höhen und von 
„wie ihre Grundfläden. 


4) Wird :6.H=g.h, 


ſo if P=p 


d. 5. zwei Prismen find einander g 


Produkte aus den Orundfläden, uni 
"gleich find. 
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8. 138. . Aufgaben zur Uebung. 


1) Wie groß ift die Oberfläche eines h— 25,4” hohen geraden 
Prisma mit quadratiſcher Bafis, wenn deren Seite s— 2,5” 
mißt? 

2) Wie groß ift; die Oberfläche eines geraden breifeitigen Prisma 
mit regulärer Baſis, wenn die Seite s dieſer 5,5” und eine 
Seitenfante h = 15,25” lang ift? 

3) Die drei Seiten der Bafls eines ſenkrechten breifeitigen Prisma 
von 18” Höhe find 2,4”, 3” und 1,8” lang; wie groß ift 
die Oberfläche deſſelben? 

4) Wie groß ift, Die Seite der quadratiſchen Baſis eines geraden 
Prisma von h—= 20,5” Höhe und einem Mantel M von 
287 DI” Inhalt? 

4a) Bon einem geraden breifeitigen Prisma mit vegulärer Baſis 
fennt man die Baſisſeite s = 4” und die Oberfläche 0 — 
313,856 DI”; wie groß ift die Höhe deſſelben? 

ib) Die Oberfläche eines geraden rechtedigen Prisma beträgt 6480”, 
die zwei anliegenden Seiten der Baſis bifferiren um 2” und 
bie Höhe ift um 10” größer als der Umfang der Orunpflädhe; 
wie groß find die Seiten der Bafis und die Höhe des Körpers? 

5) Die Seiten der Bafis und bie Döpe eines rechtedigen Parallel- 
epipebons verhalten fih wie 2 : 3 : 15; wie groß find dieſe 
Stüde, wenn die Oberfläche 364,5 D* beträgt ? | 

+6) Wie groß ift die Seite der Bafis eines regelmäßigen vier- 
feitigen Prisma, wenn deſſen Höhe h 26,8” lang ift und bie 
Oberflähe O 715,2 DD” beträgt? 

+7) Die Diagonale der quadratifhen Grundfläche eines geraden 
Prisma ift um 20” kleiner als die Höhe des Körpers; wie 
groß find beide, wenn die Oberfläche 278,5 DI” enthält? - 

8) Die Seite s eines Würfels mißt 5,8”; wie, groß iſt beffen 
Oberfläche ? 

9) Die Oberfläche O eines Wilrfeld beträgt 326, 7864 O0”; wie 
groß ift die Kante deſſelben? 

+10) Die Summe der Oberflächen Bweier Würfel fi = O und 
die Summe zweier :Ranten = .K; welchen Ausdruck "hai 
man für jebe diefer Kanten? 

+108) Die drei Seiten der Baſis eines geraden breifeitigen Prisma 
find 6”, 8” und 9” lang. Dean foll durch daffelbe eine Ebene 
fo legen, daß der Schnitt ein gleichſeitiges Dreieck bildet. Wie 
groß wird eine Seite dieſes Dreiecks? 

11) Ein Behälter ift 5,625” lang, 1,35” breit und 1,44” 06; 
wie viel Liter faßt er? 

12) Es fol ein Oraben von 430” Länge, 4” Tiefe und 3” Dreite 
hergeftellt werben; wie viel Kubikmeter Erde find ausguheben ? 





— 
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. 18) Ein Wafferbehälter ift im Fichten 7” lang, 4,5” breit und 
3= tief; wie viel Heltoliter Waſſer faßt derſelbe ? 

13a) Bon einem breifeitigen Prisma kennt man die Höhe h — 25”, 
die Seite der vegulären Baſis s — 1,8"; wie groß ift ber 
Kubikinhalt ? 

14) Welchen Kubikinhalt hat eine gerade ſechsſeitige Säule, deren 
Höhe h 32” lang iſt und deren Umfang U der regelmäßigen 
Grundfläche 5,4” beträgt? 

14a) Die Diagonale ter quabratifchen Baſis eines Parallelepipedons 
von 18,6” Höhe beträgt 4,8”; wie groß ift der Kubifinhalt 
deſſelben? 
14b) Die drei Seiten der Grundfläche eines dreiſeitigen Prisma 
von 14” Höhe find 2,25”, 1,8” und 1,35”; wie groß iſt 
der Kubikinhalt ? 
14c) Der Kubifinhalt eines Prisma beträgt 375,375 kb", ber 
f Inhalt der Grundflähe 21,45 O”; wie hoch ift der Körper? 
15) Der Kubifinhalt K eines Prisma mit quabratifher Bafis beträgt 
48,654 kb", feine Höhe h mißt 8,5”; wie groß ift die Seite 
der Grundflaͤche? 
+15a) Die Oberflähe eines vechtedigen Parallelepipedons beträgt 
664 I”, die Breite ift um 2”, die Pänge um 6” größer. als 
die Höhe; wie groß ift der Kubilinhalt? 
15b) Die drei an einer Ede zufammentreffenden Kanten eines recht⸗ 
! edigen Parallelepipedons von 184,5 I” Oberfläde verhalten 
! ſich zu einander wie 2 : 3 : 7; wie groß ift der Kubifinhalt? 

16) Der Kubikinhalt eines rechteckigen Parallelepipedons beträgt 
364,5 kb", drei aneinander ftoßende Kanten verhalten ſich wie 
2:3: 18; wie groß iſt die Oberfläche des Körpers ? 

+17) Ein Behälter mit rechtediger Baſis faßt 1816,25” und ift 
4,5” tief; wie groß find die Seiten der Grundfläde, wenn 
beide um 2” bifferiven ? 

18) Eine eiferne Stange von 1,6” Länge hat einen quabratifchen 
Querſchnitt von 8" Seite; wie viel wiegt biefelbe ? (fp. Gew. 
— 1,18). 

19) Ein gerades breifeitiges Prisma von 5” Höhe hat ein Gewicht 
von 1886*; wie groß ift die Seite ber regelmäßigen Grund— 
flädje, wenn das fp. Gew. — 4 ift? 

20) Man braudht 24 fehmiedeiferne Stäbe von 2” Länge und 
einem quadratiſchen Querfdmitte von 8”” Seite. Was wiegen 
dieſe Stäbe zufammen? (fp. Gew. 7,8). 

21) Wie tief ſinkt ein vechtediges Parallelepipevon von Ahornholz 
im Waffer ein, wenn bafjelbe 5,4” lang, 0,9” breit und 1,2” 
die iſt und mit ber breiten Seitenflädhe auf das Waſſer gelegt 
wird? (fp. Gew. — 0,65). 

22) Die Kante eines Würfels mißt 8,43”; wie groß ift der Kubil- 
inhalt deſſelben ? 





136 Bierter Abſchnitt. 


23) Der Umfang der Geitenfläche eines 2 
wie groß ift die Oberfläche und ber ! 
238) Der Inhalt einer Seitenflãche eines Wir 
wie groß ift der Rubifinhalt? 
236) Die Oberfläche und den Kubikinhalt 
nen, wenn befien Diagonale d — 6 
24) Wie viel Würfel von 0,9%” Seite laſſ 
von 7,2°= Seite bilden? 
+25) Die Summe der Kante und ber T 
ſei = 8; welchen Ausorud erhält 
deffelben ? 
26) Wie groß ift die Seite eines Würfels 
beträgt a) 248,858189 kb”; b) $ 
27) Die Seite eines Würfeld beträgt 6”, 
Würfel von boppeltem Inhalte größ 
28) Aus drei Würfeln von 1,8%”, 2,4'= 
ein Würfel gegoffen; wie groß ift d 
29) Wie groß ift die Diagonale eines 
Kubilinhalt K 21,952 kb” beträgt? 
298) Nimmt man die Kante eines Würfe 
vergrößert fi) dadurch die Oberfläh 
war der Rubilinhalt urſprünglich? 
+30) Wird die Seite eines Würfels um ; 
fo wird der Kubikinhalt um 214 kb’ 
urfpränglid) die Seite? 
31) Aus 1000* Eifen fönnen wie viel $ 
gegofien werden? (fp. Gew. — 7,2. 
32) Es foll ein 100* fchwerer Würfel v 
wie groß muß man eine Seite beffel 
— 72.) 
33) Ein Würfel von 49,2°” Seite wieg 
das fpec. Gem. ber Maſſe? 
34) Man gießt aus 11* Kupfer und 4, 
wie groß wird eine Seite beffelben ? 
— 8,8; da8 des Zinns — 7,8). 


b) Berechnung ber Pr 
8. 139. Lehrſatz 


Der Mantel einer regelmäß 
gleih dem halben Rechtecke aut 
Grundfläche und der Höhe einer 





sun. .. ” — 


ö— ——— — ——— — — Tr 
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Beweis. Bezeichnet s eine Seite ber Baſts, h die Höhe 
einer Seitenfläche und n deren Anzahl, fo ift der Mantel 
n.s.h 
M — — — 
oder dan. s = dem Umfange U iſt, auch 
: U.h 
M = Er 
Anm erfung. Um die Oberfläche zu beftimmen, addire man noch 
den Inhalt der Bafls zum Mantel. 


8. 140. Lehrſatz. 


Der Mantel eines geraden Pyramidenſtumpfes 
mit regelmäßigen Grundflächen iſt gleich dem halben 
Rechtecke aus der Summe der Umfänge ber Grund— 
Slähen und der Höhe einer Seitenfläde. 

Beweis. Bezeichnet S eine ber n Seiten ber größeren, s 
eine folche der Heineren Baſis und h die Entfernung beider, fo 
ift der Mantel 





M=n ® T ; h, 
_ Ga S-+ns)h 
2 
oder, wenn man bie ‚Umfänge der Grundflächen durch U und u 
bezeichnet: 
m Urvoh 
2 
Anmerkung Die Oberfläche findet man durch Addition der 
beiden Grundflächen zum Mantel. 


8. 141. Lehrſatz. 

Es iſt für ſich far, daß man bie Oberfläche eines be- 
liebigen Polyeders burd Addition der Inhalte der einzelnen 
Begrenzungsflächen beftimmt. Iſt das Polyeder regelmäßig, 
fo multiplicire man den Inhalt einer Begrenzungäflädhe mit der 
Anzehl dieſer Flächen. 


8. 142. Lehrſatz. 
Zwei Tetraeder von gleicher Grundfläche und 
gleicher Höhe find einander gleich. 


RI 
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Bezeihnet nun S die Summe ber zum Theil außerhalb, 
und s die Summe ber ganz innerhalb der Tetraeder ABCD 


"und abed liegenden Prismen, fo it S — s gleidy den an den 


Grunpflächen liegenden breifeitigen Prismen, oder 
S — s — BCDWPV — bedwpr. ' 
Bezeichnet ferner G die Grundfläde, H die Höhe der beiden 
Tetraeder und m bie Anzahl der Theile, in welche H getheilt 
wurde, fo if das unterfle Prisma, oter 


Ss-s-c.H 
n 


In je mehr Theile man die Höhen theilt, je größer alfo n 
wird, um fo Meiner wird hiernach S — s. Nimmt man darum 
n fo groß, daß S — s Heiner wird, als jede noch fo fleine Größe, 
fo erhält han, da ABCD und abed ftets zwifchen S und s 
liegen, nad) A. A. I. 8. 65. 10: 

Tetr. ABCD = Tetr. abed. 


8. 143. Lehrſatz. 


Jedes dreifeitige Prisma läßt ſich in drei gleiche 
Tetraeder zerlegen. 

Beweis. Es fei (Big. 96) abedfg Fig. 96. 
das breifeitige Prisma. Legt man turch 


"den Edpunft b und durch die Kante gd, 


fowie durch b und die Diagonale ge Ebenen, 

fo entfichen drei Tetraeder, von welden 

bgde — baog, da fie gleiche Grundflaͤchen 

ged und gea und die gemeinfchaftliche Spige 

b haben, und bacg — bdfg, da die Grund» 

flaͤchen abe und gfd, fowie die Höhen ga und bf einzeln glei 
find. Es ift daher nad) 8. 142 

Tetr. bgde — Tetr. bacg — Tetr. bdig. 


Zufag. 
Ein Tetraeder ift der dritte Theil eines breifeitigen 


-PBrisma, das mit ihm einerlei Orundfläche und gleiche 


Höhe hat. 
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8. 144. Lehrſatz. 

Der Kubikinhalt eines Tetraebers if gleich dem 
dritten Theile des Produktes aus ber Grundfläde 
und Höhe. 

Fig. 97. Beweis. Denkt man fich über der 
Grundfläche ded Tetraeders ein Prisma 
von einerlei Höhe mit ihm conſtruirt 
(Fig. 97), ſo iſt nad 8. 143 Zuf. das 
Tetraeder gleich dem dritten Theile biefes 
Pridma. Bezeichnen darum G und H 
bezüglich die Maßzahlen der Grundfläche 
und Höhe des Tetraeders, fo ift nach $. 136 


beffen Kubifinhalt = G 5 H 





8. 145. Lehria. 

Der Kubifinhalt einer jeden Pyramibe ift gleich 
dem dritten Theile des Produftes aus ber Grund» 
fläche und Höhe. 

Beweis. Denkt man fi die Grundfläche durch Diagonalen 
in Dreiede getheilt und durch bie Spige der Pyramide und biefe 
Diagonalen Ebenen gelegt, fo wird der Körper in lauter Tetraeder 
zerlegt. Bezeichnen daher G und H bezüglich die Maßzahlen 
ber Grundfläche und Höhe ber Pyramide P, und d,, du, da... 
‚bie einzelnen Dreiede, in welche die Bafis zerlegt wird, fo ift 

P=44.H+454.H++44.H+... 
ober P=4(d,+d%+d4d-+..)H 





oder ba 4+,+d+..-G6G 
G.H 
iſt, P= 7 
Zufäge. 


1) 3wei Pyramiden vowgleihen Grundflägen und ‚ 
gleihen Höhen find einander gleich. 

2) Zwei Pyramiden verhalten fi wie bie Pros 
dufte aus ihren Grundflähen und Höhen. 

3) Zwei Pyramiden von gleihen Grundfläche 
verhalten fi wie ihre Höhen, und von gleiche 
Höhen wie ihre Grundflächen. 
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4) Zwei Pyramiden find einander gleich, wenn 
bie Brobufte aus ihren Grundflähen und Höhen 
einander gleich find. 


Anmerkung. Vorſtehender Zutat 1 läßt fih auch unmittelbar - 
auf nachftehende Art beweifen. Man vente fi die Höhen in unendlich 
viele gleiche Theile getheilt und durch jeden Theilpunft eine zu den 
Grundflächen parallele Ebene gelegt. Sind alsdann S, 8‘, ..... umd 

8, 8%, 2... die Inhalte der entfprechenden Schnitte beider Pyramiden, fo 

ift nah 8. 98 - 

8 — s, 8S = su. m 

Da man nun, wegen der unendlich kleinen Höhe, die zwiſchen zwei 

aufeinander folgenden Schnitten liegenden Körper als Prismen anſehen 

kann, und nad) 8. 137 Zuſ. 1 je zwei entſprechende dieſer Prismen ein- 

ander gleich fein müſſen, fo ift auch die Summe aller Prismen, aus 

welchen Die eine Pyramide beftebt, gleich der Summe aller Prismen der 
anderen Pyramide; oder beide Pyramiden find einander gleich. 

Obgleich fich gegen diefen Beweis in Hinficht auf wiſſenſchaft⸗ 

liche Schärfe manche Einwendungen machen laffen, jo wird man 

ihn doch mit Vortheil befonderd dann gebrauchen, wenn Mangel 

an Zeit den oben gewählten Gang nicht erlaubt. Unmittelbar 

- aus vorftehendem Lehrſatze ergibt fich die Nichtigleit des in $. 142 

aufgeftellten Sates. 


O S. 146. Lehrſatz. 


Jedes Tetraeder ift doppelt fo groß als eine Pyra- 
mide, welche den Durdfchnitt, der erhalten wird, 
wenn man durch bie Halbirungspunfte zweier gegens 
überliegenden Kantenpaare eine Ebene legt, zur 
Grundflähe und die fürzefte Entfernung des nod) 
übrigen Kantenpaares zur Höhe hat. 

Vorausſetzung. Es fei (Fig. 98 f. folg. ©.) abed das 
Zetraeder, fghk der Durchſchnitt D, H die fürzefte Entfernung 
der Kanten ad und be, 

Behauptung. fo ift Tetr. abed — =D .H. 

Beweis. Zieht man dm // ac, cm // ad, ferner die Streden 
ma und mb, fo beftimmen diefe Linien ein Parallelogramm adme 
und ein- Tetraeder abem. Dieſes hat aber mit dem Tetraeder 
abed einerlei Grundfläche abe und die gleiche Höhe, da d und m 
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in einer zur Grundflaͤche abe paraflelen-Geı 
ER Tomit nach 8. 142 
Tetr. abed — Tetr. a 
Big. 98. D 
gezoge 
8. 17 
A 
oder 
A 
Betrac 
als bi 
mide & 
oder d 


Punkte 


Tett. abem = 4 A bem 
ober Tetr. abem =+D.H 
folglich iR auch das ihm gleiche 

Tetr. abed = + D 


8. 147. Aufgabe. 


G, g und H feien bezüglid d 
größeren und Fleineren Grunpdfli 
eines Pyramidenftumpfes; man fo 
den Kubikinhalt deffelben herleite 


Auflöfung. 
Der Kubifinhalt des Pyramidenſtum 
Differenz der vollftändigen Pyramide unt 
mide, oder wenn man die Höhe der legte 
P=-46H+9-i; 


— * 
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Nun verhält ſich aber nad) 8. 96 


oder YG:Yg=-H+x:x 
woraus folgt x — an 


8 
Führt man diefen Ausprud in den Werth von P ein und 
rebucirt, fo ergibt fidh: 
P-ıq HYG ig. H Vg_ 
‚Yo -Vge YG—Y3 
3: 16-5: 
und wenn man bie angedeutete Divifion ausführt und zu diefem 
Ende nah A. A. L 8.113. 10 Zuf. a Zähler unb Nenner mit 
(YG + Yg) multiplicrt: 
| H @+GYyG. .g—-gVG.g g — g? 
reg og 
_H (G-9)(6+D)+6-gVG.g 
3° G—g 


oder 


oder 
er u (6 +/G:g+ 8). 


Knmertung Es dürfte nicht unzwecmäßig ſein, hier noch einer 
anderen: Herleitung dieſes Reſultates zu erwähnen, von welcher bei einem 
elementaren, befonders die Rechnung mit Wurzelausprüden, fowie die 
Betrachtung aller incommenfnrabeln Fälle ausſchließenden Unterrichte mit 
Bortheil Gebrauch gemacht werden kann: 

Denkt man fi} den Pyramidenſtumpf zur vollftändigen Pyramide 
ergänzt, alsdann die ganze Höhe in m gleiche Theile, von welchen jeder 
— 6 fei, getheilt, nimmt man ferner an, es enthalte die Höhe der Er- 
gänzungspyramide n folcher Theile d umd bezeichnet den Anhalt des 
Schnitte3, welcher entfteht, wenn man durch den erften Theilpunkt der 
Höhe von der Spite aus eine zu den beiden Grundfläcdhen G und g 
des Pyramidenftumpfes parallele Ebene legt, durch y; ſo iſt nach dem 
Zuſ. des 8. 88 

G= m? y Yy8= n? Ir 
alſo nah $. 145 der Kubikinhalt der vollftändigen Pyramide 
m%y.mö m’yö 
er Pr Va 
und der Kubikinhalt der Erganzungspyramide 
n’y.nö mn yoö 


folglich der Kubikinhalt des Pyramidenſtumpfes 
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p_ Wr _ My 
3 3 
- 1 m — 


— mn) m +m+n) 


— I (md — nd) (m’y + mny + 297) 





oder da ' mö—ıd=H, 
my = G,ıo0y=g 
und mny — v6 28 
H n—— 
ift, auch P=z(G6+y6.8+9. 


8. 148. Aufgaben zur Uebung. 


1) Die Seite der quabratifhen Grundfläche einer geraden Phra- 
mide ift 2,5” lang, die Höhe eines Seitendreieds mißt 8”; 
wie groß ift die Oberfläche der Pyramide? 

2) Die Seite der regelmäßigen Grundfläche einer geraden drei: 
feitigen Pyramide ift — a, eine Seitenfante = b; melden 
Ausdrud erhält man für deren Oberfläche? 

3) Jede der ſechs Kanten einer dreifeitigen Pyramide ift 4” lang; 
wie groß ift die Oberfläche derfelben? 

4) Die Seite der quadratifhen Bafis einer geraden Pyramide 
ift = a, die Höhe — h; welden Ausdruck erhält man für 
deren Oberfläche ? 

5) Welche Oberflähe hat eine gerade vierfeitige Pyramide von 
4,8” Höhe, wenn die Seite der quabratifchen Bafis 7,2” mißt? 

6) Die Höhe einer geraden Pyramide mit quabratifcher Bafis 
beträgt 1,5”, die Oberfläche 36 DD”; wie groß ift eine Seite 
der Bafis? 

6a) Bon einer geraden Pyramide kennt man die Seite s der qua- 
bratiichen Bafis und die Oberfläche O; wie body ift diefelbe ? 

7) Die Oberfläche O einer geraden vierfeitigen Pyramide mit lauter 
gleihen Kanten beträgt 68,3 DI”; wie groß ift jede ter adıt 
Kanten? 

+8) Die Oberfläche einer geraden breifeitigen Pyramide mit regu- 
lärer Bafis beträgt 343,3 DI”, die Höhe eines Seitendreieds 
übertrifft die Bafisfeite um 10”; wie groß ift a) die Seite 
der Bafis, b) eine Seitenlante. 

9) Die Seitenlante und die Bufisfeite einer geraden vierfeitigen 
Pyramide mit quabratifher Baſis und einer Oberfläche von 
336 D” verhalten fih zu einander wie 5 : 6; wie groß find 
jene Elemente? 
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10) Eine gerade vierfeitige Pyramide hat 410,18 DI” Oberfläche, 
bie Seite der quabratifchen Bafis verhält ſich zur Seitenfante 
wie 4 : 11; wie groß ift die Bafisfeite? 

11) Die Seite der größeren Grundfläche einer abgekürzten Phra⸗ 
mide iſt — 8, die homologe der kleineren — s, die Höhe der 
vollftändigen Biramide war = H; wie groß ift a) die Höhe 
der Ergänzungsphramide, b) die der abgefürzten Pyramide ? 

. 12) Dan fol den Inhalt des Manteld eines geraden fechsfeitigen 
Pyramidenſtumpfes mit regelmäßigen Grundflächen berechnen, 
wenn die Seiten der leßteren 3,8” und 2,4” lang find und 
die Höhe einer Seitenflädhe 8,5” mißt. 

13) Wie groß ift die Oberfläche eines geraden vierfeitigen Pyra⸗ 
midenftumpfes mit quabratifchen Grunpflächen, wenn die Seite 
der größeren Baſis 8,6”, die der Heineren 5,5” lang ift und 
die Höhe einer Seitenflädhe 15,4” mißt? 

14) Welchen Ausprud erhält man für die Oberfläche eines geraden 
Poramidenftumpfes mit quadratifhen Grundflädhen, wenn man 
die Seite des größeren Quadrats mit S, die bed Fleineren 
mit s und die Höhe ber Pyramide mit h bezeichnet? 

15) Wie groß ift die Oberfläche eines geraden vierfeitigen Phra- 
midenftumpfes von 5,2” Höhe, wenn die Seiten der quadra— 
tifhen Grundflächen 6, 4= und 4,8” lang find? 

| 716) Die Oberfläche eines geraden vierfeitigen Pyramidenſtumpfes 

| mit quadratiſchen Grundflächen beträgt 851,9 1”, die Höhe 

Ä des Körpers mißt 10”; wie groß find die Seiten der Grund 

flächen, wenn beide um 3” bifferiven ? 
17) Die Seite der quabratifchen Grundfläche einer geraden Pyramide 

Ä mißt 2,38”, die Höhe bed Körpers 8,7”; wie groß ift der 

| Rubitinhalt ? 

| 178) Wie groß ift der Kubikinhalt einer jechsfeitigen Pyramide von 

| 18” Höhe, wenn die Seite der regulären Baſis 5” lang ift? 

| 18) Die Seite der quadratifchen Grundfläche einer geraden Pyramide 
iſt = 3,2”, eine Seitenfante = 15,8”; wie groß ift deren 
Rubilinhalt? 
183) Den Kubikinhalt einer breifeitigen Pyramide, von welcher jede 
Kante 6” Lang ift, zu berechnen. 
19) Die Oberfläche einer geraden vierfeitigen Pyramide beträgt 
56,25 D, die Seite der quadratiſchen Baſis mißt 2,5”; wie 
groß i ift der Kubikinhalt? 
19a) Die Oberfläche einer geraden Pyramide mit quabratifcher Bafis 
beträgt 11,76 DI”, die Höhe 1,4”; wie groß ift der. Kubikinhalt 
derfelben ? 

20) Die Kante der quadratifchen Bafis einer geraden Pyramide iſt 

a, bie Oberflähe = O; welchen Ausdrud erhaͤt ꝛ man für 
den Kubikinhalt dieſes Körpers ? 


Spik, Lehrbuch der Stereometrie. 4. Aufl. 10 
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208) Wie hoch ift eine Pyramide von 598 
Grundflähe 48,25 I” groß ift? 

21) Der Rubifinhelt einer geraden Pyr 
Baſis beträgt 58,9 kb" und bie Hi 
eine Seite der Grundfläche? 

22) Jede Seitenfante einer geraden fed 
regelmäßiger Baſis und 96 kb” Int 
als die Seite der Baſis; wie-groß 

23) Die acht Kanten einer geraden vi 
quabratifcher Baſis find von gleicher 

\ derfelben, wenn der Kubifinhalt 1,88 

24) Der Kubifinhalt einer geraden vie 
quabratifcher Baſis beträgt 288,464 ! 
vier mal fo groß als eine Bafigfeite 

25) Ein Grabftein von Granit bilvet einı 
mide. Wie groß ift deſſen Gewicht, 
dratifchen Grundflähe = 0,9” und 
ift? (fp. Gem. des Granit — 2,7) 

26) Wie hoch muß eine gerade vierfeitige 
tiſcher Baſis von 0,45” Geite gen 
100* wiegt, wenn das fpec. Gewicht 

27) Man kennt von einer abgelürzten P 
größeren Grundfläche = 16 I”, de 
und bie Höhe der Pyramide — 8,7”: 
inhalt derfelben? 5 

28) Welden allgemeinen Ausdruch erhält 
einer abgefürzten vierfeitigen Pyramit 
der quadratifchen Grundflähen mit 8 
Körpers mit h bezeichnet? 

29) Welgen Kubikinhalt hat eine abgelin 
wenn bie Seiten ber quabratifchen Gı 

.. lang find und jede der Geitenfanten 

30) Die Inhalte der beiden Grundflächen e 
von 548 kb" Inhalt betragen 64L 
hoch ift dieſelbe ? 

308) Der Kubikinhalt eines Pyramidenſtum 
die Seiten der quabratifchen Grumdflä 
lang; wie hoch ift der Körper? 

+31) Der Kubikinhalt einer abgefürzten P 
beträgt 916 kb", der Inhalt der einen ı 
wie groß ift die andere Bafis? 

+31a) Der Rubilinhalt eines 15,6” hohen P 
353,392 kb”, bie Seite der kleineren 
8,4”; wie groß ift bie der größeren‘ 





— 
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ber größeren Baſis eines geraben vierfeitigen Pyra- 
»fes mit quabratifchen Grundflächen fei S, die ver 
‚ bie Höhe des Körpers — h; man foll denfelben 
den Grundflächen halbiren. In welcher Entfernung 
‚ößeren Baſis muß der Schnitt burchgelegt werben ? 
iRanten, alfo auch drei Seitenflächen eines Tetraeders 
krecht auf einander, und bezeichnen &,, Sg, 8, Die 
erfelben, fo ift der Inhalt des der rechten Ede 
egenben Seitendreiecks 
ei A Si 

n Ausdruck ber! 

jemeinen Ausdrud für den Kubikinhalt K eines 
herzuleiten, wenn jede der drei gleichen Seitenkanten 
id die Seiten der Bafis durch Ky, Ka, kg bezeichnet 


:rehnung der regulären Polyeder. 


8. 149. Aufgabe. 
e eines regulären Tetraeders fei k, 


dien Rund r der ums ind eingeſchrie— 
Kugel, 

berflähe O, 

ubifinhalt K 

echnen. 


Auflöfung. 
an ſich eine Seitenfläche des Tetraeders erweitert, 
elbe die umfchriebene Kugel nach einem Kreiſe 
ı Radius deffelden, fo ift nah €. ©. $. 190 
=en3, . 
e=- 3 und = 3° 
die Höhe bes Tetraeberd durd x, fo folgt aus 
2 
x⸗ — ke — e — eK 
2 k, 
2; xo;,1/6 


:oportion 
10* 
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2R:k=k 

erhält man nun: 
Re. 
2x 26 


Aus der Beziehung 


Bu _h 
ro 
folgt ferner 
k 
= 5r8. 


4) Da ber Inhalt einer Seitenflä 
die Oberfläche oO=Kkf3. 

y) Denkt man ſich das Tetraeder ı 
deren gemeinfchaftliche Spige in den I 
Grundflächen durch die Seitenflaͤchen d 
fo iR die Höhe eines ſolchen Tetr 
Kubifinhalt 


und fomit der Kubifinhalt des ganzen 
5 
K-£ri 


8. 150. Aufgı 

Die Kante eines Würfels fe 

Radien R und r der um» und ei 
berechnen. 

Auflöfung 

Denkt man ſich durch die drei Ent 

Würfeld bildenden Kanten eine Ebene 

die umfchriebene Kugel nad) einem Krı 


Punkte die Edpunfte eines eingefchrieb 
beflimmen, deſſen Seite ber Diagonı 
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Wuͤrfels gleichtommt, alfo kY2 if. Bezeichnen wir baher 
durch E den Halbmefjer des Schnittfreifes, fo ift nach E. ©. 
8. 190: 

kY2=oYf3 
oder = 2 ka 


Iſt nun x bie Entfernung ber Schnittebene von der Spike ber 
im Eingange erwähnten Ede, jo erhält man wie in vorher 
gehender Aufgabe: 


2 k? 
2 — 2 _0— k2 _ Z 2 ——* 
x k ‚0 k 3 k 3 
und hieraus x er 3. 
Man hat daher analog wie in 8. 149: 
2 
. r 2x 
| k 
oder R — 5 Y’3. 
Ferner ift r= s 


8. 151. Aufgabe. 


Die Kante eines regulären Oktaeders ſei — K3 
man foll 
a) die Radien R und r der um» und eingefcdrie- 
benen Kugel, 
PB) die Oberflädhe O, 
y) ben Kubifinhalt K 
deffelben berechnen. 


Auflöfung. 
ce) Der Mittelpunkt und bie zwei Endpunfte einer Kante 
beflimmen ein rechwinkliges Dreied und man hat baher 
RP + R— k2 
woraus folgt: 
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Bezeichnet nun e den Halbmeſſer eines 
beſchriebenen Kreiſes, ſo iſt 


ef3=k 
ober 30? = k#, 
alfo r —⸗ R — 0? 
k? k? k? 
ober u 53 2 5 
. k 
fomit 5 6. 
4) Da der Inhalt einer Seitenfläche 
k? 
-=7P3 
if, fo folgt für die Oberfläche 
0O= Mt y3. 


y) 3erlegt man das Dftaeder in zwei v 
fo wird der Kubikinhalt einer folchen 
kKR_ K &k k! 
= Fog en 
alfo wird der Kubifinhalt des Oktaeders 


k® 
K=zr2 


8. 152. Aufgabe. 
Die Kante eines regulären Dobe 
man foll 
@) die Radien R und r ber um— 
benen Kugel, 
4) die Oberfläde O, 
y) den Kubikinhalt K 
beffelben berechnen. 


Auflöfung. 

a) Denkt man ſich durch die drei Enbp: 
bildenden Kanten eine Ebene gelegt, fo ſch 
fhriebene Kugel nad einem Kreis und j 
beftimmen ein eingefchriebened regelmäßiges 
gleich der Diagonale einer Seitenflähe t 
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Bezeichnet nun oe den Radius des erwähnten Kreifed, d die ans 
‚geführte Diagonale, fo ift 

oey3=J 
oder 3 0° = 0d*. 

Nun verhält fi) aber nah E. ©. 8. 194 bie Seite des 
Fuͤnfecks zur Seite des demſelben Kreiſe eingeſchriebenen regel⸗ 
mäßigen Zehnecks wie die Diagonale jenes Fuͤnfecks zum Halb⸗ 
meſſer des Lreiſes oder nach E. ©. 8. 193 


k: —1 — d:l. 
Alſo ift 2 
Io x _ka+rs 
-i+ RB 2 
und fomit 
„PC H N) varrd, 
8 12 


Hat ferner x wieber die Bedeutung wie in $. 150, fo folgt 
2ou_ gen _MEHN 
_%R?@—99) 
6 
und ba R= 
it, fo hat man: 


k? 

5 

R- TBB Ser” — 
N CE Ve 8—Y5) 


— 
— @ - 9) - 4Vs+ors 
oder auch == = (1-+ Y 5) y3 *), 











*) Denn fett matt 
VisF eo - vm + vn, 
18 +6y95 = m--n-F2 Yon. 
Beſtimmt ım man nun aus den Gleichungen 
on .... m#+ on = 18 
u 227.2 Vmn eo 6Y5 | 
die Werthen von m und n, fo findet man 


fo wird 
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nen wir ferner durch g’ den Ha 
ye befchriebenen Kreifes, fo ift 
PR! — eo", 


ah E. ©. 8. 209.°A. 3 








sm ne 
2 x⸗ 

u as —-—6 
— — 
re 
rk yrz7 

ar 5 


zeichnet e“ den Halbmeſſer des 
en Kreiſes, ſo iſt 





nhalt einer Seitenflaͤche N 
© _ Se /sHefs_ ke 
nm 4 


berflaͤche J 

0-3 y5065+2% 
yeichnet f den Inhalt einer Sı 
t 





l2f.r 
K=- 3 =4f. 


man bie betreffenden Werthe fu 
—— K 
l=k/565+275). zV 





m — 15, 1 — 3, 


Foys = ym + vn = Yis + y 
1 der 3. Aufl. des erfien Theils meine 








- — — 
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kg / 
tr Kæ7 V 410.210 Y5 
| KB 

-7(5+ 779) 


8. 153. Aufgabe. 


Die Kante eines regulären Ikoſaeders ſei = k; 
man foll | 0 
@) die Radien R und r der um: und eingefchries 
benen Kugel, | 
4) die DOberfläde O, 
y) den Kubikinhalt K 


deſſelben berechnen. 


Auflöfung. 
&) Denft man ſich wieder durch die fünf Endpunfte der eine 
Ede bildenden Kanten eine Ebene gelegt, fo fchneibet dieſe bie 
umfchriebene Kugel nach einem Kreife, in deſſen Peripherie jene 


- fünf Punkte die Eden eines eingefchriebenen regulären Fuͤnfecks 


von der Seite k beftimmen. Bezeichnet nun e ben Halbmefler 
des erwähnten Schnittkreifes, fo it nah E. ©. S. 209. A. 3: 


ko IF) + 1 * 
oder k?2 — rn 0°, 


2k3 k? | 
alfo o? = 5-75 = 10 (5 4 Y>). 


Wird nun wieder die Höhe ber durch den Schnitt abgetrenn- 
ten fünffeitigen Pyramide durch x bezeichnet, fo hat man: 
2 


2b. (5475) 
k? 
oder x2 — io (5 — Y’5) 
k? 
und da R=- 9%’ 
x 


ſo wird Rt — ök 


Vers 
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oder R= Vor5 7, io +ar5 + 2/55. 


Bezeichnet ferner o’ den Radius. ded um eine Seitenflädje 
beſchriebenen Kreiſes, if nach & ©. 8. 190: 


a_ 
q = 


3 
und da r? = R? — 0”, 
jo folgt: a x +95 
| F 7+3Y5, 
4' 6 
alfo wird T- . | —— 
oder nach A. A. J. 8. 131 
— k 345 
— 473 


Bu 2 
4) Da der Inhalt einer Seitenflähe — — 773 if, fo wird 
bie. Oberfläche 
‘O0 = dk! V3. 
y) Bezeichnet f den Inhalt eines Seitendreiedö, fo ift ber 
Rubitinhalt | . 


i f.r 
K — 20 “ 3 
oder wenn man bie betreffenden Werthe einführt: 
> k? ; “ 3415 
K— — -T Y>3 pa 
5k3 e 
= 2 84 rn Ä | 


8. 153. Aufgaben zur € Hebung. 
1) Die Kante eines regulären Tetraeders ift 2,5” lang; wie Bob 
ift deſſen Oberfläche? 


2) Die Oberfläche eines regulären Tetraeders beträgt 3, 897 On; 
wie groß ift die Kante defjelben ? 


3) Don einem regelmäßigen Tetraever kennt man bie Höhe 
h = 4,75%; wie groß ift deffen Oberfläche? 
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4) Die Kante eines regulären Tetraeders übertrifft deſſen Höhe 
‚um 1,4”; man foll die Oberfläche veffelben berechnen. 


5) Wie groß ift der Kubifinhalt eines regelmäßigen Tetraebers, 
wenn deſſen Kante 3,6” lang ift? 

6) Wie groß ift der Kubikinhalt eines "regelmäßigen Tetraebers, 
wenn deſſen Höhe h = 5,6” lang ift? 

7) Die Summe der Höhe und Kante eines regelmäßigen Tetraebers 
beträgt 24”; wie groß ift der Kubilinhalt deſſelben? 

+8) Die Summe ber Inhalte zweier vegulären Tetraeder beträgt 
4,12475 kb", die Summe zweier Kanten 5”; wie groß ift 
die Kante eines jeden? 

9) Man bat in ein Oftaever, deſſen Kante — k ift, einen Würfel 
fo eingefchrieben, daß die Eden deſſelben in acht Dltaeber- 
kanten fallen; wie groß ift ver Kubikinhalt diefes Würfels? 

10) Wie groß ift die Oberfläche eines regulären Oftaebers, wenn 
deſſen Kante 1,6” lang ift? 

11) Die Oberfläche eines regelmäßigen Dftacbers beträgt 21,65)”; 
wie groß iſt deffen Kante? 

12) Wie groß ift der Kubifinhalt eines regulären Oktaeders, wenn 
befien Kante 1,5” lang ift? 


13) Wie groß ift die Kante eines vegelmäßigen Oltaeders von 
12,728 kb” Inhalt? 

14) Bergrößert man die Kante eines. regelmäßigen Oktaeders um 
einen Meter, fo wird dadurch der Kubikinhalt um 17,442 kb” 
größer; wie groß war der Kubifinhalt urſprünglich? 

15) Die Oberfläche und ben Kubilinhalt eines regulären Dodekaeders 
von 0,5” langer Kante zu berechnen. 


16) Die Oberfläche eines regulären Dodekaeders beträgt 516 D°; 
wie groß ift deſſen Kubilinhalt ? 

17) Die Oberfläche eines regelmäßigen Dodelaeders von 13,241 kb” 
Inhalt zu berechnen. 

18) Dean fol die Oberflähe und ben Kubikinhalt eines vegel- 
mäßigen Ikoſaeders beftimmen, wenn befien Kante 4,6” Yang ift. 

19) Die Kante eines regulären Ikoſaeders von 19,49 ID” Ober- 
fläche zn berechnen. 


20) Der Kubikinhalt eines regelmäßigengkoſ aeders beträgtarn, 24kb”,; 
wie groß ift deffen Kante? 
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O d) Berechnung bed fhief ab 
feitigen Bris: 


8. 154. Lehrſa 


Der Kubifinhalt eines fhief o 
feitigen Prisma if gleih dem 
Fig. 9. Inhalte bes 
ſenkrechten 
dem arithm 
drei Seiten! 
Beweis. 
der zu ben Sei 
ſchnitt, und cq 
Denkt man 
]I abe gelegt : 
Prisma bis zu 
" felben erweitert 
Pyramide gu) 
npfd ein Par 
nun: 
Prisma abegdf — Prisma abegn 
ober nad) $. 137 und $. 145: 


abegät U ge e 
Subfituirt man nun ge — da f 
ab für np und redueirt, fo erhält mar 


abegat — 8, ° E 
= A abe e 
Auf gleiche Weife findet man 
obemkh — A abo [ 
Folglich if 
Prisma dfgmkh —= A abe 
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Zufäge 


» und o, d bie zwei einander gegenüberliegenden 
: eines ſchief abgefchnittenen Parallelepipedons 
rch a und b eine Ebene, fo wird daſſelbe in 
hnittene breifeitige Prismen und ber ſenkrechte 
zwei congruente Dreiedde 4 zerlegt. Nach obigem 
it der Kubifinhaft des ſchief abgeſchnittenen 


——— 
2a +2b+c+d! 
— 


— 

















b) 
q k + =q [ * ); 
ifinhalt eines fohief abgefohnittenen 
dons ift gleich dem Probufte aus bem 
enkrechten Querſchnittes und dem arith- 
tel zweier-gegenüberliegenden Seiten- 


intel 
finhalt 
gleich dem Produkte aus dem 
d ber Achſe des Prisma. 


eines fchiefen Prisma mit regulärem 


Umfange 


Inhalte des 


8. 155. Aufgaben zur Uebung. 


wallelen Kanten eines ſchief abgeſchnittenen drei— 
sma find 5”, 7= und 8,9* lang; der Inhalt des 
Durchſchnittsdreiecks beträgt 16 0”; wie groß ift 
halt des Körpers? 





3 
x 
i 


— 
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2) Die drei parallelen Kanten eines ſchief abgeſchnittenen drei— 
ſeitigen Prisma find 65,75”, 58" und 60,25” lang; die 
drei Seiten des ſenkrechten Durchſchnittsdreiecks betragen 
25,5”, 42,5” und 34%, Mie groß ift der Kubifinhalt des 
Körpers? 

3) Der Kubikinhalt eines fchief abgefchnittenen dreifeitigen Prisma 
beträgt 100,8 kb”, der Inhalt des ſenkrechten Durchfchnitts 
840”. Wie groß find die drei parallelen Seitenkanten, 
wenn fich diefelben zu einander verhalten wie 7: 9: 14? 


O e) Berehnung des Pridmatoidß. 


8. 156. Lehrſatz. 


"Der Kubikinhalt eines Prismatoids iſt gleich 
dem Kubikinhalte einer Pyramide, welche mit dem 
Prismatoide einerlei Höhe hat, deren Grundfläche 
aber gleich iſt der Summe aus dem arithmetiſchen 
Mittel der beiden Grundflächen und dem doppelten 
Inhalte des mittleren Durchſchnitts des Pris— 
matoids. 

Borausfegung. Um einen beſtimmten Fall vor Augen 
zu haben, fei Fig. 100 (f. folg. ©.) das gegebene Pridmatoid, 
deffen untere Grundfläche G ein Viereck und deffen obere Grund⸗ 
fläche ein Dreied, H die Höhe, D der Inhalt der mittleren 
Durchſchnittsfläche abedfrg; Ä 

Behauptung. fo ift der Kubifinhalt 


K-78 +22 -. 


Beweid. Nimmt man in der Grundfläche G einen PBunft 
P fo an, daß man von ihm aus nady den Eden E, F, L, M 
die Streden PE, PF, PL, PM fo ziehen fann, daß diefe ganz 
in die Fläche G fallen, verbindet alddann den Punkt P mit den 
Eden A, B, C der oberen Grundfläche g durch die Streden PA, 
PB und PC und legt nun durch diefe und die Seitenfanten des 
Pridmatoids Ebenen, fo wird von bdiefen die mittlere Durch: 
fchnittöfläche nad) beftimmten geraden Linien gefchnitten; fo 3. B. 
von der Eb. AMP nad) av, von BMP nad) bs, von BEP 
nad cs u. |. w. und das vorgelegte Prismatoid in folgende 
Theile zerlegt: 
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n ein Tetraeder PABC, das mit dem Prismatoid bie 
iche g und ‚die Höhe H gemeinfhaftlich hat, deſſen * 
alt alfo - ö 


n bie 4 Tetraeder 
BMEP, BEFP, CFLP, AMLP, 
yemeinfchaftliche Höhe mit dem Prismatoide haben, deren 
ächen zufammen die Grundfläche G ausmachen und deren 
jalte zufammen alfo 
G.H 
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y) in bie 3 Tetraeder 
ABMP, BCFP, ACLP, 

bei welchen immer eine Kante mit einer St 
g zufammenfällt und die biefer Kante geger 
Grundflaͤche G liegt. 

Wie man fih nun leicht überzeugt, find 

absv, dfws, rqvw 
die mittleren Durchſchnittoflaͤchen diefer Tetrae 
die noch übrigen vier Kanten halbiren (vergl. 
für jeden berfelden bie kürzefte Entfernung 
gegenüberfichenden nicht halbirten Kanten. V 
die genannten drei Durchſchnittsflaͤchen durch 
du, dd, 

fo ift die Summe der Kubifinhalte der drei Iı 
8. 146, 
4.H ,,4.H,,.« 




















2-75 3 
2H 
- Fat +4). 
Nun ift aber 
d-+d,-+d,=D-— (A bes+ A cde+A fr 
1 1 
-D-— 7 G— 78 
G+E 
=D-777 
alfo jene Summe auch 
G + 8) 
u G R 8 





-7 22-73 


2 nun bie drei Ausdrüde (1), & und 
Kubifinhalt des ganzen Prismatoids ausmad 
K-8% +8; "+5 ko- 


G6+E 
2 





g+6+2D— 


G+g 
Dur 


rs | 








— — — — — —ñ — ⸗ —ñ — — 
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Man überzeugt ſich leicht, daß man für jede andere Annahme 
in Bezug auf die Seitenzahl der beiden Grundflächen zu dieſem 


Reſultate gelangt, indem man auf die oben bezeichnete Weiſe 


ganz allgemein jedes Prismatoid zerlegen kann: 

a") in ein Tetraeder, dad mit dem Prismatoide die Grund: 
fläche g und die Höhe H gemeinfchaftlich hat, 

$') in fo viel Tetraeder von der Höhe H, als die Grundfläche 
G Seiten hat, deren Grundflächen zufammen den Inhalt G haben; 

y') in fo viel Tetraeder von der Höhe H, ald die Grund» 
fläche & Seiten hat, deren Grundflächen zufammen den Inhalt 


2D — +8 2] Haben. 


Im Eingenge des vorſtehenden Beweiſes wurde der Punkt 
P in der Grundfläche G fo gewählt, daß die von ihm nach den 
Eckpunkten gezogenen Streden ganz in die Fläche G fallen. Daß - 
obiger Sag aber auch dann noch Giltigkeit hat, wenn der Punkt P 
diefer Bedingung nicht genügt, laͤßt fich Leicht auf folgende Art zeigen: 

Man zerlege dad Prismatoid durch Ebenen oder gebrochene 
Flächen in andere Pridmatoide von gleicher Höhe mit dem ur; 
fprünglichen in der Weife, daß fich je in der betreffenden Grund: 


fläche ein die früher gemachte Bedingung erfüllender Bunft an- 


geben läßt. Bezeichnen nun der Reihe nad) 


, , Pı, Ps , P3 ‚ a Zu Be Pı 
die Theilprismatoide, 
| G,, Gy, 5, ...... G, 
bie unteren, | 
81, 89 , 85 , .....r En 
die oberen Grundflächen derfelben und 
di, Age dar ...... d. 
die entſprechenden mittleren Durchſchnitte, ſo iſt 


Pı == H — 4 2 a, 


Pr — — Ta + 2.4) 


| 
'n u, FD 
+ 
u 


2 +24) 
— J +24) 
. 2 n 


Spih, Lehrbuch der Stereometrie. 4. Aufl. 11 
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Man findet hieraus wieder durh Summirung für dad urs ; 
forängliche Prismatoid den Kubikinhalt Y 
K=-p+B+Ppt:..+P 


Au +4. +)+ G +&+-.+ 
3 2 





) 











2, +, +... + a] 
ober K=,|(--- 


Anmerkung. Zu diefem Reſultate gelangt man auch auf folgende 
Weiſe: 

. Denkt man ſich durch fänmt- 
dig 1000 Tiche Seitentanten und die Kanten 
der Grundfläche abedf — g (Fig. 
1008) Ebenen ſenkrecht zur anderen 
Grundfläche G gelegt, fo erfennt 
man, daß dad Prismatoid aus der 
algebraiſchen Summe folgender Kör- 

per beftcht: 
1) aus einem Prisma abedf = 
8.H; 
2) aus einer Anzahl dreifeitiger 
Pyramiden amn, bnp, .... deren 
Grundflächenſumme d, + d, + .... wir durch ZA bezeichnen wollen, 


deren Kubilinholte alſo zufammen 4. H. 24 ausmachen; 
3) aus einer Anzahl vierfeitiger, Pyramiden abn, bep, .... deren 
Summe = + H. z8 ift. 


Nun ift aber 
Gegtmnt+tm 


Deg+tzza+sm, 
alſo SHE + a4 22 
und fomit da Prismatoid . 
P-gi+4m2I+ 30.2 


-5(H8+ 2). 





r Berechnun 


Zu ſaͤtz 
die beiden 
eren Seiten 
wie ſchon 
ramiden 
nologe © 
echende Se 
88 Zuſ. 
x= rt 
x=rR% 
Addition f 


dbiger Ink 
= (dh + 
=0 


=cq 


-gm  f 
er 


ier erlaubt i 
tionen aus 
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dh fk\ ab 
DE ee 10 
ält man für den Kubifinhalt deſſelben: 








b 
ab + fi) a 
eq ( 2 (dh fk\ ab 
3 " +[(5+m+3)% 
_ab.cq (dh + fk + gm 
Zi a a mn 
= A abe ee), 


denfelden Werth wie in 8. 154. 


f) Berhältniß der ähnlihen Polyeder. 
8. 157. Lehrſatz. 


te Oberflächen ähnlicher Bolyeder verhalten ſich 
ie Quadrate ihrer homologen Kanten. 
orausfegung. Es fein O und o die Oberflächen zweier 
jen Polyeder, K und k zwei homologe Kanten, 
ehauptung. fo verhält fh O: o — K?: KR 
eweis. Sind F\, F", F“, .... und f/, f”, f", .... 
ih die einander entſprechenden Begrenzungsfläden beider 
ver, fo verhält fi: 
F: 





Fr 
F+F’+.. :k#, 
0 : kæ. 
Zuſatz. 
ind D und d irgend zwei homologe Diagonalen der beiden F 
jen Polyeder, fo verhält ſich auch: H 


0:0o=D!:d, 
die Oberflächen ähnlicher Polyeder verhalten 
vie die Quadrate irgend zweier homologen 4 
onalen. 


— N 


Berechnung der Ki 


gemein, wenn 
er beiden ähnlid 
o= 82: 8% 


58. Lehrſatz. 
jnliher Tetr 
zen ihrer ho 
3 fein T und 
danten berfelber 
Hält ſich T : t 
G und g bi 
H und h die ; 


K2:k? 
K:k 
— Ke 
-K 


580. Lehrſatz 


elche eine E 
zu einander 
Idens 


nem 
ul 


.00b.) 
U und 
‚meins 


ite ſich 


ad‘, 
n bie 
verwen Orurapmyın avu und Ac/d’ 
als Grundflähen der beiden Ter 
traeder abed und abc/d’ an, und 
zieht die denſelben zugehörigen 
Höhen bf und b’f‘, fo verhält ſich 
nah €. ©. 8. 179: 
Aacd:A acd' = ac.ad 


166 Vierter Abſchuitt. 


und bf: bf’ = ab : ab‘. 
Durch Multiplication beider Proportionen erh 
Tetr. abed : Tetr. ab'e“d' — ab.ac. a 


8. 159. Lehrſatz. 

Zwei ähnlidhe Polyeder verhal 
ander wie bie dritten Potenzen zt 
Kanten. 

Beweis. Man benfe fi beide Polyet 
Tetraeder zerlegt, fo find diefe nach 8. 105 
es verhalten fi alfo die Summen ber Te 
d. i. die ganzen Polyeder zu einander wie 
zweier homologen Kanten, da alle Kanten bı 
Verhältniffe zu einander ſtehen wie die e 
bed anderen. 


Anmerkung. Auch bier kann man ft 
Kanten zwei homologe Diagonalen, oder irge: 
Streden fegen. Bergl. $. 157 Zuſ. 


8. 160. Aufgaben zur Ue 


1) Die Oberflächen zweier ähnlichen Pyr 
135 DO”, zwei homologe Kanten find 
wie groß ift die Oberfläche einer Pyrar 

2) Zwei homologe Kanten zweier ähnlichen 
und 1,25” lang, die Oberfläche der größer 
wie groß ift die Oberfläche der anderen 

3) Zwei homologe Kanten zweier ähnlichen 

um 2”, die Oberflächen beider find 1: 

wie groß find jene Kanten? 

Zwei ähnliche Gefäße von prismatifcher 

13,5 Lit. die Höhe des einen beträgt ! 

2,4%”; wie viel faßt jedes? 

5) Die Inhalte zweier ähnlichen Prismen fin 
zwei bomologe Kanten differiren um 2” 

6) Die Kubikinhalte zweier ähnlichen Pırami 
und 5,832 kb”, eine Kante ber erfteren 
ift die entfpredhende Kante der anderen 

7) Zwei homologe Kanten zweier ähnlichen 
um 1,1”, ihre Kubitinhalte find 19,688 
wie groß find jene Kanten? 


4 


Ss 


der Berechnung ber Körper. 


ramiden von einerlei Mater‘ 
ie eine ift um 1,5” höher 
? 


ımide mit quabratifcher Bafı 
e Ebene halbirt werben. 

Spige ift der Schnitt vor 
moflähe 2” und eine Seiten! 
der Baſis einer breifeitige 
10,2” lang, jede der drei ( 
fol dieſelbe parallel zur VR 
vaß fi die Ergänzungspyre 
1:7 verhält; wie groß war 
ınten eine® Tetraeders feien 
egenden Bafisfanten bezügli 
allgemeinen Ausbrud für 


nung der runden Aörpe 
nung des Eylin 


8. 161. Lehrſatz. 
Mantels eines gerad 
dufte aus. dem Umfa 


htigfeit dieſes Satzes ergi 
8 zu $. 110 und 8. 128. 


Zufäge. 
n Halbmefler der Grundfl 
> ift der Inhalt des Mante 
iche zu finden, addire mı 
adfläche. 
nz 
de = 2nr(h-+n). 


8. 162. Lehrſatz. 

It eines Cylinders i 
nbflädhe und Höhe. 
8. 137. 
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Zufäge 
1) Zwei Eylinber von gleide 
gleichen Höhen find einander gl 
2) Zwei Eylinder verhalten f 
aus ihren Örundfläden und Hö 
3) Zwei Eylinder von gleidher 
halten fi wie ihre Höhen, und 
wie die Quabrate ihrer Rabien. 
4) Die Mäntel, fowie die Ober 
Eylinder verhalten fi wie die Quadra 
wie die dritten Potenzen ber Radien od 


Mantel  , uf 

5) Der Rusitinhalt eines ſchiefen 
Umfange 

Produkte aus dem Inhalte des fentr: 


der Achfe des Eylinders. 


8. 163. Aufgaben zur 


1) Wie groß ift der Mantel und die | 
raden Cylinderd von 18” Höhe un 

1a) Der Umfang eines Cylinders von 
wie groß ift die Oberfläche veffelber 

2) Man fol verfchiedene chlinderförmig 
Durchmeſſer verfertigen; wie viel 9 
wenn bie Röhren zufammen eine $ 
follen ? 

3) Der Mantel eines geraden Cylind 


7,4250” Inhalt; welchen Durchmefis 


+33) Wie groß ift der Durchmeſſer eines 
wenn bie Oberfläche 119,712 0” 

+3b) Die Oberfläche eines geraden Eyliı 
wird aber der Durchmeſſer um 0,4 
größer angenommen, fo erhält ma 
doppelten Oberfläche. Wie groß 
Dimenfionen? 


*) Wenn nicht ausbritdlich für m in der 9 
angegeben ift, fo Hat man dafür immer 3,14 in 
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umme ber Oberflächen zweier ähnlichen Cylinder beträgt 
°, ibre Höhen find 2,5” und 1,4”; wie groß ift die 
äche eines jeden? 

vöhe eines geraden Cylinders übertrifft dejfen Umfang 
1,44”; wie groß find beide, wenn die ganze Oberfläde 
DI” beträgt? 

roß ift der Kubikinhalt eines 12” hohen Cylinvers, 
Halbmeffer 1,5” lang ift? 

mfang eines Eylinders mißt 26,69”, die Höhe deſſelben 
; wie groß ift der Kubifinhalt? 

n allgemeinen Ausprud erhält man für den Kubilinhalt 
Eplinders, wenn man deſſen Umfang mit P und deſſen 
mit h bezeichnet? 

inem chlindrifhen Baumftanme von 54°” Durchmeſſer 
‚8” Länge fol ein Balken mit rechtecligem Querſchnitte, 
eine Seite 30°” lang wird, geſchlagen werden; wie viel 
der Holzabfall? 

iel Liter faßt ein cylinderförmiges Gefäß von 54"" Weite 
om Höhe? 

nhalt eines Cylinders beträgt 942 kb", fein Halbmeffer 
5” lang; wie hoch iſt derſelbe? 

N ein chlinbrifdes Gefäß verfertigt werden, weldes 
Durihmefler hat und 15 Liter faßt; wie hoch muß man 
: maden? 

fol den Durchmeſſer eines 14,8” hohen Cylinders von 
kb" Inhalt berechnen. 

dantel eine® geraden Cylinders fei M, die Höhe h; wie 
ft der Kubifinhalt? 

ubilinhalt eines Cylinders von gleicher Dide und Höhe 
Oberfläe O derfelben auszubrüden. 

man die Oberflähe eines Cylinders mit O, und deſſen 
neſſer mit d bezeichnet, jo erhält man welche Formel für 
abifinhalt ? 

fol den Kubikinhalt eines geraden Cylinders im Un 
P und der Oberfläche O ausbrüden. 

ubifinhalt eines geraden Cylinders ſei — K, die Höhe 
wie groß ift die Oberflähe 0? 

Mantel „eines geraden Cylinders fii = M, deſſen 
ahalt = K; man foll den Durchmeſſer und die Höhe 
en. 

vöhe eines geraden Cylinders von 69,08 I” Oberflädhe 
0”; wie groß ift der Kubikinhalt deſſelben? 

Iberfläche eines geraden Cylinders fei O, feine Höhe h; 
ı Ausorud erhält man für den Kubifinhalt vefjelben? 
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Zwei ähnliche Gefäße faflen 0,729 kb” ı 
as eine ift um 0,5” tiefer als das aı 
verfelben ? 

ẽs foll ein eifernes Gewicht von ber 

egoſſen werben, welches 50* wiegt; 1 
jemacht werden müfjen, wenn der Durı 
ol? (fp. Gem. — 7,2). 

Ein bleierner Cylinder von 84"” Länge 
ft derſelbe? (fp. Gew. 11,3). 

Wie groß ift der Rubifinhalt eines 1 
18” Höhe, wenn der äußere Durchmeſſe 
m Lichten 0,6” mißt? 

Die Bleidicke einer Röhrenleitung von 9 
sem, die Weite der Deffnung 4,8""; wi 
an 5 fr. 6m. = 11). 

Der Kubitinhalt eines hohlen Cylinde 
döhe = h, der äußere Halbmeffer = R 
'e8 hohlen Raumes beftimmen. 


b) Berechnung bed Ket 


8. 164. Lehrſatz. 
Inhalt des Mantels eines 
ı dem halben Produkte aus t 
dflädhe und der Seite deffelben 
weis. -Diefer ergibt ſich aus ber 9 
18 8. 189. 


Zufäge 
Iſt r der Halbmeffer der Grundfläche 
‚ fo ift der Mantel 





enn h bie Höhe des Kegels bezeichn 
M= nr Yh+ 9). 

Für die Oberfläche findet man: 
O — ars 4 arꝰ — ar (s 


— Ve 
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8.165. Lehrſatz. 
halt eines Kegels if gleich dem 
:6 Produftes aus Grundflähe und 


er ergibt fih aus 8. 145. 


Zufäge . 
t der britte Theil eines Cylinders, welcher 
und gleihe Höhe mit ihm hat. 
1—4 des 8. 162 gelten auch für den Kegel. 


8. 166. Aufgabe. 

es Mantels eines Kegelftumpfes zu 
R und r bezüglich die Rabien ber 
ineren Grundflähe und s die Seite 
nen. 

Denft man fih den Kegelftumpf zu einem 
ergänzt und bezeichnet x die Seite des Er» 
ft nad) 8. 164 der Mantel des vollftändigen 


und ber des Ergänzungäfegeld — arx; 
mantel 

= aR(s + x) — arx. 

aber 





Vierter Abſchnitt. 


er Mantel eines Kegelftumpfe: 
Produfte aus der Summe der Um 
aͤchen und der Seite. 
dibt man dem Ausbrude zes (R + 
Rn, und bezeichnet RB + x 
‚welcher entfteht, wenn man durch bie 
3 zu den Grundflaͤchen eine parallele Ebeı 
Kegelftumpfmantel 
M=2m.0=2n.s, 
ich dem Brodufte aus dem Umfar 
urchſchnittes und der Seite bes 
r bie Oberfläche erhält man: 
O=-msR+n+aR+n 
-alR+n)s+R+r 
nmerfung. Der Mantel des Kegelftumpfes 
etze, welches ein concentriſches Ningftüd bildet, 





oder ben 


8. 167. Aufgabe. 


bezeihne R den Halbmeffer d 
er Fleineren Bafi8 und h bie 
impfed; man foll aus diefen S 
halt beftimmen. 
Öfung. Ergänzt man den Kegelftumpf 
Kegel und bezeichnet die Höhe des E 
fo ift nad) 8. 165 der Kubifinhalt des 
K=4nRtb+n)—tim. 
ſich 


xır=h:R-r 





fo 
r.h 
“ORT 
nR? r.h a? r 
x-". (h Pe) SR 
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oder K-(R+R.r+mM) 


Anmerfungen 1) Sehen wir den Kegelftumpf al3 einen Pyra— 
midenftumpf mit regulärer Bafis von unendlich Heinen Seiten an, fo 
ergibt fich vorftehende Formel auch aus 8. 147, wenn man in dem für 
jene Aufgabe erhaltenen Auzdrude aR? für G und ar? fir g fubftituirt. — 
Führet dieſe Subftitution aus! - 

2) Geben wir obigem Ausdrude die Form 


R+-Rr+r\ (et) >=) 
ee) 
und ſetzen das arithinetifche Mittel beider Radien, d. i. 
R-+r 
2 
jo wird der Kegelftumpfinhalt 
9 ah ([R —.r 
Kene.h+ 5 | =) 
Man erjieht Hieraus, daß ver Begefftumnf annähernd al3 Cylinder 
von gleicher Höhe über dem mittleren Durchſchnitt als Grundfläche be- 


rechnet werben kann, und daß das fo erzielte Nefultat dein wahren 
Werthe um fo näher fommt, je kleiner R — r ift. 





—=g, 


8. 108. Aufgaben zur Hebung. 


1) Der Halbmefjer der Bafis eines geraden Kegels beträgt 34°”, 
bie Seite ift 1,4” lang; wie groß ift der Inhalt der krummeu 
und der ganzen Oberfläche? 

la) Wie groß ift die Oberfläche eines geraden Kegel, wenn der 
Halbmeifer der Grundfläche 2,5” mißt und die Geite 8,6” 

lang ift? 

2) Der Umfang der Grundfläche eines geraden Kegels mißt 
12,56”, bie Seite 7,5”; wie groß ift die Oberfläche des 
Körpers? 

3) Die Oberfläche eines Kegels in deſſen Grundfläche g und 
Höhe h auszudrüden! 

4) Man fol ven Inhalt des Mantels und die ganze Oberfläche 
eines 16” hohen geraden Kegeld berechnen, wenn ver Durch— 
mefjer der Grundfläche 6” Tang ift. 

5) Die Höhe eines geraden Kegels ift — h, die Seite — 5; 
wie groß ift deſſen Oberfläche? 

6) Der Inhalt de8 Manteld eines Kegels beträgt 427,04 1”, 
die Seite mißt 17”; wie groß ift der Durchmeſſer ver Bafis 
und wie body ift der Kegel? 

+7) Die Mantelfläche eines geraden Kegeld von 7,5” Höhe hat 
106,76 OD” Inhalt; wie groß ift die Seite deffelben und der 
Durchmoefſer der Baſis? 
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77a) Den Durchmeſſer und die Höhe eines gerat 
ftimmen, wenn deſſen Seite 4,25” mißt ı 
39,25 ID” Inhalt bat. 

7b) Es fei die Oberfläche eines geraden Kegels 
deſſen Höhe h —= 11,25”; wie groß ift i 
Baſis ? 

+8) Der Umfang der Baſis eines geraden Kegı 
Seite um 7,44” übertroffen; wie groß iftt 
Grundfläche, wenn die Oberflähe 138,16 C 

+9) Die Oberflähe eines geraden Kegels beträg 
Seite ift um 6” größer als der Durchmeſſer; I 

10) Werden Durchmeſſer und Seite eines gei 
13,345 I” Oberflädje je um 1” größer ge 
der neue Kegel eine Oberflähe von 31,4 D' 
jene Elemente beim erften Kegel? 

11) Wie groß ift die Oberflähe und der Kub 
hohen geraden Kegels, wenn der Halbmefie 
1,5” lang ift? 

11a) Der Umfang der Grundfläche eines gerad 
6,28”, die Seite mißt 5,4"; wie groß ift 
11b) Welden Kubifinhalt hat ein Kegel, wenn 
ausgebreitete Mantelflähe defjelben einen S 
Eentriwinfel 120° mißt und deſſen Halbmefi 

12) Wie groß ift der Kubifinhalt eines geraden 
Umfang der Bafis 2,512” beträgt und eine 

13) Der Durchmefjer der Grundfläche eines ger 
6,4”, fein Kubifinhalt beträgt 160,768 kb“ 

14) Der Kubikinhalt eines Kegels beträgt 397,3€ 
mißt 12”; wie groß ift der Halbmefjer der 

15) Den Kubifinhalt eines Kegeld in der Ober] 
Radius r der Bafis auszudrüden. 

16) Die Oberfläche eines geraden Kegels ſei — C 
= M; welden Ausorud erhält man für fe 

17) Ein gerader Kegel, deſſen Grundflächenhalb 
und deſſen Seite s — 6,5” lang ift, fol : 
halbirt werden; wie hoch wird der an letzte 
und wie groß ift der Halbmeffer des Schni 

18) Die Durchmeſſer der Grundfläden zweier äf 
1,5” und 2” lang, ber Rubilinhalt des 
13,5 kb"; wie groß ift der des anderen? 

19) Ein eiferner Kegel von 50* Gewicht hat 
12” Halbmefjer; wie hoch ift er? (fp. Ga 

20) Ein Kegel von Kupfer wiegt 25* nnd ift 15 
ift der Halbmeſſer der Bafis? (fp. Gew. = 
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21) Wie groß ift der Inhalt des Mantels eines abgefürzten Kegels, 
wenn die Umfänge der beiden Grundflächen 68,75" und 185,5” 
betragen und die Seite 23,2” lang ift? 

22) Die Seite eines geraden Regelftumpfes mißt 12”, die Unmfänge 
der beiden Grundflächen betragen 25,12” und 15,7”; wie 
groß ift die Oberfläche ? 

23) Die Radien der zwei Grundflächen eines geraden Kegelftumpfes 
find 12,5” und 6” Tang, die Seite mißt 36”; wie groß ift 
die Oberfläche? Ä 

24) Wie groß ift die Oberfläche eines abgefürzten Kegeld von 2,4” 
Höhe, wenn die Durchmeffer der beiden Grundflächen 6% und 
4” lang find? 

25) Die Radien der Grundflächen eines geraden Kegelftumpfes find 

1,25” und 0,6” lang, die Mantelfläche bat 29,045 DI“ In⸗ 
halt; wie hoch iſt der Körper? 

26) Die Oberfläche eines geraden Kegelftumpfes beträgt 96,712 7”, 
die Durchmeſſer der Grundflächen find 6” und 2” lang; wie 
hoch ift der Körper? 

+27) Die Oberfläche eines abgefürzten Kegeld beträgt 43,96 I”, 
die Manteifläche 30,615 OD” und die Seite mißt 3,9”; wie 
groß find die Halbmeffer ver beiden Grundflächen ? 

28) Man foll ven Kubilinhalt eines abgefürzten Kegeld von 5,7” 
Höhe beredinen, wenn die Halbmefjer der beiden Kreife 1,4" 
und 0,8” lang find. 

29) Ein Keſſel iſt oben 102°” und am Voden 84”” weit und 72°” 
tief, wie viel Wafler faßt derjelbe? 

29a) Die Umfänge der zwei Grundflächen eines geraden Segel: 
ftumpfes betragen 7,85” und 6,28”; die Seite mißt 5", Wie 
groß ift der Rubitinhalt? 

29b) Die Durchmeffer der beiden Grundflächen eines Kegelftumpfes 
find 8" und 6” lang; wie groß werden die Kubifinhalte der 
zwei Theile, in welde eine durch die Mitte der 18” langen 
Höhe parallel zu den Grundflächen gelegte Ebene den Kegel: 
ftunpf zerlegt? 

30) Die Ravien der Grundflächen eined geraden Kegelftumpfes find 
3,4” und 1,4” lang, die Seite mißt 5,2”; wie groß ift der 
Kubikinhalt? 


731) Der Kubikinhalt eines Kegelſtumpfes beträgt 1186,92 kb“, 


bie Höhe mißt 18”, der Halbmefjer der größeren Bafis 6”; 
wie groß ift der Radius der fleineren ? 

31a) Es fei der Halbmeffer der größeren Bafis eines Kegelftumpfes 
R = 3", der der Heineren r = 1” und die Höhe h = 4", 
Man fol venfelben durch eine zu ven Grundflächen parallele Ebene 
balbiren; in weldem Abftante von der größeren Baſis muß der 
Schnitt geführt werden und wie groß wird der Schnitthalbmefler? 
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enft man ſich durch den Mittelpunkt m die zur 
fe cs gezogen und die halbe Peripherie cfs des 
ig Heine Fu 

EB ge Fig. 101. 

=... 
ilsdann 
ao ſenk⸗ 
allt, fo 
Vierecke 
gdfw, 
arallel⸗ 
welche 
ng um 
gel bes 
frumme 
men bie 
Ringes 


Mittel: 

m Pa- 

q, fo ift nach $. 166 Zuf. 2 der von ged ber 
ver Oberfläche des Ringes 

2m. kx.cd+2um.\x.cg 

28 (kz + Ix) 

278 (mo + uk + mo — ul) 

278 . 2mo = 2nß . 2R. 

bie ganze Ringoberfläche 

2 .nß.2R 


halbe Beriph. ofs — nr 
rn . nr. 2R = 2nır . 2nR. 


8. 171. Lehrſatz. 
nhalt eines Ringes, den ein Kreis er» 
thalten, wenn man ben Inhalt bes 
Rreifes mit dem Wege feines Mittels 
iplicirt. 
g. Kubifinhalt des Ringes = mr? . 2rR. 
2 


: Stereometrie. 4. Aufl: 1 


4 
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eweis. Denkt man ſich den Durchmeffer cs (Big. 101) 
yeliebige Heine aber gleiche Theile wie cv — d getheilt 
ur die Theilpunkte Senfrechte zur Achfe ab gezogen, fo 
en Paralleltrapeze und man erfennt fofort, daß ber Kubik— 
eines Ringelementes, wie 3. ®. des durch gdfh erzeugten, 
iſt der Differenz der durch die Paralleltrapege qdfw und 
erzeugten Kegelftumpfe. 

ich 8.167 if daher der Kubifinhalt des von gdth bes 
enen Ringelementes 


(dw 4 fw. da 4 daꝰ) — 22 + hw. gg +89?) 


[(mo -+ ft)? + (mo +ft) (mo +-dv) -+ (mo-+dv)? — 
. (mo — ft)? -- (mo —ft) (mo — dv) (mo—dv)®] 
- (6mo . ft + 6mo . dv) 


„mo. d (fi + dv) 
fh + dg 
2 


R. Inh. gäfh. 

er Kubikinhalt des ganzen Ringes ift fomit gleich bem 

achen der Summe aller derjenigen ‘Baralleltrapezenelemente, 

zuſammen den ganzen Erzeugungskreis ausmachen oder 
= nm. 2nR. 


Zufap. 

18 der Art der Beweisführung für bie beiden Säge $. 170 
. 171 leuchtet unmittelbar ein, daß biefelben nicht allein 
n Ball, daß die erzeugende Figur ein Kreis tft, Giltigfeit 
‚ fondern daß fie immer gelten, fobald ſich in der erzeugen: 
igur eine Gerade von der in 8. 169. 2 angeführten Eigen- 
angeben läßt. 

tatt mo = R hat man aldann die Entfernung jener 
felen zur Achſe von dieſer zu fegen. 


d) Berechnung der Kugel und ihrer Theile 

8. 172. Lehrſatz. 
ie Oberfläche einer Kugel ift gleih dem viers 
n Inhalte eined größten Kreifes derſelben. 
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Beweis. IR ab (Big. 102) der Durchmeſſer ber Kugel 
und man denkt fichäfenkrecht zu diefem unendlich nahe bei einander 
liegende Ebenen durch die . 

Kugel gelegt, fo wird diefe ‚dig. 102, 

in lauter Kugelſchichten 
von fo geringer Höhe ge⸗ 
theilt, daß man jede der 
felben als Kegelftumpf, 
alfo jeden der zugehörigen 
Gürtel als einen Kegel: 
ftumpfmantel betrachten 
fann. 

I z. B. enpd eine 
ſolche Kugelfhichte, vw 
eine durch die Mitte ihrer 
Höhe zu dp und cn pa- 
rallel gehende Ebene, fo 
ift nad) 8. 166 Zuf. 2 deſſen Gürtel = 2. vl. cd. 

Zieht man nun von v nad dem Mittelpunfte m eine Strede 
vm und co | vw, fo ift nah E. G. $. 149 

Ado A vim. 





Alſo verhält fih 
vl: vm — co: ed, 
und es iſt ſomit vl.cd = vm. co. 
Subſtituirt man dieſen Werth in obigen Auedruck für den 
Gürtel, fo wirb diefer = 27 . vm . co, oder wenn man ben 
Halbmeffer der Kugel durch r bezeichnet und co = gh = d feßt, 
— Inr.d. 
Bezeichnet man in ähnlicher Weife durch d’, 9, d", ... ber 
Reihe nach die Höhen der einzelnen Kugelfchichten, fo findet man 
hiernach die Summe aller Gürtel oder die Kugeloberfläche 
O-2nı.d+ Mar. + Bu. d" +... 
\ — 2ar (++ IH.) 2. (a) 
| = nr. ab. 
Sept man für ab — 2r, fo wird die Oberfläde 
O = 2nr . 2r = 4m, 
d. i. gleich dem vierfachen Inhalte eines größten Kreiſes. 
12* 
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Zufäße. 
1) Bezeichnet man den Durchmefler der Kugel durch d, fo ift 
—= Anı? = nd?, 
d. h. die Oberfläde einer Kugel ift gleich dem Inhalte 
eines größten Kreifes, deffen Halbmeffer gleich dem 
Durhmeffer der Kugel ift. 

2) Sind O und. o die Oberflächen zweier Kugeln, deren 
Radien bezüglid R und r, fo verhält ſich, da alle Kugeln ein— 
ander ähnlich find: | 

O:o=R?:1r%, 
d.h. die Oberflächen zweier Kugeln verhalten ſich wie 
bie Quadrate ihrer Rapdien. 


8. 175. Lehrſatz. 

Der Inhalt einer Kugelhaube, ſowie der eines 
Gürtels iſt gleich dem Produkte aus dem Umfange 
eines größten Kreiſes der Kugel und der Hoͤhe des 
betreffenden Koͤrpers. 

Beweis. Diefer ergibt ſich leich aus dem Beweiſe zu 
8. 172, indem d + d' + d” + ... bezuͤglich die Höhe h der 
Haube, oder ded Gürteld ausmacht, man alfo nad) Gleichung 
fuͤr den Inhalt dieſer Stüde 2ır .h hält 


Zufäge. 

1) Eine Haube oder ein Gürtel ift gleih dem Mantel 
eines mit ihm gleich hohen geraden Eylinderd, der 
den größten Kreis der Kugel zur Grundflaͤche hat. 

2) Bezeichnet a den Halbmeffer der Grundfläche eines Kugel: 
ſegments, h deſſen Höhe und r den Halbmeſſer ber wugel, fo 


pol t, da 
“ M=a? + (r — h, 





alfo 
_ a2 4 h? 
"Zn 
ift, die dem Segment entſprechende Haube 
| — 9. ER 
«AN. Typ 











; 
| 
! 
! 
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ober wenn man durch s die Sehne bezeichnet, welche der Hälfte 
des der Haube zugehörigen Hauptbogens entfpricht, alfo 

a + hs 
etzt: 
B Haube = ns? 
d. 5. der Inhalt einer Haube ift gleich dem Inhalte 
eines Kreifes, der zum Halbmeffer die Schne hat, 
welche der Hälfte bes der Haube zugehörigen Haupt— 
bogens entfpridt. 

Anmerkung. Zu diefem Reſultate gelangt man mittelft obigen 
Lehrſatzes auch unmittelbar, wenn man beridjichtigt, daß fih nad) €. ©. 
$. 162. 2 verhält: 

2r:s—=s:h 
alfo Anrh -- as: 
iſt. 
O S. 174. Aufgabe. 
Den Inhalt eines Gürtels in den RadienR und r 


der beiden Begrenzungsfreife und der Höhe h deffel» 
ben audzubrüden. 


Erfte Auflöfung. 

Iſt (Big. 103) abde ber Fig. 103. 
zu beredinende Gürtel F, 

kb’ R,gd=r, gk—h, 

bezeichnet ferner @ den Halb: 

meſſer der Kugel und man zicht 

die Sehnen ad und db, fo 

befteht nad E. ©. $. 162a 

die Beziehung: 

ad.db—h. 20. 
Nah 8. 173 ift aber vie 


Gürteffläche 

F = 2neh, 
alfo auch Fenr.ad.db, 
oder da ad-Yar+d®—yR+ Tr? he 
und db=-yvib+ d®—y(R-— 14 hr 
if, auch 





F= ak + HR]IR— N” +], 
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- Zweite Auflöfung. 
Ohne Anwendung bed Satzes 8. 1624 ber 
lann biefe Aufgabe auch auf folgende Art gelö 
Nach 8. 173 Zuf. 2 ift der Inhalt der Haub 
=n.fb—= nr (kb! + kf2) 
-a{Rt 4641) 
-rR+b+2h.tg+ 
und der Inhalt der Haube cdf 
-n.fd—n (gd® + fg”) 
= a (+ fg”), 
folglich der Inhalt des Gürteld abde 
— Haube abf — Haube cdf 
-n(R+ hr + 29h. fg + fer) — 
arte ++ Hn.f).. 
Umn 
Fig. 1038. fg u 
fichtige 
E. G. 
ſetzt wer 
fb ⸗ 
und aud 
tb 
R? - 
und ebeı 
fd? — ! 
und aud 
fd — 
ı 
daß alfo die zwei Gleichungen beftehen: 
Inb+g)=R+(h+ 
Uf.fg-r+fg% 
Man findet fodann aus I: 


aus II: mn +fg 
und erhält durch Gleichſehung biefer Werthe: 
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R® r? 
rat! Te 
+R—-r + h2) ig - 


+) + VRR 
diefen Werth von fg in obi 
isdruck für den Inhalt des € 
+ he + Ara?) 

YRar? rd + 2REhR  2rh® 
2RH2 + ri + 2RShR+ 2rahi 
FrRFERN) Rrr 
FAR F 


O 8. 175. Aufgabe. 
eines fphärifhen Zw 


Auflöfung. 
hen Zweiede auf gleichen K 
irifchen Winkel gleich find, 
t, & ben fphärifchen Winkel ı 
zeichnet, © 
2: An? — a : 360°, 


Zufag. 
den Halbmeffer eines Kreif 
vinfel = a entiprechenden 
o ift bekanntlich 


r 


— 225 — 
360 ' %'" (2 
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Zweiech gleich einem Kreisaud 
ch dem fohärifchen Winfel dee 
gleich) dem Durchmeffer ber z 


© 8. 176. Aufgab 

nhalt eines fphärifhen ! 

a, 8, y und dem Kugeltab 
Auflöfung. 

Es fei ab 

riſche Dreieck, 

zuͤglich die A 

ſo iſt nach 8. 

1) A abe 4 


2)Aabe-+ı 


be + A abd = Zweieck dat 


4 8. 126. 18 
A abd = A fge 


3) A abe + A fg = dh 
3) abbirt gibt: 
igelfläche + 2A abe = nr? 


63 


Ir? + 2A abe = nr? E 


— e+ß+r 
Aabe = nr? - FE 
ar? 


Abe le +a+r 
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Zufäge 

Inhalt eines fphärifchen Dreieds hängt nach vor- 
eſultate fediglich von dem ſtets pofitiven Ausbrude 

«+#+Yr— 180%, 
jerfchuffe der Summe ber drei Winfel über 180° ab. 
benfelben ven fphärifchen Exceß bes betreffenden 
bezeichnet ihn gewöhnlich durch. E. 
kann alfo auch ſetzen: 

A abe — 


ıan bafür 


m m 
180 ° EB 
A abe 


An 


A abe 

0 388 

elangt man zu dem Satze: 
haͤriſches Dreieck verhält ſich zur zuge— 
ugeloberflaͤche wie der ſphaͤriſche Exceß 


|® 


O 8. 177. Aufgabe. 


halt eines fphärifchen ned, beffen Seiten 
en find, in der Summe o der Winfel und 
lradius r auszubrüden. 


Auflöfung. 
an dad ned durch Hauptdiagonalen in (n — 2) 


:eiedde und find 


Eı,E,, Es, .. Es 
ch die fphärifchen Exceffe derfelben, fo if der Inhalt 
& 8. 176 Zuf. 2: 


ar? 

To Eı +E+B-+..+ Es) 
ar? 

I [oe — (n—2) 2R] 


o 
— ge — An + am) 
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oder wenn man ben fphärifchen Exceß des 
e—- m-)2R-E 
ar o E. 


fest, mich 
Man erhält fomit für den Inhalt eines Bi 
dem Inhalte des Dreiecks übereinftimmenden Aı 


Anmerkung, Mittelft des eben angeführten ! 
im Stande, den bereit8 in $. 76 aufgeftellten Eul« 
einfache Art zu beweifen. 
Denkt man ſich nämlich die Oberfläche einer 
Flädjiennete von ſphäriſchen Folsgonen 
Gr Bar far Bar anne 
beftehend, welche der Reihe nach, übereinftimmend m 
folgenden Begrenzungsflächen eines Polyeders, von 
Day Day Day Da,..... 
Seiten begrenzt find, und bezeichnen beziehungäweife 
9, 0 gr Gy are: 
die Summen der Winkel der ſphäriſchen Polygone, ſ 
HEHE HH - 
oder nad) obiger Aufgabe 


o 0 
URN + G- 2m 


Re IR wet En . 
Run ift aber 


trat atatee — B. 
di n 4 n tn te... — 2E 
alſo 
EM. 2K + ARD) = 
oder E-K+F=-=2 
ober E+F=-K+2 


8. 178. Lehrſatz. 

Der Kubikinhalteiner Kugel ift gleic 
Theile des Probuftes aus der Oberfl; 
Halbmeffer. 

Beweis. Denkt man ſich die Oberfläd: 
vielen Polygonen zufammengefet, fo Fann man 
Flaͤchen anfehen, und wenn man ſich darum b 
felden mit dem Kugelmittelpunfte verbunden t 
man unendlich viele Pyramiden, deren Grundfl 
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die Oberfläche der Kugel ausmachen und deren Höhen gleich dem 
Halbmeſſer berfelben find. Bezeichnet man nun bie einzelnen 
Polygone durch p, pP‘, P” -...., den Kugelradius dur) r, und 
die Oberfläche durch O, fo ift der Kubifinhalt der Kugel 
=4p.r+$p.r+#+p".r+.. 
=-t4P+P+tPp"+.Jr=+0.r 


Zufäge. 
1) Subftituirt man für O nad 8.172 den Werth Arr?, fo 
wird ber Kubikinhalt der Kugel 


3 
Koran. iR, 
ober wenn man 2r — d feßt, 
ds 
X- 
Anmerkung Nimmt man für 1222 an, fo ift der Kubil- 
J 
insel — 2 . Eu @, d. 8. die Kugel ift nahezu gleich 


dem halben Würfel über dem Durchmeſſer. 
2) Bezeichnen K und k zwei Kugeln, deren Radien bezüglich 


R und r find, fo verhält ſich 
K:ık=-R':n, 


d. 5. die Kubifinhalte zweier Kugeln verhalten ſich 


wie die dritten Botenzen ihrer Rabdien. 


8.179. Lehrſatz. 

Der Kubifinhalt eines Kugelfectors ift gleich dem 
dritten Theile des Produftes aus der zugehörigen 
Haube und dem Halbmeffer der Kugel. 

Beweis. Berfahre wie bei dem Beweife zu 8. 178. 


Zufag. 


Bezeichnet man die Höhe der Haube durch h, ben Kugel⸗ 
halbmeſſer durch r, fo findet man den Inhalt des Sectors 


-2m.h.o-2m.h. 


3 3 
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$. 180. Aufgabe. 


Den Rubikinhalt eines Kugelfegmentes in beffen 
Höhe hund dem Halbmeffer r der Kugel auszu— 
drüden. 

Auflöfung Der Kubifinhalt des Segmentes afbm 
(Big. 105) ift gleich dem Inhalte des zugehörigen Sector 
camb weniger dem Kegel abc. 

Be Nun ift aber der Inhalt des 
Fig. ios. Seeccors camb nad) 8. 179 
=tar.md=}ar.h 
und der Inhalt des Kegeld abe nad) 
8. 165 





‚oder ba 
de 
und db? 


14414 





iſt, auch 
— 4 h (2r — h) ( — h); 
folglich wird das 


Segment ar. h— $ ah (2r—h) (r—h) 


_ u [2r? — (2r—h) (r—h)] J 








ah? 
- 77 G-h). 


8. 181. Aufgabe. 

Den Kubifinhalt eines Kugelfegmentes im Rabius 
@ des Begrenzungdfreifes und ber Höhe h des Seg- 

mentes auszubrüden. 
Auflöfung Nah E. ©. 8. 156 Zuf. 3 verhält ſich 
(&ig. 105) 4 
md : db = db : 2mc — md Y 
ober 4 
h:g =ge :ı2r—h, 4 


um 
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woraus folgt: 
_®,h 
r— 3*2 


Führt man dieſen Werth in den im 8. 180 für den Kubik— 
inhalt des Segmentes gefundenen Ausdrud ftatt ded Kugelhalb- 
meſſers r ein, fo geht derſelbe über in: 





> _ ach? (30? 3h 
| Ergment = ‘3 |55 — — 
h2?2 (30°? h 
sch 


=7 Ge⸗ 4 he). 


8. 182. Aufgabe. 


Durch eine Kugel vom Halbmeſſer = r wurden 
inden Entfernungen =E und e von der Kugelfläde 
zwei parallele Ebenen gelegt; man foll den Kubif- 
inhalt der zwifchen diefen liegenden körperlichen Zone 
aus den bezeichneten Stüden beftimmen. 

Auflöfung. Der Kubikinhaft der Förperlichen Zone ift gleich 
der Differenz der zwei Segmente, deren Höhen = E und e find, 

| oder nad) 8. 180 


| Zone — U (3r — E) _. ne (3r — e) 


Zufäße. 
1) Seht die eine Ebene durch den Kugelmittelpunft, 
wird alfo z. B. Er, fo wird die förperliche Zone 
- er —e) 
— 5 [27° — (ör -- e) e?). 


2) Bezeichnet man die Höhe der Förperlichen Zone durch h 
und fest in vorftehender Sormel r — h flatt e, fo wird ber 
Inhalt der Zone 
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57m — Er 4 h)(@ — be] 


—2 (&*,h — h°) 





— ar.b—4aht.h, 

d. h. wenn man über der Grundfläche ab (Fig. 106) 
gig. 106. einer Halbkugel ach einen Ey- 

| linder abfg conftruirt, deſſen 
| Höhe — dem Halbmeifer r der 
Kugel ift und über gf einen 

Kegelgdf, deffen Spige nad) dem 

Mittelpunfte d fällt, fo theilt 

jebe zur Bafisab parallele Eb. 

mn bie drei Körper fo, daß die Förperliche Zone absk 
= dem Eylinder abnm weniger bem Kegel dgp ifl. 


8. 183. Aufgabe. 


Den Kubifinhalt einer Kugelzone in den Radien 
R und r der beiden Begrenzungdfreife und der Höhe 
h derfelben auszubräden. 


Fig. 107. 


Auflöfung. If vwek (Big. 107) die gegebene Kugelzone 
und man denkt ſich diefelbe zur Halbkugel abe ergänzt, fo if 
nad) $. 182 Zuf. 2 

Zone absk — Cyl. abnm — Kegel dap, 
Zone abwv — Cyl. abut — Kegel dol. 





- fegt: 
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Durd) gliebweife Subtraction folgt hieraus 
Zone vwsk = Eyl. tunm — Segelftumpf logp, 
oder 


Zone vwsk = n.db?.h — a (eg? 4 eq.zo + zo?) 


— ade (6db? — 2eqg? — 2eq . zo — 220°), 


oder da Id = A cefd #N, 

alfo eq — de 

und zo = dz 

ift, auch 

Zone vwsk = Fr (6db? — 2de? — 2de.. dz — 2d2?), 


oder wenn man 

6db? = 3ds? + 3 dw? 
2de? — 3de? — de? 
2dz? = ddz? — dz? 


Zone vwek — = [3 (ds? — de?) +3 (dw® —dz®)+(de—dz) 


= = (3es? + 3zw? + ez?) 
= ji (3R’ + 3r + h) 

h . 
-;BR+nN)+b] 


8. 184. Aufgaben zur Uebung. 


1) Wie groß ift die Oberfläche einer Kugel von a) 6,75”, 
b) 4,5” Halbmefjer? 

2) Rechnet die Oberfläche einer Kugel von 2,8” langem Durch— 
mejler für n = 7 

3) Die Seite eine regulären Tetraeders ift — s; wie groß ift 
a) die Oberfläche der umgefchriebenen, b) die der eingefchrie- 
benen Kugel? 

8a) Um wie viel differiren die Oberflächen einer Kugel und des 
ihr eingefchriebenen regelmäßigen Tetraeders, wenn ber Durd;- 
meſſer der Kugel 2” lang ift? 

8b) Wie groß ift vie Oberfläche einer um einen Würfel von 

8,375 kb” Inhalt befchriebenen Kugel? 
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3c) Wie groß ift der Durchmeſſer einer Kugel, wenn deren Ober- 
fläche beträgt: 
a) 15,70”; b) 78,5 0”; c) 153,860”. 
3a) Wie groß ift die Seite des in eine Kugel von 117,751” 
Oberfläche befchriebenen regelmäßigen Tetraevers ? 

4) Die Kante eines Oktaeders ſei — s; wie groß ift a) Die Ober- 
fläche der eingefchriebenen, b), die der umgejchriebenen Kugel? 

5) Wie groß ift die Oberflähe einer Kugel, welde a) um, b) in 
ein Ikoſaeder von der Kante s befchrieben ift? 

6) Die Seite eined regulären Dodekaeders ift — s; man fol 
die Oberfläche a) der unigefchriebenen, b) der eingefchriebenen 
Kugel beſtimmen. 

7) Wie groß muß man den Halbmefjer einer Kugel nehmen, 
damit fie biefelbe Oberflähe erhält wie zwei andere Kugeln 
zufanımen, von denen die eine einen Halbmefjer von 4,5” und 
die andere einen größten Umfang von 15,7” hat? 

+8) Die Sunme der Durchmeſſer zweier Kugeln ift — 8, die ihrer 
Oberflähen — 0; wie groß ift der Durchmefjer einer jeren ? 

+9) Die Summe der Oberflächen zweier Kugeln beträgt 1,413", 
bie Radien derjelben bifferiren um 15°"; wie groß ift Die 
Oberfläche einer jeden ? 

10) Wie groß ift der Kubilinhalt einer Kugel, wenn der Halb- 
meſſer a) 2,4”, b) 0,45”, c) 0,26”, d) 2,54” mißt? | 

11) Die Oberflähe einer Kugel beträgt 6,28 TI”; wie groß ift 
ber Kubikinhalt derſelben? 

12) Den Kubikinhalt einer Kugel in der Oberfläche O auszudrücken. 

124) Um wie viel iſt der Kubikinhalt einer Kugel größer als der 
des eingeſchriebenen regulären Ikoſaeders, wenn die Seite des 
letzteren 0,8” lang iſt? 

12b) Die Radien zweier Kugeln differiren um 1”, ihre Oberflächen 
um 62,8 DO”; wie groß ift der Kubilinhalt einer jeven dieſer 
Kugeln? 


13) Wie groß ift der Durchmefjer einer Kugel, wenn der Kubik— 
inhalt beträgt: a) 381,5 kb”; b) 904,82 kb"; c) 24,41664 kb"; 
d) 3,05208 kb"? 

14) Beſchreibt man um einen Kreis ein Quadrat und ein gleich= 
feitiges Dreied, fo daß eine Quadrat- und eine Dreiedfeite 
zufammenfallen, und man denkt fi die drei Flächen um bie 
zu biefer Seite des Dreiecks gehörige Höhe gedreht, fo ent= 
fteht eine Rugel, ein Cylinder und ein Kegel. In welchem 
Berhältnifje ftehen vie Kubilinhalte diefer drei Körper zu 
einander? 
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her in vorhergehender Anfgabe das Dreied eine Seite 
Quadrat gemeinfhaftlic hat, wie verhalten ſich dann 
zleiche Weife erzeugten Körper zu einander? 

i eifernen Kugeln von 18°” und 36" Durchmeſſer 
© Kugel gegofien; wie groß wird deren Halbmefjer? 

8 iſt der Halbmeffer einer Kugel, melde denſelben 
alt hat wie ein regelmäßiges Tetraeder von 4” Höhe? 
ilinhalte zweier Kugeln verhalten ſich zu einander wie 
der Durchmeſſer der erften‘ ift D; wie groß ift der 
ten? 

jalten fi) die Oberflächen zweier Kugeln zu einander, 
bifinhalte fi wie m : n verhalten? 

jalten fi die Kubifinhalte zweier Kugeln zu einander, 
verflächen fi) wie m : n verhalten? 

me der Kubikinhalte zweier Kugeln beträgt 1,172 kb”, 
Radien 1”; wie groß find die Durchmeſſer derjelden? 
: Halbmefjer einer Kugel um 0,3” größer angenommen, 
deren Rubifinhalt um 2,148 kb” größer; wie groß 
wünglid der Durchmeſſer? 

rfläche einer Hohlfugel beträgt 6,28 I”, der Kubik— 
8 hohlen Raumes 904,32 kb!"; wie groß ift bie 
e? 

egt eine bleierne Kugel von 42°” Durchmeſſer? (ſpec. 
: 11,8). 

z ift der Durchmeſſer einer 24* ſchweren Kugel von 
Ipec. Gew. — 7,2). 

Dleikugeln von 9"" Durchmeſſer gehen auf 4 Kilos 
(jpec. Gew. = 11,38). 

oß ift der äußere Halbmeffer einer Hohlfugel von 
Gewicht, wenn das fpec. Gew. — 7 ift und ber 
er der Höhlung 9"” mißt? 

U das fpec. Gewicht einer Kugel von 101,74* Gewicht 
1, wenn ber Halbmefjer 15°” lang ift. 

ß ift der Inhalt der fphärifchen Fläche (Haube) eines 
ors, wenn der Halbmeffer der Kugel 4,5” lang ift 
Höhe der Haube 2” mißt? 

n Abftande — a vom Mittelpunkte einer Kugel wurde 
je eine Ebene gelegt; wie groß ift der Inhalt der 
liegenden Haube, wenn der Radius des Durchſchnitts- 
= rift? 

ı vorhergehender Aufgabe a = 1,5” und r — 3,6” 
chnet die Heinere Haube 1) unmittelbar, 2) nad) ber 
jaltenen Formel. 

d der Gtereometrie. 4. Aufl. 13 
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294) Wie groß iſt der Halbmeſſer einer Kugel, wenn die zu einer 
Höhe von 1,4” gehörige Haube 21,98 DO” Inhalt hat? 

729b) Die Oberfläche einer Haube beträgt 9,61 I”, ihre Höhe ift 
um 2,1” Eleiner als der Durchmeſſer ihres Degrenzungsfreifes ; 
wie groß ift der Halbmeffer der zugehörigen Kugel? 

29c) Der Durhmefjer des Begrenzungstreifes einer Haube von 
104,5 OD” ift dem Halbmeffer der zugehörigen Kugel glei; 
wie groß find beide? 

30) Wie groß ift die ganze Oberfläche eines SKugelfectors, wenn 
ber Halbmefjer der Kugel = 2,6” und die Höhe der zuge- 
börigen Haube = 1,6” ift? 

31) Es fei der Halbmeffer einer Kugel R —= 1,3”, der Radius 
eines Nebentreifes derſelben r — 1,2”; weldhen Werth erhält 
man für ven Rubilinhalt des der kleineren Haube entfprechenven 
Sectors? 

3la) Die Oberfläche eines Kugelſectors beträgt 28,56 DI”, der Inhalt 
der zugehörigen Haube 11,804”; wie groß ift der Durd- 
meſſer der Kugel? 

31b) Welche Höhe hat die Haube eines Kugeljectord von 0,848 kb" 
Inhalt, wenn der Halbmefjer der Kugel 0,9” lang ift? 

310) Den Durchmeſſer einer Kugel zu beftimmen, wenn ber Kubil- 
inhalt eines Sectors derſelben 7,85 kb” beträgt und die dieſem 
Körper entjprechende Haube 0,6” hoch if. 

32) Der Kubilinhalt einer Kugel beträgt 1149,763 kb”, ber eines 
Sectors derfelben 44,222 kb”; wie groß ift der Halbmefjer 
bes Begrenzungsfreifes ver entfprehenden Haube? 

33) Der Radius einer Kugel ift R, ein Segment verfelben wird 
von einem Kreife begrenzt, defjen Halbmelfer — r ift; man foll 
bie Oberfläche und ven Inhalt dieſes Segments berechnen, wenn 
dafjelbe Heiner als die Halbfugel ift? 

33a) Der Kubifinhalt eines Kugelfegmentes beträgt 7,235 kb”, feine 
daube 1,2” ; wie groß iſt der Halbmeſſer der zugehörigen 
ugel? 

34) Die Höhe einer Förperlichen Kugelzone beträgt 1,5”; mie groß 
ift der Inhalt der fphärifchen Fläche (Gürtel) und der Kubik— 
inhalt der fphärifchen Zone, wenn der Halbmefjer der Kugel 
2,4” mißt und der Abftand der größeren Bafid vom Mittel- 
punfte der Kugel = 0,4” ift? | 

35) 8” und 18” von einem Punkte der Oberfläche einer Kugel 
entfernt, werden zwei parallele Ebenen durch dieſe gelegt; 
wie groß ift der Kubifinhalt der zwifchen beiden liegenden 
förperlihen Zone, wenn der Halbmefler ver Kugel 24°” 

' lang iſt? 
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36) Wie groß ift der Kubilinhalt einer Kugelzone, wenn die Rabien 
der Begrenzungskreiſe 8” und 8” lang find, und der Körper 
6= hoch if? 

37) Eine Kugel von 2,4” Radius wird auf einerlei Seite bes 
Mittelpunktes durch zwei parallele Ebenen nad Kreifen von 
4” und 2” Durchmeſſer gefhnitten; wie groß ift bie Ober- 
flähe und ver Kubikinhalt der zwiſchen den Beiden Ebenen 

! liegenden Kugelzone? 
} 38) Der Rubilinhalt einer Kugelzone beträgt 6 kb”, ver Halbmeffer 
bes einen Begrenzungskreiſes ift 2” lang und die Höhe der 
Zone 0,6”; wie groß ift der Halbmeffer des anderen 
Begrenzungskreifes? 

39) Die Radien der beiden Begrenzungskreife einer Kugelzone 
bifferiren um 1”, die Höhe berfelben mißt 1,8”, ihr Kubik— 
inhalt beträgt 17,183 kb”; wie groß find jene Radien? 

40) Dee Kubikinhalt einer Rugelzone beträgt 4,974 kb”, der Radius 
der Kugel mißt 1,5” und die Höhe 0,9%; wie groß ift ber 

| Abftand des größeren Begrenzungsfreife® vom Kugelmittels 


punkte? 


— 


— 
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Bon der Berbindung ber geraden Linien und Ebenen 
im Raume. 





8. 51. 
A. Lehrfäge 


1) Es fei (Sig. 1) ab | Ebene AB und be | df. Made 
ed — cf und beweife, daß A bed 2 A bef und Aacd2 Aack, 
fo ergibt fich hieraus, daß ac | d£ ſteht. 

2) Denkt man ſich durch den Punkt gig. 1. 
der Ebene und die gegebene Gerade 
eine Ebene gelegt, fo muß der Durch⸗ 
fehnitt beider Ebenen jener Geraden 
parallel fein u. f. w. nad) €. ©. 8. 19. 

3) Fälle von den Geraden Perpen- 
difel auf die Ebene, fo find dieſe, alfo 
aud) bie burdy die Perpendikel und die 
zugehörige Gerade gelegten Ebenen 
einanber parallel u. f. w. 

4) Bälle von irgend einem Punkte der Geraden ben Perpen- 
difel auf eine der Ebenen, lege durch diefen und jene Gerade 
eine Ebene u. f. w. 

5) Lege durch die Gerade eine Ebene, welche die beiden ges 
gebenen Ebenen ſchneidet u. |. w. nad $. 41 und 15. 

6) Lege durch den Punkt eine zur Kante des Keiles ſenkrechte 
Ebene u. f. w. 

6a) u. 6b) Vergl. 8. 27. 

1* 


N 
a 
5 
fi 
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7) Da von ben beibenacorrefpondirenden Keilen der eine 
nad) der Vorausfegung ein rechter ift, fo muß aud ber andere 
ein rechter fein. 

. 8) Es feien (Big. 2) ab und cd 
Big. 2. zwei in der Ebene AB liegende 
parallele Gerade, p ein Punkt 
außerhalb. Denkt man fih in 
ber Ebene AB eine dritte Gerade 
G parallel zu ab und cd gezogen, 
fo it nad) $. 18 G fowohl mit 
der Eb. bf ald auch mit der Eb. 
df und fomit nad) 8. 23 auch mit 
dem Durchſchnitt gf beider parallel. 
Aus G // de und G // gf folgt 
aber, daß auch de // gfift. Ebenſo 
ift zu zeigen, daß ab // gf. 
Anmerkung. Jndirelt wird Diefer Satz auf folgende Art be— 
wiefen: Wäre fg nicht // ab, fo müßten beide irgendwo einander 
ſchneiden; dann hätte aber die durch p und cd gehende Ebene die Gerade cd 
and jenen Durchſchnittspunkt mit der Ebene AB gemeinfhaftlich u. f. w. 
9) Vergl. 8. 49. 

10) Lege durch je zwei Strahlen Ebenen u. f. w. 

11) Berg. $. 18. 

12) IR Big. 39 (im Lehrb.) adge das windſchiefe Viered, 
CD bie Ebene parallel zu ad und cg, fo folgt der Sag 
aus 8. 50. 


B. Eonftructionen. 

1) Ziehe von dem Punkte aus drei gleiche Streden nach ber 
Ebene und conftruire durch die Punkte, wo biefe die Ebene treffen, 
einen Kreis, fo ift deſſen Mittelpunkt der Bußpunft des Perpen⸗ 
dikels. Vergl. 8. 9. 

2) Fälle von irgend einem Punkte außerhalb ber Ebene ben 
Perpendilel auf diefelbe, lege durch biefen und ben gegebenen 
Bunft eine Ebene u. ſ. w. 

3) Bälle von der Geraden aus einen Perpenbifel auf bie 
Ebene u. f. w. 

3a) Lege durch den Punkt und die Gerade eine Ebene. 





— — — — (m. 


rn I 
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4) Lege durch den Punkt eine Ebene, welche die gegebene 
Ebene fohneidet, und ziehe in jener eine zum Schnitt parallele 
Gerade durch den Punkt. 

9) Berbinde beide Punkte und lege durch die Mitte ber Ber- 
bindungslinie eine zu ihr fenfrechte Ebene, fo beſtimmt der Schnitt 
berjelben mit der gegebenen Ebene die verlangte Gerade. 

6) Zwei durch jenen Punkt gehende Parallele zur gegebenen 
Ebene beftimmen die Lage der verlangten Ebene. 

6a) u. 6b) Vergl. $. 27. 

7) Lege durch den gegebenen Punkt eine zur Kante des Keils 
fenfrechte Ebene. 

8) Lege in der gegebenen Entfernung von beiden Seiten 
parallele Ebenen zu diefen u. f. w. 

8a) Lege durch den Punkt eine zur Geraden fenfrechte Ebene, 
befchreibe in biefer von dem Punkte aus mit der gegebenen Ent- 
fernung einen Kreis und ziehe an diefen von dem Durchgangs⸗ 
punfte der gegebenen Geraden mit der zu ihr fenkrechten Ebene 


aus eine Tangente, fo beſtimmen diefe mit der gegebenen Geraden 


bie verlangte Ebene. 

Die Richtigfeit ergibt fih aus 8. 31, 8. 32 und E. ©. 8. 98. 

9) Errichte im Mittelpunfte ded durch die drei gegebenen 
Punkte beftimmten Kreifes einen Perpendikel auf die Ebene 
beffelben u. f. w. 

9a) Lege durch den Punkt und Die gegebene Gerade eine 
Ebene, ſo wird die Aufgabe auf zwei Parallele und einen Punkt 
zurüdgeführt. (Vergl. E. ©. 8. 81. B. 2.) 

10) Ziehe durch den Puntt mit jeder der beiden Geraden eine 
Parallele u. ſ. w. 

11) Lege durch den Punkt und jede der zwei einander kreuzenden 
Geraden Ebenen, fo ift deren Durchſchnitt die verlangte Linie. 

12) Sind a und b die fich freuzenden Geraden, fo lege durch 
die eine derfelben, 3. B. dur) a, zwei Ebenen A und A’, wovon 
bie erſte parallel zur Geraden b ift und bie zweite A’ auf ber 
Ebene A fenfrecht fteht und fälle dann von dem Durchgangs⸗ 
punfte der Geraden b durch die Ebene A’ aus (f. 8. 22) einen 
Perpendikel p auf die Gerade a, fo it diefer die verlangte Strede. 

Um zu beweifen, daß ed nur eine Strede fg (Big. 3 f. folg. ©.) 
gibt, welche auf zwei einander Freugenden Geraden ab und cd zugleich 


he 
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ſenkrecht fteht, fei hk irgend eine andere zwifchen ab und cd 
liegende Strede. -Zieht man nun gm und kn // ab, fo if 
. fg | Ebene gkam, und wenn nun 
dig 3. hk ebenfalls ab und I cd wäre, fo 
müßte aud) hk _|_ Ebene gknm, alfo 
fg /] hk fein. Die beiden Streden fg 
und hk müßten fomit in einerlei Ebene 
liegen, was gegen bie Voraudfegung 
wäre, daß ab und cd einander freuzen. 
fg ift zugleich die kuͤrzeſte Strecke 
zwifhen ab und cd, da alle anderen 
von ab aus nad) der zu ihr parallelen 
und cd enthaltenden Ebene gknm ges 
zogenen Streden größer find. 
122) Es feien (Fig. 3a) ab und cd die Geraden, s bie 
gegebene Strede. Beſtimme nad) Aufg. 12 den fürzeften Abftand 
af der Geraden ab und cd und conftruire hierauf ein rechtwinkliges 


Fig. 3a. 


Dreied 2yd, deſſen Hypotenufe Ad — s und befien Kathete 
rd = af ift, ziehe ag / / cd, mahe am = an, mh — Ay, 
hb // ag, bg // hm, gd /J af, fo if bd bie verlangte Strede. 

Beweis. Da af und dg | ag, af | ab und ag 
alfo auf der durch beide beſtimmten Ebene ſenkrecht ſteht, fo ift 
auch die zu af / gd | zu ber zu mh // bg, folglih A bgd 2 


Bon t 


A Brd, alfo bd — s. Fer 
Asfdo A afb und ad = 
A fdb, alfo X abd= 1 
13) Sind a, b, c die drei 
Ebenen parallel zu c (8. 49), 
Ebenen die zu fuchende Gerade 
14) Ziehe von einem belich 
mit den gegebenen Geraden in 
Streden, lege durch die Endp 
und durch den gegebenen Punkt 
fuchende Ebene zu erhalten. 
Beweis. Fält man von 
einen Perpendifel auf die zuerft 
den Fußpunkt mit den Enbpun 
eongruente Dreicde (E. ©. $. 


Zweiter ! 
Bon di 


8. 
Lehı 
1) Bildet man bie Polarer 

8. 52. 17: 

gpz = 2R — c(ab)d 

zps — 2R — b(ac)d 

qps = 2R — b(ad)e. 

Nach 8. 53 ift aber 
gps < qpz + zps, 
alfo auch 

e(ab)d + b(ac)d — 

blache < 2R. 

2) Nach LehrfagLifi(Fig.4) 
elab)d + b(ac)d 
c(ab)d 4 o(ad)e 
b(ac)d + b(ad)e 
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Addire, fo folgt: 
e(ab)d + b(ac)d 4 b(ad)e < 6R. 

3) Die Richtigkeit ergibt ſich aus ber fymmetrifchen Gleichheit 
der zwei breifantigen Eden. 

4) Wie bei 3. — Vergl. 8. 62, Zuf. und 8. 54. 

5) Beflimmt man die Ducchſchnittslinie zweier Halbirungs⸗ 
ebenen, fo ift jeder Punkt berfelben von ben brei Seiten ber 
Ede gleich weit entfernt und die britte Halbirungsebene ift fomit 
durch den Durchfchnitt ber beiden anderen beſtimmt. 

6) Legt man durch die Ede eine Ebene, welche auf den 
Kanten vom Scheitel aus gleiche Stüde abſchneidet, fo ſchneiden 
die drei Durchfchnittölinien biefer Ebene mit den brei Trans 
verfalebenen einander in einem und bemfelben Punkte (E. ©. 
8. 81. A. Lehrſ. 6) u. ſ. w. 

7) Es fei af (Big: 5) der Durchſchnitt der zwei Trandverfals 
ebenen acg und adh. Lege durch irgend einen Punft m bes 





Fig. 5. 


Durchſchnitts eine zu ihm ſenkrechte Ebene nop, ziehe von n durch 
m bie Strede nr und verbinde r mit a, fo ift @b. acg | €b. nop 
und | €6. bad, alfo np | Eb. acg, oder np | oq. 

Ebenfo folgt ps __ on; folglich ift audh nr | op (€. ©. 
$. 81. A. Lehrſ. 5), fomit nah $. 32. Zuf. 2 auch Eb. 
abk _|_ dac. 
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8) Sind a, b und o bie drei Wii 
an o liegende Außenwinfel, fo ift nac 


_&+b+re 
- 57 
ober ba m+e=2 


auch die Ede 

—_ıtbtre—-m+o 
2 

woraus folgt, daß m < a + b fein 

muß. 

9) Es fei (Fig. 6) b(ad)e> b(ac)d. 
Lege durch die Kante ad eine Ebene adf 
fo, daß f(da)e = b(ac)d wird, fo ift 
nad $. 56 fac — fad, alfo bac — 
fad + baf‘, aber fad + baf> bad, 
alfo auch bac > bad. 

10) Indireft aus 9 oder auch mit 

11) und 12) faffen fi auf Ahnlic 
Säge beim ebenen Dreieck beweifen. 

13) Indireft aus 12. 

14) Denft man fi) zu beiden bie 
in dieſen zwei Seiten einzeln einand 
eingefchloffene Winfel in beiden aber 
und 8. 52. 17. 

15) Indireft aus 14 oder mittelft 


B. Eonftructic 


1) Es fein a, b, c bie drei Se 
gegenüberliegenden Winkel. Denkt m 
einen Bunft der Kante des Winfeld 4 
Ebene gelegt, fo gelangt man zu f 
Winkel © und y. Trage (Big. 7 f. fol 
an einander, made mn — mp, err 
fenfreht auf mr und me, alddann v 
trage rn nad) rv und sp nad) sx, 
A xsq — a. Um den Winkel 8 zu fi 
bie Kante dieſes Winkels eine zu ihr 


10 Zweiter Abſchnitt. 


ſchneidet diefe die breifantige Ecke nach einem Dreiede, das den 
Winkel 4 enthält und leicht auf folgende Weife conftruirt wird: 
3iehe ny | mo, py | mp, dann uw und confteuire nun 
über uw mit un und wp ein Dreied, fo ift ber ber Seite uw { 
gegenüberliegende Winfel gleich 2. 
2) Beftimme aus den Winkeln die Seiten der Bolarede, con⸗ 
fruire nach Aufg. 1) deren Winfel und hieraus die verlangten 
Seiten. 





Big. 1. 


3) Es ſeien (Fig. 7) a und b bie beiden Seiten, y ber von 
ihnen eingefchloffene Winkel. Faͤlle von dem Punkte n die Senf 
tedhte ng auf mu, mahe I qrv = y, trage rn nad) rv, er⸗ 
richte yg ng, aldbann qp _|_ mw, befchreibe von m aus mit 
mn einen Kreisbogen, fo beftimmt deſſen Durchfchnittspunft p 
mit der Senkrechten qp den Schenkel mp ber Seite o. Fällt 
man ferner qx | qp und fchlägt sp nad) ex auf qx ab, fo ift 
I xeq = a. Der Winfel 4 wird fchließlih wie vorhin 
gefunden. 

Die Richtigkeit des Verfahrens erfennt man leicht, wenn man 
ſich durd einen Punkt (m, p) ber Kante des Winkeld 4 zwei N 
Ebenen gelegt denkt, welche bezüglich von den Kanten ber Winkel ! 
« und y fenkrecht durchdrungen werben. N 

4) Erfte Auflöfung. Bühre mittel der Polarede biefe | 

% 


Aufgabe auf die vorhergehende zurüd. 





Win 
zwei 
Fun 


und 
ziehe 
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siehe sp und sq, fo beflimmt A qek oder I pak bie zu 
ſuchende Seite co, 


Big. 9. 


6) Führe mittelft der Polarede die vorgelegte Aufgabe auf 
Aufg. 5 zurüd. 


— Dritter Abſchnitt. 
Von den geometriſchen Körpern. 








8. 107. 
Lehrfäge 

1) Jede Kante ift eine gemeinfchaftliche Seite zweier Bes 

grenzungebreiede, alfo ift 
x-& oder 3F = 2K. 

2) Es bezeichne 8, 3, 53, 85, .... der Reihe nad) die Seiten- 
zahl der Seitenflächen und entfprehend @, 0,, O2, Gy, +... bie 
Summe der Winfel diefer Flächen, W die Summe aller ebenen 
Winkel, F die Summe aller Seitenflächen, K die Summe aller 
Kanten und E die Summe aller Eden, fo if nad €. ©. 8.46 
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folgiy W = 2(s + 8, + +. .) RR — AFN. 
Nah S. 75. 3. ift aber“ 
sts, +8 + ... = 2K, 





| 


alfo W=4KR — AFR, 
oder da nach 8S.76 EF=K +2, 

auch W=4KR — 4K +2 —ã E)N, 
oder W=4ER — EN. | 


)E+F-K+2mF- 5, alſo K=3E — 6. 


)E+F=K+2mK-S, do F=2E— 4. 


5) Die Summe der Seitenfeile beträgt (n — 2) und die ber 
an den beiden Grundflächen gelegenen Keile n geftredte Keile ıc. 


6) Je zwei an einer Seitenfante liegende Eden ergänzen 
einander zu bem an ber betreffenden Seitenfante liegenden Keile. 
Die Summe aller Seitenfeile ift aber — (n—2) geftredte Keile, 
oder auch — (n—2) flache. Eden ıc. 

. 7) Bezeichnet fy, fu, fa, ... bezüglich die Anzahl der drei-, 
viers, fünf- ... feitigen Seitenflächen, ebenfo &,, &,, &, - 
bezüglich die Anzahl der dreis, vier, fünfs ... kantigen Eden, 
und K die Anzahl aller Kanten, fo ift 

2K= 36, HA +5 +6 +... 
und au 2K = 3, + 4, + 5e, +6, + ..., 
was nur dann der Ball fein kann, wenn , +, + fh +... 
ſowie ez + + & + ... gerade Zahlen find. 

8) Nach 8. 66 ift die bdreifantige Ede gleich der halben 
Summe ber drei Winfel weniger einem rechten Keile. Eine viers 
fantige ift alfo gleich der halben Summe ber vier Winkel weniger 
zwei rechten Keilen u. |. w. Jeder Keil gehört zu zwei Polyeder⸗ 
een. Unter Beibehaltung der Bezeichnungen in vorhergehenber 
Aufgabe hat man alfo für die Summe E aller Polyederecken, 
wenn W die Gefammtfumme aller Seile und wz, Wir War ... 
die Keilfummen aller dreis, vier⸗, ... kantigen Eden bezeichnen: 
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1 
=; (w+w+wH ..— (& + 2e +38, +...)R 


oder da jeder Keil zwei Eden gemeinfchaftlich ift und W bie 
Summe aller Keile bezeichnet, . 
E= W —- [8—)e + (4-2), +...) R 

— W — Be, +4, +... — 2 + + . . IR 
oder nad) ehr. 7: E= W—-(2K—2E)R 
und nah 8. 716: E= W—(F—2)2R. 


8. 127 2. 


1) Bezeichnen Pı, Pa, Ps, Pa die vier Bunfte, und man legt 
durch drei derfelben, 3. B. durch Pp,, Ps, Ps einen Kreis, fo geht 
ber auf die Ebene derfelben im Mittelpunfte errichtete Perpendikel 
durch den Kugelmittelpunft; lege alddann durch drei andere Punkte 
einen ziveiten Kreis und errichte auf deſſen Ebene im Mittels 
punfte ebenfalls einen Perpendikel. Der Durchfchnittöpunft beider 
Perpendikel ift der Mittelpunkt der verlangten Kugel. 

Beim Beweiſe ift zu zeigen, daß bie beiden Perpendifel in 
einerlei Ebene liegen. 

2) Xege durch die drei gegebenen Bunfte p,, Ps, Ps einen 
Kreis, errichte im Mittelpunfte k auf die Ebene beflelben einen 
Perpendikel, fo geht diefer durch den SKugelmittelpunft. Fällt 
man nun von k aus eine Senfredhte a auf die berührende Ebene 
E, fo beftimmt dieſe -mit dem erften Perpendikel eine Ebene, 
welche die Ebene E und den Kreis p,, Ps, Ps ſenkrecht fchneidet 
und zwar jene nad) einer Geraden g, diefen nad) dem Durch⸗ 
meffer d. Befchreibt man nun einen Kreis, welcher durch bie 
Endpunkte des Durchmefierd d geht und bie Gerade g berührt 
(vergl. €. ©. 8. 184. B. 17), fo ift der Mittelpunft dieſes 
Kreifed zugleich der zu fuchende Kugelmittelpunkt. Da diefer 
legteren Aufgabe aber bekanntlich zwei Kreife genügen, fo läßt 
die vorgelegte Aufgabe ebenfalls zwei Auflöfungen zu. . 

3) Es feien pi, Ps, Ps die drei Bunfte, K, der Mittelpunft 
der Kugel. Der Mittelpunkt der zu fuchenden Kugel liegt nad 
8. 17. 3 in der Senfrechten s, welche man im Mittelpunfte des 
durch pı, Ps und p, gelegten Kreiſes k auf die Ebene beffelben 








Ba u Be 
En Der Se 2 
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fällt. Denkt man fi) nun durch s und K, eine Ebene E ges 
legt, fo fchneibet diefe den Kreis k nach einem Durchmeffer d 
und die Kugel K, nad) einem Hauptfreife kz. onftruirt man 
nun einen Kreis, welcher durch die beiden Endpunkte ded Durch» 

meſſers d geht und den Kreis k, berührt (E. ©. $. 184. B. 22), 
jo ift der Mittelpunkt defielben zugleich der Mittelpunkt der vers 
langten Kugel. Da man zwei Kreife erhält, welche. der eben 
geftellten Bedingung entfprechen, fo läßt die vorgelegte Aufgabe 
ebenfalld zwei Auflöfungen zu. In dem einen Galle geſchieht 
nämlich die Berührung von außen, im anderen aber von 
innen. 

4) Bezeichnen E, und E, bie beiden Ebenen, p, und p 
bie zwei Punkte und man benft fi den Seil, welchen bie 
Ebenen E, und E, bilden, halbirt, fo fällt der Mittelpunft der 
zu fuchenden Kugel in die Halbirungsebene D. Balt man nun 
pı2 | E, verlängert p,a um ap = p,a und conftruirt nad) 
Aufg. 2 eine Kugel, welche durch p,, p; und p geht und eine 
ber Ebenen E, ober E, berührt, fo ift diefe Kugel zugleich bie 
verlangte. 

5) &8 fei (Big. 10 f. folg, ©.) K, die gegebene Kugel, E, bie 
Ebene und p,, Ps feien bie gegebenen PBunfte. Nehmen wir an, 
es fei K eine Kugel, welche der geftellten Forderung genügt und 
K, ink, E, in f berührt, fo find nach 8. 120 Lehrf. 17 k und f 
potenzhaltende Punkte vom äußeren Aehnlichkeitöftrahle, da nad) 
der Annahme beide Kugeln einander von außen berühren. Wählt 
man die Kugel fo, daß eine Berührung von innen ftattfindet, fo 
findet man analog zwei potenzhaltende Punkte vom inneren 
Aehnlichkeitsſtrahle. Für den vorliegenden Ball ift daher 
pf.pk= pq . ppı = pp‘ . pd (E. ©. $. 170 Zuf.), 
woraus leicht pq conftruirt werben kann. Beftimmt man nun 
nad) Aufg. 2 eine Kugel, welche durch die drei Punfte p,, Ps, 
q gebt und die Ebene E berührt, fo hat diefe mit ber Kugel 
K, einen Punkt gemeinfchaftlih. Denn bezeichnen x und k 
die Durchfchnittspunfte des. nach dem Berührungspunfte f ges 
zogenen Strahled pf mit den Kugeln K und K,, io hat man 
nach der Eonftruction 

pf.px = pq . ppı = pd .. pp’ 
und weil p ein Aehnlichfeitspunft zu K, und E, ift: 
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pf. pk — pd.. pp‘ 
alfo px = pk, 
d. 5. k if K, und K gemeinſchaftlich. 
Nach 8. 120 Lehrſ. 18 ift demnach die durch p,, Ps, q gehende 
und E, berührende Kugel K zugleich die zu ſuchende. 


Fig. 10. 


Da für die Annahme eines äußeren Aehnlichkeitsſtrahles fos 
wohl, ald audy für die eined inneren, zwei Auflöfungen refuls 
tiren, fo läßt die vorgelegte Aufgabe Im Ganzen vier verfchiedene 
Auflöfungen zu. In zwei Bällen wird die Kugel von außen, in 
zwei von innen berührt. 

6) Es feien (Big. 11 f. folg. ©.) K, und K, bie gegebenen 
Kugeln, pı und ps die gegebenen Punkte. Denkt man fih nun 
eine Kugel e conftruirt, welche den verlangten Bedingungen genügt 
und a und b in den Punkten d und h von außen berührt, fo 
erhält man nad) 8. 120 Lehrf. 10 p als äußeren Aehnlichkeits⸗ 
punkt und 

pk. pn — ph. pd — pp » P4, 
woraus pq gefunden werben fann. 

Eonftruirt man nun nad) Aufg. 3 eine Kugel, welche durch 
die drei Punkte p,, Ps und q geht und bie Kugel K, berührt, 





| 
| 
ı 


Bon den geometrifchen Körpern. 17 


fo hat diefelbe au) mit der Kugel K, einen Punkt d gemein» 
Thaftlih, der zu dem Berührungspunfte h ein potenzhaltender 
vom äußeren Achnlichfeitöftrahle ift; denn bezeichnen x und d 
die Punkte, in welchen die Gerade ph bezüglich die Kugel c 
zum zweiten Male und die Kugel a trifft, fo ift 
ph.pz=pp -pq=ph.pd,. 

alfo , px = pd, 

d. h. die Kugeln a und c haben den Punkt d gemeinfchaftlich. 
Nach 8. 120 Lehrf. 18 berührt fomit die durch pꝛ, Ps, q gehende 
und b berühtende Kugel auch die Kugel a. Je nachdem man 


Fig. 11. 


bei der Eonftruction vom äußeren oder inneren Achnlichfeiispunfte 
ausgeht, erhält man je zwei Auflöfungen. Im erften Falle ift 
die Berührung eine äußere ober innere, im zweiten ‚wird cine 
Kugel von außen, bie andere von innen berührt. 

7) Sind E,, E,, E, bie drei Ebenen und bezeichnet p, den 
gegebenen Punft und man halbirt den von zwei biefer Ebenen, 
3 B. von E, und E, gebildeten Keil durch eine Ebene E, fo 
liegen in biefer die Mittelpunfte aller die Ebenen E, und E, 
berührenden Kugeln. Hält man nun pa _! E, verlängert den 
Berpenbifel um ab — pa und conftruirt nach Aufg. 4 eine 
Kugel, welche die Ebenen E, und E, berührt und durch bie 
Punkte p, und b geht, fo ift diefe die zu fuchende. Die Auf 
gabe läßt zwei Auflöfungen zu. 


Spib, Anh. . Lehrb. d. Stereometrie. 4. Aufl. 2 


4 
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8) €8 fein E,, E, die Ebenen, K, die Kugel, pı ber 
Punkt. Halbirt man den dur E, und E, gebildeten Keil 
durh E, fällt pa | E, verlängert p,a um ab — p,a und 
conftruirt nun nah Aufg. 5 eine Kugel, welche K, und E, 
ober E, berührt und durch p, und b geht, fo ift dieſe bie 
verlangte. Die Aufgabe läßt im Ganzen vier Auflöfungen zu. 

9) K, und K, (Big. 12) feien die Kugeln, E, die Ebene, 
pı der Punkt. Nehmen wir an, bie zu ſuchende Kugel K 
berühre die Kugeln K, und K, von außen in den Punften a 
und b, fo find nad) 8. 120 Lehrf. 10 diefe Punkte potenzhaltende 


Big. 12. 


vom Äußeren Aehnlichkeitsſtrahle. Bezeichnet p den Außeren 
Achnlichfeitspunft der beiden Kugeln K, und K, und o ben 
Punkt, in welchem pp, die Oberfläche der Kugel K zum zweiten 
Male durchdringt, fo kann pe leicht conftruirt werden, ba 
pP -pc= pb.pa — pd.pf. Legt man’ nun durch pP, 
und c eine Kugel, welche eine der Kugeln K, oder K,, z. B. 
K, in b berührt, fo berührt fle auch die andere, denn ſchneidet 
pb bie Kugel K nodhmald in x, und bie Kugel K, in a, fo 






} 
\ 
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folgt aus pb. px = pp, . pe = pb. pa, daß x mit a 
zufammenfällt und da nun gb // hk,: alfo | 

5 gba = I geb = I hka = A hak, 
fo liegen h, a, g in einer Geraden. Es ift fomit a ein Be 
rührungspuntt. | 

Eonftruirt man daher nad) Aufg. 5 eine Kugel, welde K, 
und E, berührt und durch die Punkte p, und c geht, fo ift 
diefe die verlangte. 

Geht man bei der Bonftruction vom "äußeren Aehnlichkeits⸗ 
punkte aus, fo erhält man nad Aufgabe 5 vier Auflöfungen, 
nämlich Wwei äußere und zwei innere Berührungen; wählt man 
hierzu den inneren Achnlichfeitöpunkt, fo gibt es abermals vier 
Auflöfungen, bei welchen je eine Kugel von außen, die andere 
von innen berührt wird. Im Ganzen find fomit acht Auf: 
(öfungen moͤglich. 

10) Sind. K,, K,, K; bie drei Kugeln, p, der PBunft, fo 
beftimme man zu K, und K, einen Aehnlichkeitspunkt p und 
denke fi) pp, gezogen und verlängert bi6 zum zweiten Durch⸗ 
gange durdy die Oberfläche der zu fuchenden Kugel. Bezeichnet 
a biefen zweiten Durdhgangspunft, fo kann mittelft potenz⸗ 
baltender Punkte der Kugeln K, und K, leicht pa gefunden 
werden. Legt man nun durch p, und a eine Kugel, welche die 
beiden Kugeln K, und K, berührt, fo berührt diefelbe auch bie 
Kugel K, und die Aufgabe ift fomit auf Aufg. 6 zurüdgeführt. 
Da man fowohl für die Annahme ded Äußeren, als auch bee 
inneren Aehnlichkeitspunktes vier Auflöfungen erhält, fo. läßt die 
vorgelegte Aufgabe im Ganzen acht Auflöfungen zu. 

11) Jede Ebene, welche den von zwei Ebenen gebildeten 
Keil Halbirt, enthält den Mittelpunkt der zu fuchenden Kugel. 
Man überzeugt fich leicht, daß die Aufgabe acht Auflöfungen 
zuläßt. 

12) Bezeichnen E,, E,, E, die drei Ebenen, m, den Mittels 
punft der Kugel und r, den Radius berfelben, fo conftruire man 
in einer Entfernung — r, von jeder der drei Ebenen zu dieſen 
parallele Ebenen nach auswärts oder nach einwärts und beftimme 
nun nad) Aufg. 7 eine Kugel, welche diefe Ebenen berührt und 
durch den Punkt m, geht. Der Mittelpunkt dieſer Kugel ift 

2* 





u u Euer DEE u —— 
-.r .. 


20 Dritter Abſchnitt. 


zugleich der Mittelpunkt der zu fuchenden. Man erhält im 
Ganzen vier Auflöfungen. 

13) Sind E,, E, die Ebenen, K,, K, die Kugeln, r,, Ts 
beren Rabdien, fo befchreibe man mit K, eine concentrifche Kugel 
vom Radius r, + r, oder auch r, — rz, lege in der Ent- 
fernung r, von E, und E, parallele Ebenen E/,, E’, zu diefen 
nad) einwärts, oder auch nad) auswärtd in Bezug auf ben 
Mittelpunkt m, der Kugel K, und conftruire nun nad) Aufg. 8 
Kugeln, welche EX, und E/, und die concentrifchen Kugeln - bes 


rühren und durch m, gehen. Je nach der Annahme erhält man 


acht Auflöfungen. 

14) Bezeichnen r,, Ye, 1, die Radien ber drei Kugeln K,, 
K,, K,, ift 7, der Heinfte derfelben, m, deren Mittelpunkt, fo 
lege in der Entfernung r, von der gegebenen Ebene E, eine 
Ebene E‘, parallel zu diefer und conftruire um K, und KR, 
concentrifhe Kugeln. mit den Radien rn, -H 14, 18 °+ Tr, oder 
tn, — roten — r3, r3 + Tr oder — rzʒ, 
I, — 1. Der Mittelpunft derjenigen Kugel, welche in ben 
einzelnen Fällen die concentrifchen Kugeln und die Ebene E‘, 
berührt und durch m, geht, ift zugleich der Mittelpunft der zu 
fuchenden. Da E’, in Bezug auf m, nach) außen, oder innen 
eonftruirt fein kann, fo läßt nach Aufg. 9 die vorgelegte Auf- 
gabe 16 Auflöfungen zu. 

15) Bilde aus dem durch die Summe oder Differenz bed 
Halbmefierd der Fleinften Kugel und den Radien der übrigen drei 
Kugeln concentrifche Kugeln mit diefen und beftimme nach Aufg. 10 
Kugeln, welche diefe concentrifchen Kugeln berühren und durch 
den Mittelpunft der kleinſten Kugel gehen. Im Ganzen ſind 
16 Aufloͤſungen mög 


— — — — — 
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Vierter Abſchnitt. 
Bon der Berehnung der Körper. 


A. Berechnung der Polyeder. 
a) Berehnung des Prisma. 
8. 138. 
1) Oberfläche 2s (s + 2h) = 266,5 D”. 
2) Dberfläße — $ (43 + 6h) — 277,8186. 0. 
3) Oberflähe — 133,92 OD”. 
4) Seite = = 8,9”, 


\ 


ö— — — || 


4a) Höhe =.z- 3; 7 Y3 = 25”. 
4b) Seiten = 4” und 6”, Höhe = 30”. 
5) Seiten der Grundfläche — 3” und 44”; Höhe = 223”. 
Andeutung. Die Bafldfeiten jeien 2x und 3x, Die 
Höhe = Ix u. 


a 
6) Seite der Bafis — v3 —h- 6". 


. 7) Diagonale ver Bafld = 3,896”; Höhe = 23,896”. 
Andeutung. Bezeichne die Bafisfeite durd x ıc. 
8) Oberflähe = 63? = 201,84 Di”. 


9) Kante = v7 — 7, 388 
10) Kante des einen — ek 4 VS) 


die bed anderen — + |k — Je m Ze 


Andeutung. Sebe bie Ranten = x und k — x um 
bilde eine Gleichung 2c. 
10a) Seite = 9,304”. 
Andeutung. Denkt man ſich die verlangte Ebene 
durchgelegt, fo werden die Durchſchnittspunkte der drei 


22. nn 





Vierter Abſchnitt. 


Seitenfanten bed Prisma mit 
Entfernung von ber Bafis habe 
den mittleren ber Durchfchnittt 
parallele Ebene, fo folgt: 

Ve) 4/8 
oder x· — ru x’ = 
und hieraus 

x? — 86,571549 obe 

wovon jebod nur ber erfle W 
da offenbar x > 9 fein muß. 
11). 10935 Liter. 
12) 5160 kb®. 
13) 94500 fiter. 


ha? 
13a) Kubilingalt = T an ="35,07 





14) Kubilinhalt = Zu” hrs = 673 


148) Kubilinhalt — Aen xbe 
146) Kubitinhalt — 17,01 kb”. 
140) Höhe = 17, 5 


15) Seite = rx = 2,89”. 


15a) Kubikinhalt — > 1190 kb, 
15b) Rubifinhalt — 141,75 kbr. 
Andeutung. Sepe die Kanten 
16) Oberfläche — 432 OD”. 
17) Die Seiten find 44” und 64” la 
Andeutung. Bezeichnet man d 
fläche burd) x, fo muß 4,5x 
fein ac. 
18) Gewicht — 0,7966*. 
19) Seite der Baſis = 0,46043°. 
20) 23,9616 *. 
21) 0,585". 
22) Kubilinhalt — 599, 077107 kb®. 
23) Oberflaͤche — 50,9184 11”, Kubikir 
238) Kubifinyalt — 48,228544 kb”. 
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236) Oberfl.— 24720"; Rubifinh.— 57 3=41,569kb”. 
.24) 512 Wuͤrfel. 
25) Kubikinhalt — —1+ ra] — 0,049027896 . 8° 


Andeutung. Bezeichnet x die Kante, jo ift 
3x? = (S — x)? x. 
26) a) Seite = 6,29”; b) Seite = 0,84988” ; 
c) Seite = 0,7005”. 
27) Um 1,558” größer. 
28) Seite = 3,399°”, 


29) Diagonale = Y3. FR — 4,8497”. 
29a) Kubifinhalt = 15,625 kb”. 

30) Seite — 4”. 

31) 10,046 Würfel. 

32) Seite = 0.801”. 

33) Spec. Gewidt = 7,5. 


34) Seite = 4,1”. 


b) Berehnung ber Byramibe. 
8. 148. 
1) Oberfläche = 46,25 DI”. 
2) Oberflähe = — [a3 + 3 VAN]. 


2. 
Andeutung. Der Inhalt der Bafle ift = 7 Y3, 


7 — — — 
die Höhe eines Seitendreiecks — —/ z) ꝛxc. 
3) Oberflaͤche = 27,712 0”. 
4) DOberflähe — a fa + V(Ah? + a3]. 
Andeutung. Die Höhe der Pyramide, die halbe Baſis⸗ 
feite und die Höhe einer Seitenfläche bilden ein recht, 
winfliged Dreied mit einander. 
5) Oberflähe — 138,24 D”. 
6) Seite der Grundflähe = 4". 





94 Vierter Abfchnitt. 
Anbeutung. Die Baflsfeite fi = x, fo iſt die Höhe 
einer Seitenfläche — V\: 52 1 2) ı. 


62) Höhe — 5 Vor (0289) 


7) Kante = 4 VY2Ö(Y3—-D—- 
8) a) Bafidfeite = 10”; b) Seitnfanie — 20,6155”. 
Andeutung. Bein x bie Baflöfeite, fo ift 


= Y3+5 - (x + 10). — 343,3 x. 


I) Bafisfeite = * Seitenkante = 10”. 
10) Bafisfeite = 8", 
H.s 


11) a) Höhe ber Ergaͤnzungspyramide = 2, 
H Su) 








b) Höhe des Pyramidenftumpfes _ 


Andeutung. Gebe die Höhe ber Gninungepante 
= x u. ſ. w. 
12) Inhalt des Mantels = 158,10". 
13) Oberfläche = 538,49 I”. | 
14) Oberflähe = S? +8? + (S-+ 8) Y[(S— 8)? + &h?}. 
Andeutung. Die Höhe einer Seitenfläche ift 


-V»- 597 ] u. ſ. w. 


15) Oberflähe = 181,824 D®. 
16) 5” und 8". 
17) Rubifinhalt = 15,341 kbm, 
17a) Kubifinhalt = 389,7 kb. 
18) Kubifinhalt = 53,3504 kbr, 


Andeutung. Beftimme nach bem pythagoraͤiſchen Lehr: 
fage die Höhe u. f. w. 
18a) Kubifinhalt = 25,455204 kb. 
19) Kubifinhalt = 20,66875 kb”. 
19a) Kubifinhalt — 2,058 kb”. 


20) Rubifinhalt — * VOTO —2ah) 








Bon der Berechnung der Körper. 


Andeutung. Bezeichnet x die Höhe einer Seite 
fo it a +2ax—=0O. Beftimme hieraus x, da 


Höhe der Pyramide = je _ Ei u. ſ. w. 


208) Höhe = 37,18”, 
21) Seite der Grundflähe = 4,312”. 
22) Jede Seite der Grundfl. = 4”; jede Seitenfante : 
Andeutung. Sttze bie Baſisſeite — x, alſ 
Seitenkante — 2x, beſtimme alsdann die Hoͤ 
Pyramide ıc. 
23) Kante = 2”. 
24) Bafisfeite = 6”. 
25) Gewicht — 1686,8*. 
26) Höhe — 0,5925=. 
27) Rubitinyalt — 107,3 kbr. 
Andeutung. Bergl. 8. 147. 
28) Kubilinhalt — H S+e+S.9. 
29) Kubifinhalt — 63,484125 kb”. 
30) Höhe — 9,12”. 
308) Höhe — 4,2”. 
31) Inhalt der Baſis = 1440”. 
31a) Seite = 6”, 


3 
32) Entfernung — u s _ V Ss + } 


Andeutung. Bezeichnet x die Entfernung, y biı 
des Durchfchnittes, fo verhält ſich 

-2,9=y 

——22 





h—x:ır= 


woraus folgt: 
x h8=y. 


. 8 
Berner ift nad) ber Bedingung: 


Io +y+ De (+0 +8 
Subſtituite nun obigen Werth von x ıc. 
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man (Big. 13) die Ka 
1, bie der Fläche 5, I 
Fläche 3, durd) k,, 
Dreiecks s, durch h 
und 5 zu h gehöi 
durch p’unb q*), f 


8 =; 
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10) Oberfläche — 8,86784 I”. 

11) Kante — 2,5”. 

12) Kubitinhalt = 1,590975 kb", 
13) Kante = 3”. 

14) Kubitinhalt = 12,7278 kb”. 
15) Oberfläde — 5,16 O*; Kubifiı 
16) Kubitinhaltt = 957,875 kb”. 
17) Oberflähe — 29,7216 D®. 

18) Oberfl. — 183,456 01°; Kubikin 
19) Kante = 1,5". 

20) Kante — 6”. 


d) Berehnung bes ſchief al 
breifeitigen Prie 
8. 15. 
1) Kubilinhalt — 84,8 kb. 
2) Kubilinhalt — 265880 kb”. 
3) Kanten = 8,4”; 10,8” und 16,8 


f) Verhältniß der Ahnlicdı 
8. 160. 
1) Oberfläche des einen — 151,875 
16,875 O. 
2) Oberflähe = 18 0”. 
3) 24” und 22”. 
4) Das eine Gefäß faßt 2,67, das « 
Anbeutung. Faßt das eine ı 
x:9 — x — 0,6%: 0,8° x. 
5) Die homologen Kanten meflen 8” 
Andeutun 4:7 —=x: 
6) Kante = 1,8”. 
7) 1,6” und 2,7”. 
8) 0,75= und 2,25% hoch. 
9) Entfernung = 4,6279”. 
Andeutung. Da bie ganze Py 
pyramibe Ahnlich ift, fo verhält 
2:1=hi:%: 
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10) 17,442 kb und 122,094 kbe. 

Andeutung. Befimme den Radius bes um bie Baſis 
befchriebenen Kreiſes (= 8,125”), dann die Höhe ber 
Pyramide (= 5,7”). Da nun die Ergänzungöpyramide 
ſich zur ganzen Pyramide wie 1: 8 verhält, fo ift ber 
Schnitt durch die Mitte der Seitenfanten zu führen ꝛtc. 


———— ——— 
— 4 VERSEHEN 





IHR k?— ki —k@ 
R2kik? — Ktkska — Kökika — an 


Fig. 14. 


Anbeutung. Denkt man fi (Big. 14) 
ab’ == ac! = ad’ — x 
gemacht, fo ift nach $. 148 Aufg. 34 der Inhalt des 
Tetr. ab’c’d’ befannt. Bezeichnet man denfelben durch k, 
fo ift nad) 8. 158a: 
ga. 

Fat man num ef und cf‘ | ad, fo hat man nach 
€. ©. 8. 128 


Vierter Abſchnitt. 
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B. Berechnung der runden Körper. 
a) Berechnung des Eylinder® 
8. 168. 
1) Mantel = 141,3 0°; Oberflähe = 151,1125 I”. 
1a) Oberfläde = 151,1125 O”. : : 
2) 33,98265 0” Blech.’ 
3) Durchmeſſer — 0,63”. 
3a) Durchmeſſer = 2,5”. 
Anbeutung. Bezeichnet x den Halbmefler, fo ift 
J 2x? + 2nx . 14 = 119,7125, 
3b). Entweder: Halbmeſſer — 0,65”, Höhe — 8,96", 
ober: Halbmefier — 0,37”, Höhe = 16,52%. 
Andeutung. Bezeichnet x den Halbmeſſer, y die Höhe, 


fo folgt: — 
2nx? + 2nxy = 39,25 
Ir (x +02)? + Br (x + 02)y +5) — 785. 
30) 18,27 0” und 5,73 D”. 
Andeutung. Nach 8. 162. 3uf. 4. 
4) Umfang — 12,56”; Höhe — 33". 
Andeutung. Bezeichnet man den Halbmefier durch x, 
fo iR 2x? + 2x (2nx + 20,44) — 439,6 u. ſ. w. 
5) Rubitinhalt — 84,78 kb®. 
6) Kubikinhalt = 873,43 kb". 


7) Rubitinhalt = 1. 


8) Holzabfall = 0,732456 kb”. 
9) 206,0154 Liter. 

10) Höhe = 214”. 

11) Höhe = 21”. 

11a) Durchmeſſer — 6,818”, 


11b) Kubilinhalt = Inh‘ 
ifi 0,0 
11c) Kubifinhalt — 3 Vor 


12) aubitinhalt — I (20 — man. 


Spig, An. Lehrb. der Stereometrie: 4. Aufl. 3 
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Andeutung. Bezeichnet x bie Hoͤhe, ſo iſt 
= + dx = 0. 
Beftimme hieraus x, dann den: Inhalt. 


13) Kubifinhalt — En (20 —P?). 





14)0 = 2 + va 
M⸗ 
14a) Durchmeſſer —** <K. Höhe = Ink 


15) Kubifinhalt = 31. 4 kb", 
Andeutung. Bezeichne den Durchmeſſer durch x, bilde 
eine Gleichung u. ſ. w. 
153)!Rubjtinhalt = 2 Ey +O_hyYaGO FRE mai] 
16) Das eine ift 1,5”, das andere 2” tief. 
Andeutung. Achnliche Eylinder verhalten fig wie Die 
britten Potenzen der Höhen. 
17) Höhe = 27,3”. 
18) Durchmeflfer = 14,16. 
19) Kubikinhalt = 15,2604 kb”, 
20) Länge = 840%. | 
21) Radius — VRr — — 


sch 


b) Berechnung des Kegel?. 
8. 168. - 

1) Mantel = 1,4946 0”, Oberfläche = — 1 ‚8576 D®. 
1a) Oberflähe = 87,135 11”. 

2) Oberflähe — 59,66 DI”. 

3) Oberfläche = g + Ve? + he). 
4) Mantel = 153,3462 OD”; Oberfläche = 181,6062 DI“. 
5) Oberfläche — 7 [s? — h? +35 Y(s® — h? — h?]. 
6) Durchmeſſer = 16”; Höhe = 15”. 
7) Seite = 8,5”; Durchmeſſer = 8”. 
7a) Durchmefler = 4”; Höhe = 3,75”, 


O 
7b (b MS O — me = 6”, 
) Halbmefier Valak + 30) | 
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9 Durchmefier = 4”. 
Andeutung. Bezeichnet x ben Durchmeffer, io it die 
Seite = nz + 7,44 u. ſ. w. 
9) Durchmefler = 47; Seite = 10”, 
10) Durchmeſſer — 1”; Seite — 8”, 
Andeutung. Iſt im erften Falle der Halbmeſet — x, 
bie Höhe = y, 10 folgt 
I nx? + nıy = 13,345, 
Ir(x +05)? + n (+0, 5) J — 314 x. 


11) Rubifinhalt — 14,13 kb, 


1la) Kubitinhalt = 5,55361 kb”. 
11b) Kubifinhalt = 0,370049 kb". 
12) Kubifinhalt = 0,3280672 kb”, 
13) Höhe des Kegeld — 15”. 
.14) Halbmeffer = 62°. 


15) Kubikinhalt = * Vo( (0 — 2arꝰ). 


16) Kubilinhalt — Ei 070 -M) @M-O) | 
T 
Andeutun &ita—= O — M, alfo 
_M 2M  M 


r= und s = 





im y(Ö-M)n 
Nun ift die 56 — V(®— 1) u. ſ. w. 
17) Höhe des Theiles = R (2 — Ya == 1,2384”; Halb 


meffer des Schnitifreifes — 5 V4 = 1,984=, 


Andeutung. Der Ergänzungsfegel ift dem ganzen Kegel 
ähnlich. Bezeichnet man alfo den Abftand des Schnittes 
von der Baſis durch x, fo verhält fich: 

2:1= 6%: (6—x)} x. 

18) Kubifinhaft = 32 kb”. 
19) Höhe — 46,05"”. 
20) Halbmefler der Baſis — 14,44”, 
21) Inhalt des Manteld — 2949,3 7 
22) Oberflaͤche = 314,785 DI”. 
23) Oberfläche — 2694,905 I”. 
24) Oberflähe = 81,64 11”, 

| u 3* 
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25) Höhe — 
26) Höhe = 
27) Die Hal 
Anden 
Grund 

I 


U. 


oder I 

u 

28) Kubilinh 

Anden: 

29) 490,349 

29a) Kubikindı 
29b) 299,085 
30) Kubifinh, 

31) Halbmefl 


31a) Abſtand 


Halbmefl 


Anbeut 
meffer, 


® iR 
n 

sr 

Elimir 

31b) Rabien = 

32) Gewicht 


1) a) 572,2 
2) Oberflaͤch 
3) a) Oberfi 
b) Ober| 
Andeut 
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3a) Um 7,942 D“.. 
3b) Oberfläche = 21, 1937 D. 
dc) a) 2,316”; b) 5"; c) 7”. 
3d) Seite = 5”, . 
4) a) Oberfläche der eingefchtiebenen Kugel = } nı8s?; 
b) Oberfläche der umfchriebenen Kugel = 2ns?. 
Andeutung. Benütze 8. 151. «. 
5) a) Oberfläche, der umfchriebenen Kugel 


2 \ 
- 56475) = 11,8605 . s 
b) Oberfläche der eingefchriebenen Kugel 
3 
— a +395) = 7,174. 


Andeutung. Benüge 8. 153. e. 
6) Oberfläche der Amſchriebenen Kugel 


— —* (+3 773) = 24,662 . 82; 
Oberfläche ber eingefchriebenen Kugel 
2 
_ (2 +11Y5) = 15,573 . #2, 


Andeutung. Bergl. $. 152. «. 
7) Halbmeffer = 5,14”. 
8) Fi Durchmefler find: 


20 — nS? 8 1 20 — nS? 
3 +3 Vz soys=) 


Andeutung. Bezeichnet x den Durchmeſſer der einen 
Kugel, fo ift der der anderen = S — x, 
alfo x? + n (S— SW = 0x. 

9) 0,2826 Gi” und 1,1304 I”. | 
10) a) Kubilinhalt = 57,87648 kb"; b) 0,38151 kb”; 
c) = 73584,85 kb’; d) — 68, 607174 kb". 

11) Kubifinhalt = 1 1,7008 kb”. 


12) Kubikinhalt — r? 7 
124) Um 0,7208 kb”, u 
12b) 113,04 kb” und 33,493 kb”. P 
13) a) Durchmeſſer = 9"; b) = 12"; c) =3,6"; d)=1,8". 

14) Kugel : Eylinder : Kegel = 4:6:9. 





—— — — 
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15) Ke 

16) 9 

16a) Ho 
17) Di 

A 

18) W 

a 


19) m 
a 


20) € 

202) T 
21) € 

22) € 

23) 1 

24) 4 

25) $ 

{ 


26) € 
27) 2 
28) ! 


29) ı 
29a) ! 
29b) . 
290) ! 

30) 


3). 


3la) 
31b) 
31e) 
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Rugel 
e bes 


kb". 


kb", 





